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Р Е Ф Е Р А Т 

Звіт про НДР: 156 с., 138 джерел. 

Об’єкт дослідження – рівняння з частинними похідними параболічного типу, 

диференціально-функціональні рівняння, моделі економічних та еколого-

економічних процесів. 

Мета роботи – дослідження коректної розв’язності і властивостей розв’язків 

задачі Коші для параболічних рівнянь з різними особливостями і 

виродженнями; поширення методу інтегральних многовидів на нові класи 

диференціально-функціональних рівнянь, побудови вищих наближень в методі 

усереднення для системи в стандартній формі; побудова та дослідження 

математичних моделей економічних та еколого-економічних процесів. 

Для b2 -параболічних систем з виродженням на початковій гіперплощині і 

зростаючими коефіцієнтами, а також ультрапараболічних рівнянь типу 

Колмогорова досліджені властивості фундаментальних розв’язків та описані 

класи коректності задачі Коші. Встановлені властивості розв’язків b2 -пара-

болічних систем у необмежених за часовою змінною областях. Досліджена 

цілковита розв’язність задачі Коші з узагальненими початковими даними для 

різних типів параболічних диференціальних і псевдодиференціальних рівнянь. 

Здійснено зведення лінійної сингулярно збуреної системи із запізненням у 

швидких і повільних змінних до блочно-трикутного вигляду і встановлено 

принцип зведення для дослідження стійкості її розв’язків. Одержано друге 

наближення у методі усереднення системи диференціально-різницевих рівнянь 

у стандартній формі та побудований алгоритм наближеного знаходження 

неасимптотичних коренів матричних квазіполіномів для диференціально-

різницевих рівнянь запізнюючого та нейтрального типів. Побудовані та 

досліджені математичні моделі еколого-економічного балансу, динамічна 

модель функціонування франчайзингу та економіко-математична модель 

розвитку промислового потенціалу регіону. 

Усі наведені в звіті результати є новими. Вони можуть бути використані в 

теоретичних дослідженнях і при обґрунтуванні методик розв’язання 

конкретних прикладних задач. 

ПАРАБОЛІЧНІ, УЛЬТРАПАРАБОЛІЧНІ, ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ, ДИФЕ-

РЕНЦІАЛЬНО-ФУНКЦІОНАЛЬНІ, ПСЕВДОДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ, 

ВИРОДЖЕННЯ, СИНГУЛЯРНІ ЗБУРЕННЯ, ЗАДАЧА КОШІ, МАТЕМАТИЧ-

НА МОДЕЛЬ, КОРЕКТНА, ЦІЛКОВИТА РОЗВ’ЯЗНІСТЬ, ІНТЕГРАЛЬНИЙ 

МНОГОВИД.  
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В С Т У П 

У звіті наведені результати, які одержані протягом 2001-2005 рр. 

співробітниками кафедри математичного моделювання ЧНУ при виконанні 

досліджень на тему “Дослідження математичних моделей, що описуються 

диференціальними рівняннями з особливостями і виродженнями”. Ці 

дослідження є продовженням виконаного в 1996-2000 рр. кафедрою 

математичного моделювання дослідження на тему “Дослідження 

детермінованих і стохастичних математичних моделей, які описуються 

диференціальними і диференціально-функціональними рівняннями”.  

У звіті представлені в основному результати, що стосуються вивчення ряду 

актуальних питань теорії параболічних рівнянь з різними особливостями і 

виродженнями, теорії диференціально-функціональних рівнянь, а також 

математичного моделювання соціально-економічних процесів. Наведені 

результати стосуються передусім дослідження коректної розв’язності, 

інтегрального зображення і різноманітних властивостей розв’язків  задачі Коші 

для розглядуваних класів параболічних рівнянь і систем рівнянь, дослідження 

сингулярно збурених диференціально-функціональних рівнянь за допомогою 

асимптотичних методів і методу інтегральних многовидів, а також створення 

математичних моделей еколого-економічних систем, розвитку промислового 

потенціалу регіонів і регіональних інвестиційних потоків, математичних 

моделей в ґрунтознавстві. 

Звіт складається з чотирьох розділів. 

Результати, що представлені в першому розділі, відносяться до дослідження: 

 фундаментальної матриці розв’язків, коректної розв’язності задачі Коші 

та задачі без початкових умов для b2 -параболічних систем з виродженнями на 

початковій гіперплощині і зростаючими коефіцієнтами; 

 властивостей розв’язків b2 -параболічних систем у необмежених за 

часовою змінною областях; 

 властивостей фундаментального розв’язку та коректної розв’язності задачі 

Коші для ультрапараболічних рівнянь типу Колмогорова. 
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У другому розділі зібрані результати: 

 вивчення просторів основних функцій типу W  та відповідних просторів 

узагальнених функцій; 

 побудови операторів Бесселя дробового інтегро-диференціювання; 

 дослідження коректної розв’язності задачі Коші для різних типів 

параболічних диференціальних і псевдодиференціальних рівнянь з узагальне-

ними початковими умовами. 

У третьому розділі наводяться результати дослідження сингулярно збурених 

диференціально-функціональних рівнянь асимптотичними методами і методом 

інтегральних многовидів. 

Четвертий розділ присвячений математичному моделюванню еколого-

економічних систем, функціонування франчайзингу, накопичення елементів 

змінної валентності у ґрунтових ортштейнах, розвитку промислового 

потенціалу та інвестиційних потоків регіону. 

Дослідження, результати яких увійшли до звіту, велись при активному 

співробітництві з Чернівецькою філією відділу математичної фізики Інституту 

прикладних проблем механіки і математики ім. Я.С. Підстригача НАН України. 

Результати цих досліджень використовуються при виконанні студентами 

курсових, бакалаврських і магістерських дипломних робіт. За їх матеріалами 

захищена у 2004 році кандидатська дисертація Т.М. Балабушенко (науковий 

керівник С.Д. Івасишен). Частина цих матеріалів увійшла до докторської 

дисертації І.М. Черевка, захист якої відбувся у 2004 році. До розробки окремих 

питань, висвітлених у звіті, залучались студенти В.Ф. Мельничук, Р.М. Атама-

нюк, О.В. Шеленко і І.Р. Тимків. 

Виконавці НДР брали активну участь у роботі міжнародних, всеукраїнських 

та регіональних наукових конференцій. Ними загалом зроблено 45 доповідей. 

За розробку питань, яким присвячений звіт, В.А. Літовченку присуджено 

премію Президента України для молодих учених за 2004 рік. 
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1 ÏÀÐÀÁÎËI×ÍI ÐIÂÍßÍÍß I ÑÈÑÒÅÌÈ ÐIÂÍßÍÜ Ç
ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒßÌÈ I ÂÈÐÎÄÆÅÍÍßÌÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi çiáðàíi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi (ÔÌÐÇÊ) ÷è ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

Êîøi (ÔÐÇÊ), êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi, âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ

äëÿ äåêiëüêîõ êëàñiâ ñèñòåì i ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó ç ïåâíèìè

îñîáëèâîñòÿìè òà âèðîäæåííÿìè.

1.1 Ïàðàáîëi÷íi ñèñòåìè çi çðîñòàþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè
Ó ïiäðîçäiëi íàâîäÿòüñÿ ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ÔÌÐÇÊ ÷è ÔÐÇÊ äåÿêèõ

ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì i ðiâíÿíü, ÿêi ìîæóòü ìàòè âèðîäæåííÿ íà ïî÷àòêîâié

ãiïåðïëîùèíi òà êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ìîæóòü ïðÿìóâàòè äî íåñêií÷åííîñòi ïðè

|x| → ∞.

Ðåçóëüòàòè ïóíêòiâ 1.1.1 i 1.1.2 íàëåæàòü Ñ.Ä. Iâàñèøåíó i Ã.Ñ. Ïàñi÷íèê [1�

7], 1.1.3 � Ã.Ñ. Ïàñi÷íèê i Ò.Ì.Áàëàáóøåíêî [8�12] òà 1.1.4 � Â.Ï.Ëàâðåí÷óêó

[13, 14].

1.1.1 ÔÌÐÇÊ äëÿ äèñèïàòèâíèõ −→
2b-ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì. Íåõàé

n, b1, . . . , bn, N � çàäàíi íàòóðàëüíi ÷èñëà; −→2b ≡ (2b1, . . . , 2bn); b � íàéìåíøå

ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë b1, . . . , bn; mj ≡ b/bj, j ∈ {1, ..., n}, ||k|| ≡ ∑n
j=1 mjkj,

ÿêùî k ≡ (k1, ..., kn) � ìóëüòèiíäåêñ iç Zn
+; M ≡ ∑n

j=1 mj; T � çàäàíå äîäàòíå

÷èñëî; ΠH ≡ {(t, x)|t ∈ H, x ∈ Rn}, ÿêùî H ⊂ Rn; I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ

ïîðÿäêó N ; i � óÿâíà îäèíèöÿ; CN � ñóêóïíiñòü óñiõ ñòîâï÷èêiâ âèñîòè N

ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè. Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêi ñïåöiàëüíi âiäñòàíi

ìiæ òî÷êàìè x i y ç Rn:

p(x, y) ≡
(

n∑

j=1

|xj − yj|2/mj

)1/2

, q(x, y) ≡
(

n∑

j=1

|xj − yj|qj

)1/q′

,
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äå qj ≡ 2bj/(2bj − 1), j ∈ {1, ..., n}, q′ ≡ max
1≤j≤n

qj.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó N ðiâíÿíü âèãëÿäó
(

α(t)I∂t − β(t)
∑

||k||≤2b

ak(t, x)∂k
x − b̂(t, x)

)
u(t, x) = f(t, x),

(t, x) ∈ Π(0,T ], (1.1)

äå ak, ||k|| ≤ 2b, i b̂ � êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó N , u i f � ñòîâï÷èêè âèñîòè

N ; α, β � íåâiä'¹ìíi íåïåðåðâíi íà [0, T ] ôóíêöi��, ïðè÷îìó ïðè t ∈ (0, T ]

α(t) > 0 i β(t) > 0.

Âiäçíà÷èìî, ùî ïðè t = 0 ìîæëèâèé âèïàäîê α(0)β(0) = 0, òîáòî ñèñòåìà

(1.1) ìîæå âèðîäæóâàòèñü ïðè t = 0.

Ñôîðìóëþ¹ìî ïðèïóùåííÿ ùîäî êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè (1.1). Ñïî÷àòêó

ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíó ñèñòåìi (1.1) ñèñòåìó áåç ôóíêöié α, β i áåç êîåôi-

öi¹íòà b̂ (
I∂t −

∑

||k||≤2b

ak(t, x)∂k
x

)
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ]. (1.2)

Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè.

(Á1). Âiäïîâiäíà ñèñòåìi (1.1) ñèñòåìà (1.2) ¹ äèñèïàòèâíîþ −→
2b-ïàðàáî-

ëi÷íîþ â Π[0,T ] ç õàðàêòåðèñòèêîþ äèñèïàöi�� D [15], òîáòî iñíó¹ íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ D : Rn → [1,∞), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

1) D(x) →∞ ïðè |x| → ∞;

2) ôóíêöi�� bk(t, x) ≡ ak(t, x)D(x)||k||−2b, (t, x) ∈ Π[0,T ], ||k|| ≤ 2b, îáìåæåíi;

3) ñèñòåìà ðiâíÿíü
(

I∂t −
∑

||k||+kn+1=2b

bk(t, x)∂k
x(−i∂xn+1

)kn+1

)
v = 0

ç îáìåæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè i äîäàòêîâîþ ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ xn+1 ðiâíî-

ìiðíî íà Π[0,T ]×R
−→
2B-ïàðàáîëi÷íà, äå −→2B ≡ (2b1, . . . , 2bn, 2b); öå îçíà÷à¹, ùî
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p-êîðåíi ðiâíÿííÿ

det

(
Ip−

∑

||k||+kn+1=2b

bk(t, x)(iσ)kµkn+1

)
= 0

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∃δ > 0 ∀(t, x) ∈ Π[0,T ] ∀σ ∈ Rn ∀µ ∈ R :

Re p(t, x, σ, µ) ≤ −δ

( n∑
j=1

σ
2bj

j + µ2b

)
.

(Á2). ∃ C > 0 ∃ λ ∈ (0, 1] ∀ {(t, x), (t, y)} ⊂ Π[0,T ] ∀ k, ||k|| ≤ 2b :

|ak(t, x) − ak(t, y)| ≤ C(p(x; y))λ((D(x))2b−||k|| + (D(y))2b−||k||); ôóíêöi�� bk,

||k|| ≤ 2b, íåïåðåðâíi çà t ðiâíîìiðíî ùîäî x ∈ Rn.

(Á3). Ôóíêöiÿ b̂ âèçíà÷åíà â Π[0,T ], îáìåæåíà, íåïåðåðâíà çà t i çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó

∃C > 0 ∀ {(t, x), (t, y)} ⊂ Π[0,T ] : |b̂(t, x)− b̂(t, y)| ≤ C(p(x; y))λ,

äå ÷èñëî λ ç óìîâè Á2.

(Á4). Õàðàêòåðèñòèêà äèñèïàöi�� D çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

1) ∃C > 0 ∀ {x, y} ⊂ Rn, q(x; y) ≤ 1 : D(x) ≤ CD(y);

2) ∃C > 0 ∀ {x, y} ⊂ Rn, q(x; y) > 1 :

D(x) ≤ C exp{ε ∑n
j=1 |xj − yj| (D(y))mj},

äå ε � äîñèòü ìàëå äîäàòíå ÷èñëî.

Íåõàé g : Rn → [1,∞) � ôóíêöiÿ, ÿêà çâ'ÿçàíà ç õàðàêòåðèñòèêîþ äèñèïàöi��

D óìîâîþ

(Á5). Ôóíêöiÿ g ìà¹ ïîõiäíi ∂k
xg, 0 < ||k|| ≤ 2b, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóþòüñÿ

íåðiâíîñòi

|∂k
xg(x)| ≤ Cη(D(x))||k||,

|∂k
xg(x)− ∂k

yg(y)| ≤ Cη(p(x, y))λ((D(x))||k|| + (D(y))||k||),
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{x, y} ⊂ Rn, 0 < ||k|| ≤ 2b,

äå C > 0, λ ç óìîâè Á2, η � äîñèòü ìàëå äîäàòíå ÷èñëî.

(Á6). Äëÿ ñèñòåìè (1.2) iñíó¹ ñïðÿæåíà çà Ëàãðàíæåì ñèñòåìà, äëÿ ÿêî��

âèêîíóþòüñÿ óìîâè Á1 i Á2.

Êîðèñòóâàòèìåìîñü ùå òàêèìè ïîçíà÷åííÿìè:

A(t, τ) ≡
t∫

τ

dθ

α(θ)
, B(t, τ) ≡

t∫

τ

β(θ)

α(θ)
dθ,

Ed
c (t, τ, x) ≡ exp{−c

n∑
j=1

(B(t, τ))1−qj |xj|qj + dA(t, τ)},

0 ≤ τ < t ≤ T , x ∈ Rn, c i d � ñòàëi.

Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè ïðî ÔÌÐÇÊ äëÿ ñèñòåìè (1.1), òîáòî ïðî òàêó

êâàäðàòíó ìàòðèöþ Z(t, x; τ, ξ), 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, ùî ôîðìóëîþ

u(t, x) =

∫

Rn

Z(t, x; τ, ξ)ϕ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(τ,T ],

âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.1), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

u(t, x)

∣∣∣∣∣
t=τ

= ϕ(x), x ∈ Rn,

äëÿ áóäü-ÿêîãî τ ∈ (0, T ) i äîâiëüíî�� íåïåðåðâíî�� òà îáìåæåíî�� ôóíêöi�� ϕ.

Òåîðåìà 1.1. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (1.1) âèêîíóþòüñÿ óìîâè Á1 � Á4. Òîäi

äëÿ íå¨ iñíó¹ ÔÌÐÇÊ Z(t, x; τ, ξ), 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, äëÿ ÿêî��

ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|∂k
xZ(t, x; τ, ξ)| ≤ Cl

(
(B(t, τ))−(M+||k||)/(2b) exp{−cB(t, τ)(D(ξ))2b}+

+(D(ξ))−l

)
Ed

c (t, τ, x− ξ), ||k|| < 2b, (1.3)

|∂k
xZ(t, x; τ, ξ)| ≤ Cl

(
(B(t, τ))−(M+||k||)/(2b) exp{−cB(t, τ)(D(ξ))2b}+



15

+(D(ξ))−l

)
Ed

c (t, τ, x− ξ)

(
1 + (D(x))2b + exp{εMB(t, τ)(D(x))2b}

)
,

||k|| = 2b, (1.4)

à òàêîæ îöiíêè

|∂k
xZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C

||k||∑
j=0

(B(t, τ))−(M+||k||−j)/(2b)(D(x))j×

×Ed
c (t, τ, x− ξ) exp{g(x)− g(ξ)}, ||k|| < 2b, (1.5)

|∂k
xZ(t, x; τ, ξ)| ≤ Cl

||k||∑

j=0

(
(B(t, τ))−(M+||k||−j)/(2b) + (D(ξ))−l

)
(D(x))j×

×Ed
c (t, τ, x− ξ)

(
1 + (D(x))2b + exp{εMB(t, τ)(D(x))2b}

)
exp{g(x)− g(ξ)},

||k|| = 2b, (1.6)

Â îöiíêàõ (1.3)�(1.6) 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, Cl, C i c � äîäàòíi ñòàëi,

d � ñòàëà ç R, l � äîâiëüíî ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî, g � áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Á5.

ßêùî, êðiì óìîâ Á1�Á4, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Á6, òî äëÿ ñïðÿæåíî��

ñèñòåìè iñíó¹ ÔÌÐÇÊ Z∗(τ, ξ; t, x), 0 < τ < t ≤ T , {ξ, x} ⊂ Rn, i ïðàâèëüíi

ðiâíîñòi

Z∗(τ, ξ; t, x) = Z(t, x; τ, ξ)
′
, (1.7)

Z(t, x; τ, ξ) =

∫

Rn

Z(t, x; γ, y)Z(γ, y; τ, ξ)dy, (1.8)

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn

äå øòðèõ îçíà÷à¹ òðàíñïîíóâàííÿ, à ðèñêà � êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ.

Êîëè ïðè t = 0 ñèñòåìà (1.1) íå ìà¹ âèðîäæåííÿ àáî ìà¹ ñëàáêå

âèðîäæåííÿ, òîáòî A(T, 0) < ∞, òî â îöiíêàõ (1.3)�(1.6) òà ðiâíîñòÿõ

(1.7) i (1.8) ìîæíà áðàòè τ = 0 i d = 0.
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1.1.2 Ðîçâ'ÿçíiñòü Çàäà÷i Êîøi òà çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ
äëÿ äèñèïàòèâíèõ −→

2b-ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì. Âëàñòèâîñòi ÔÌÐÇÊ

äîçâîëÿþòü äîñëiäæóâàòè äëÿ ñèñòåìè (1.1) ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi ó

âèïàäêó âiäñóòíîñòi àáî ñëàáêîãî âèðîäæåííÿ i çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ,

êîëè âèðîäæåííÿ ñèëüíå, òîáòî A(T, 0) = ∞. Íàâåäåìî äåÿêi ðåçóëüòàòè

òàêîãî äîñëiäæåííÿ.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó îçíà÷èìî íåîáõiäíi íîðìè i

ïðîñòîðè. Íåõàé c0, ν1, ..., νn � çàäàíi ÷èñëà òàêi, ùî 0 < c0 < c, 0 ≤ νj <

c0T
1−qj , j ∈ {1, ..., n}, äå c � ñòàëà ç îöiíîê (1.3)�(1.6). Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi��

kj(t) ≡ c0νj(c
2bj−1
0 − (T −B(T, t))ν

2bj−1
j )1−qj , j ∈ {1, ..., n};

k(t) ≡ (k1(t), ..., kn(t));

Φχ(t, x) ≡ exp

{
−χ

n∑
j=1

kj(t)|xj|qj

}
; Ψχ(x) ≡ exp{−χg(x)},

äå t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, χ ∈ {−1, 1}, g � ôóíêöiÿ ç îöiíîê (1.5) i (1.6).

Äëÿ âèìiðíî�� çà x ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t ∈ [0, T ] ôóíêöi�� u : Π[0,T ] →
CN îçíà÷èìî íîðìó

‖u(t, ·)‖k(t),g(·)
p ≡ ‖u(t, ·)Φ1(t, ·)Ψ1(·)‖Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞, t ∈ [0, T ].

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L
k(0),g(·)
p ïðîñòið óñiõ âèìiðíèõ ôóíêöié ϕ : Rn → CN , äëÿ

ÿêèõ ñêií÷åííà íîðìà ‖ϕ‖k(0),g(·)
p , ÷åðåç Mk(0),g(·) � ïðîñòið óñiõ CN -çíà÷íèõ

óçàãàëüíåíèõ áîðåëüîâèõ ìið µ, äëÿ ÿêèõ çáiãà¹òüñÿ iíòåãðàë

‖µ‖k(0),g(·) ≡
∫

Rn

Φ1(0, x)Ψ1(x)d|µ|(x),
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÷åðåç L
−k(T ),−g(·)
1 � ïðîñòið âèìiðíèõ ôóíêöié ψ : Rn → CN , äëÿ ÿêèõ

ñêií÷åííà íîðìà

‖Φ−1(T, ·)Ψ−1(·)ψ(·)‖L1(Rn),

à ÷åðåç C
−k(T ),−g(·)
0 � ïðîñòið òàêèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ψ : Rn → CN , ùî

Φ−1(T, x)Ψ−1(x)|ψ(x)| → 0 ïðè |x| → ∞.

Äëÿ ôóíêöi�� f : Π(0,T ] → CN âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi óìîâè.

(Ã1). Ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà i çàäîâîëüíÿ¹ ëîêàëüíó óìîâó Ãåëüäåðà çà x.

(Ã2p). Äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ (0, T ] ñêií÷åííi âåëè÷èíè ||f(t, ·)||k(t),g(·)
p i

Fp(t) ≡
t∫

0

‖f(τ, ·)‖k(τ),g(·)
p

dτ

α(τ)
, 1 ≤ p ≤ ∞.

(Ã3). Ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà i çàäîâîëüíÿ¹ òàêó óìîâó Ãåëüäåðà:

∀R > 0 ∃C > 0 ∃λ ∈ (0, 1] ∀ t ∈ (0, T ] ∀{x, ξ} ⊂ QR :

|f(t, x)− f(t, ξ)| ≤ Cδ(t) exp{−dA(T, t)}(p(x, ξ))λ,

äå QR ≡ {x ∈ Rn|q(x, 0) ≤ R}, δ : (0, T ] → [0,∞) � ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó
T∫

0

(δ(t)/α(t))dt < ∞, à d � ñòàëà ç îöiíîê (1.3)�(1.6).

(Ã4). Äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ (0, T ] ñêií÷åííi âåëè÷èíè ||f(t, ·)||k(t),g(·)
∞ i F (t) ≡

t∫

0

exp{dA(T, τ)}‖f(τ, ·)‖k(τ),g(·)
∞

dτ

α(τ)
, äå ñòàëà d òàêà æ, ÿê â óìîâi Ã3.

Òåîðåìà 1.2. Íåõàé ñèñòåìà (1.1) íå ìà¹ âèðîäæåííÿ àáî ìà¹

ñëàáêå âèðîäæåííÿ i âèêîíóþòüñÿ óìîâè Á1 � Á4. Òîäi ïðàâèëüíi òàêi

òâåðäæåííÿ:

1) ÿêùî ϕ ∈ L
k(0),g(·)
p i ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Ã1 òà Ã2p, 1 ≤ p ≤ ∞,
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òî ôóíêöiÿ

u(t, x) ≡
∫

Rn

Z(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ +

t∫

0

dτ

α(τ)

∫

Rn

Z(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ], (1.9)

¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.1) òàêèì, ùî

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] : ‖u(t, ·)‖k(t),g(·)
p ≤ C

(
‖ϕ‖k(0),g(·)

p + Fp(t)
)

,

ïðè 1 ≤ p < ∞
lim

t→0+
‖u(t, ·)− ϕ‖k(t),g(·)

p = 0

i ïðè p = ∞
lim

t→0+

∫

Rn

Ψ′(x)u(t, x)dx =

∫

Rn

Ψ′(x)ϕ(x)dx

äëÿ áóäü-ÿêî�� ôóíêöi�� Ψ ∈ L
−k(T ),−g(·)
1 ;

2) ÿêùî µ ∈ Mk(0),g(·) i äëÿ ôóíêöi�� f âèêîíóþòüñÿ óìîâè Ã1 òà Ã21, òî

ôóíêöiÿ

u(t, x) ≡
∫

Rn

Z(t, x; 0, ξ)dµ(ξ) +

t∫

0

dτ

α(τ)

∫

Rn

Z(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ], (1.10)

¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.1), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] : ‖u(t, ·)‖k(t),g(·)
1 ≤ C

(
‖µ‖k(0),g(·) + F1(t)

)

i

lim
t→0+

∫

Rn

Ψ
′
(x)u(t, x)dx =

∫

Rn

Ψ
′
(x)dµ(x)

äëÿ äîâiëüíî�� ôóíêöi�� Ψ ∈ C
−k(T ),−g(·)
0 .
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ßêùî æ äîäàòêîâî ïðèïóñêàòè âèêîíàííÿ óìîâè Á6, òî ðîçâ'ÿçêè, ùî

âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (1.9) i (1.10), ¹ ¹äèíèìè â êëàñi ôóíêöié, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] :

||u(t, ·)||k(t),D(·),g(·)
p ≡ ||Φ1(t, ·)(D(·))2bΨ1(·)u(t, ·)||Lp(Rn) ≤ C,

äå g�ôóíêöiÿ ç îöiíîê (1.5) i (1.6), à D � õàðàêòåðèñòèêà äèñèïàöi¨

ñèñòåìè.

Íàâåäåìî óìîâè, çà ÿêèõ iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ñèëüíî âèðîäæåíî��

ñèñòåìè (1.1) áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ.

Òåîðåìà 1.3. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (1.1) âèêîíóþòüñÿ óìîâè Á1�Á4 i

A(T, 0) = ∞. ßêùî f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Ã3 i Ã4, òî ôóíêöiÿ

u(t, x) ≡
t∫

0

dτ

α(τ)

∫

Rn

Z(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ],

¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.1), äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

||u(t, ·)||k(t),g(·)
∞ ≤ C exp{−dA(T, t)}F (t), t ∈ (0, T ].

Öåé ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé, ÿêùî ¹äèíèì ¹ âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ

ñèñòåìè (1.1) â Π[t0,T ] ïðè äîâiëüíîìó t0 ∈ (0, T ).

1.1.3 Çàäà÷à Êîøi òà êðàéîâi çàäà÷i äëÿ äåÿêèõ ïàðàáîëi÷íèõ
ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. ×àñòî ïðè ìîäåëþâàííi ðåàëüíèõ ôiçè÷íèõ

ïðîöåñiâ âèíèêàþòü ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ çðîñòàþòü ïðè çðîñòàííi

ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ x. Ïðîñòèì, àëå öiêàâèì, ïðèêëàäîì òàêèõ ðiâíÿíü ¹

ðiâíÿííÿ ç òåîði¨ ñèãíàëiâ âèãëÿäó

∂tu(t, x) = a∂2
xu(t, x) + b∂x(xu(t, x)), t > 0, x ∈ R. (1.11)
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Òàêå ðiâíÿííÿ âèíèêà¹ i â òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ïðè äîñëiäæåííi

øâèäêîñòi âiëüíî¨ ÷àñòèíêè â áðîóíiâñüêîìó ðóñi. Ó ïðàöi Ã.Óëåíáåêà òà

Ë.Îðíøòåéíà âñòàíîâëåíî, ùî éìîâiðíiñòü u øâèäêîñòi ïåðåõîäó ÷àñòèíêè

ç îäíîãî ñòàíó â iíøèé îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (1.11), â ÿêîìó a = bkT̃ m̃−1 i

b = αm̃−1, äå m̃ � ìàñà ÷àñòèíêè, α � êîåôiöi¹íò òåðòÿ, k � êîåôiöi¹íò â'ÿçêîñòi

i T̃ � àáñîëþòíà òåìïåðàòóðà. Ðiâíÿííÿ (1.11) íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìèì ðiâíÿííÿì

Êîëìîãîðîâà äèôóçiéíîãî ïðîöåñó Óëåíáåêà-Îðíøòåéíà. Öå ðiâíÿííÿ öiêàâå

ùå é òîìó, ùî äëÿ íüîãî ÿâíî âèïèñó¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i Êîøi òà çíàõîäÿòüñÿ ÿâíi âèðàçè äëÿ åëåìåíòiâ âåêòîð-ôóíêöi¨ Ãðiíà

îñíîâíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ çi çâè÷àéíîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ i êðàéîâèìè

óìîâàìè ïðè x = 0.

Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíiøå, íiæ (1.11), ðiâíÿííÿ, ÿêå ùå ìiñòèòü âèðîäæåííÿ

ïðè t = 0,
(
α(t)∂t−β(t)

(
∂2

x+2b(x)∂x+b′(x)+b2(x)−x2

4
+

1

2

)
−a exp{P (x)−x2

4
}
)
v(t, x) =

= f(t, x), t > 0, x ∈ R, (1.12)

äå b � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà íà [0,∞) ôóíêöiÿ òàêà, ùî b(0) = 0; b′ i P

� âiäïîâiäíî ïîõiäíà i ïåðâiñíà ôóíêöi¨ b; a ∈ R, ôóíêöi¨ α i β òàêi ñòàëi, ÿê

ó ï.1.1.1.

Çà äîïîìîãîþ çàìiíè

v(t, x) = exp{−P (x) +
x2

4
}u(t, x), t > 0, x ∈ R,

ðiâíÿííÿ (1.12) çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ
(
α(t)∂t−β(t)

(
∂2

x+x∂x+1
)−a

)
u(t, x) = exp{P (x)−x2

4
}f(t, x), t > 0, x ∈ R.

(1.13)
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Âèêîðèñòàâøè ìåòîä ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ i ìåòîä õàðàêòåðèñòèê ðîçâ'ÿçó-

âàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó,

çíàéäåíi ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ÔÐÇÊ äëÿ ðiâíÿíü (1.13) i (1.12). Öi ôîðìóëè

ìàþòü âiäïîâiäíî âèãëÿä

Z0(t, x; τ, ξ) =
eaA(t,τ)

√
2π(1− e−2B(t,τ))

exp
{
−(x− e−B(t,τ)ξ)2

2(1− e−2B(t,τ))

}
(1.14)

i

Z(t, z; τ, ξ) = exp
{
−P (x) + P (ξ) +

x2 − ξ2

4

}
Z0(t, x; τ, ξ), (1.15)

t > τ ≥ 0, {x, ξ} ⊂ R,

äå ôóíêöi¨ A i B òàêi ñàìi, ÿê ó ï.1.1.1.

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (1.14), (1.15) i âëàñòèâîñòåé âiäïîâiäíèõ ïîòåíöiàëiâ

ïîäâiéíîãî i ïðîñòîãî øàðiâ çíàéäåíi ÿâíi âèðàçè äëÿ åëåìåíòiâ âåêòîð-

ôóíêöié Ãðiíà −→G 0
1 ≡ (G0

01, G
0
11, G

0
21) i −→G 1 ≡ (G01, G11, G21) çàäà÷i Äiðiõëå

òà âåêòîð-ôóíêöié Ãðiíà −→G 0
2 ≡ (G0

02, G
0
12, G

0
22) i −→G 2 ≡ (G02, G12, G22) çàäà÷i

Íåéìàíà â îáëàñòi {(t, x) ∈ R2
∣∣ t > 0, x > 0} âiäïîâiäíî äëÿ ðiâíÿíü (1.13) i

(1.12) ç a = 0. Öi âèðàçè âèãëÿäàþòü òàê:

G0
01(t, x; τ, ξ) =

1√
2π(1− e−2B(t,τ))

[
exp

{−(x− e−B(t,τ)ξ)2

2(1− e−2B(t,τ))

}−

− exp
{−(x2 + e−B(t,τ)ξ)2

2(1− e−2B(t,τ))

}]
, t > τ ≥ 0, x > 0, ξ > 0;

G0
11(t, x; τ) =

√
2xe−B(t,τ)

√
π(1− e−2B(t,τ))3/2 exp

{
− x2

2(1− e−2B(t,τ))

}
, t > τ ≥ 0, x > 0;

G0
21(t, x; ξ) = G0

01(t, x; 0, ξ) =
1√

2π(1− e−2B(t,0))

[
exp

{−(x− e−B(t,0)ξ)2

2(1− e−2B(t,0))

}−

− exp
{−(x2 + e−B(t,0)ξ)2

2(1− e−2B(t,0))

}]
, t > 0, x > 0, ξ > 0;

G0
02(t, x; τ, ξ) =

1√
2π(1− e−2B(t,τ))

[
exp

{−(x− e−B(t,τ)ξ)2

2(1− e−2B(t,τ))

}
+
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+ exp
{−(x + e−B(t,τ)ξ)2

2(1− e−2B(t,τ))

}]
, t > τ ≥ 0, x > 0, ξ > 0;

G0
12(t, x; τ) = −

√
2√

π(1− e−2B(t,τ))
exp

{
− (x2

2(1− e−2B(t,τ))

}
, t > τ ≥ 0, x > 0;

G0
22(t, x; ξ) = G0

02(t, x; 0, ξ) =
1√

2π(1− e−2B(t,0))

[
exp

{−(x− e−B(t,0)ξ)2

2(1− e−2B(t,0))

}
+

+ exp
{−(x + e−B(t,0)ξ)2

2(1− e−2B(t,0))

}]
, t > 0, x > 0, ξ > 0;

G0j(t, x; τ, ξ) = exp{−P (x) + P (ξ) +
x2 − ξ2

4
}G0

0j(t, x; τ, ξ),

t > τ ≥ 0, x > 0, ξ > 0,

G1j(t, x; τ) = exp{−P (x) +
x2

4
}G0

1j(t, x; τ), t > τ ≥ 0, x > 0,

G2j(t, x; ξ) = exp{−P (x) + P (ξ) +
x2 − ξ2

4
}G0

2j(t, x; ξ),

t > 0, x > 0, ξ > 0, j ∈ {1, 2}.

Ó ïðàöÿõ [11, 12] çíàéäåíi òàêîæ ÿâíi ôîðìóëè äëÿ åëåìåíòiâ âåêòîð-

ôóíêöié Ãðiíà çàäà÷ Ôóð'¹ â îáëàñòi {(t, x) ∈ R2
∣∣ t ≥ T, x > 0} ç êðàéîâèìè

óìîâàìè Äiðiõëå i Íåéìàíà äëÿ ðiâíÿíü (1.12) i (1.13) ç a = 0, β = 1

i íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ α: (−∞, T ] → (0,∞) òàêîþ, ùî α(t) → 0 ïðè

t → −∞.

Çíàéäåíi âèðàçè äëÿ ÔÐÇÊ i åëåìåíòiâ âåêòîð-ôóíêöié Ãðiíà êðàéîâèõ

çàäà÷ çàñòîñîâàíi äî îäåðæàííÿ iíòåãðàëüíîãî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ i

âñòàíîâëåííÿ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi âiäïîâiäíèõ çàäà÷ (äèâ. [8 � 12]).

1.1.4 Äåÿêi çàäà÷i äëÿ íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi
çðîñòàþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè. Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè ïðî îäíîçíà÷íó

ðîçâ'ÿçíiñòü îäíi¹¨ îáåðíåíî¨ çàäà÷i òà çàäà÷i Êîøi äëÿ íåëiíiéíèõ

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó.



23

Â îáëàñòi Π+
T = {(x, t)

∣∣x ∈ (0,∞), t ∈ (0, T ]} ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî

âèçíà÷åííÿ ïàðè (u, f) ãëàäêèõ ôóíêöié ç ðiâíîñòåé

ut(x, t)− uxx(x, t)− xux(x, t)− u(t, x) = f(u(x, t)) + γ(x, t), (x, t) ∈ Π+
T ,

(1.16)

ux(0, t) = 0, t ∈ [0, T ], (1.17)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0,∞), (1.18)

i óìîâè ïåðåâèçíà÷åííÿ

u(0, t) = h(t), t ∈ [0, T ]. (1.19)

Òåîðåìà 1.4. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

β1) u0 ∈ H2+α([0,∞)), γ ∈ Hα,α/2(ΠT );

β2) h ìîíîòîííà, h′ ∈ Hα([0,∞)) i inf
t∈[0,T ]

|h′(t)| ≥ δ > 0;

β3) f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ i, êðiì òîãî, f ∈ B ≡ {‖f‖α ≤ M} äëÿ

äåÿêî¨ ñòàëî¨ M ; äëÿ äîâiëüíèõ {u, v} ⊂ Hα,α/2(ΠT ) i âiäîáðàæåííÿ u → f(u)

â Hα,α/2(ΠT ) iñíó¹ ñòàëà C0 òàêà, ùî ‖f(u)− f(v)‖α ≤ C0‖u− v‖α,

òî iñíó¹ ¹äèíèé ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê (u, f) çàäà÷i (1.16) � (1.19).

Äðóãà çàäà÷à ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

∂tu(x, t)−
n∑

j,k=1

∂xk
(ajk(x, t)∂xj

u(x, t) + ak(x, t)u(x, t)) +
n∑

j=1

bj(x, t)∂xj
u(x, t)+

+c(x, t)u(x, t) + u(x, t)Ku(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Π(0,T ], (1.20)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ Rn, (1.21)

äå K: C(Π(0,T ]) → C(Π(0,T ]) � çàäàíèé îïåðàòîð, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè,

àíàëîãi÷íi îïèñàíèì ó [16].
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Ââàæà¹ìî, ùî êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ ìàþòü âiäïîâiäíó ãëàäêiñòü, à òàêîæ

iñíóþòü ñòàëi µ, C1, C2, C3 i λ ∈ [0, 2] òàêi, ùî

µ|ξ|2 ≤
n∑

j,k=1

ajk(x, t)ξjξk ≤ C1(|x|2 + 1)
2−λ

2 |ξ|2,

|(ak(x, t))xk
| ≤ C2(|x|2 + 1)1/2, |ak(x, t)| ≤ C2(|x|2 + 1)

1
2 ,

|bj(x, t)| ≤ C2(|x|2 + 1)1/2, c(x, t) + (ak(x, t))xk
≤ C2(|x|2 + 1)

λ
2 ,

c(x, t)− (bj(x, t))xj ≤ C3(|x|2 + 1)
λ
2

äëÿ âñiõ (x, t) ∈ Π[0,T ] i ξ ∈ Rn.

×åðåç H l,l/2(Π(0,T ]) i H l(Rn), äå l � íåöiëå äîäàòíå ÷èñëî, ïîçíà÷èìî

ïðîñòîðè ãåëüäåðîâèõ ôóíêöié, à ÷åðåç Eλ
α, α > 0, λ ∈ [0, 2], � ïðîñòið

çðîñòàþ÷èõ ôóíêöié, îçíà÷åíèé â [17].

Òåîðåìà 1.5. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ i îïåðàòîð K çàäîâîëüíÿþòü

âèùåçàçíà÷åíi óìîâè, f ∈ H l,l/2(Π(0,T ]
⋂

Eλ
α(T ), ϕ ∈ H l+2(Rn)

⋂
Eλ

α(T ).

Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (1.20), (1.21) ç ïðîñòîðó

H l+2,(l+2)/2(Π(0,T0])
⋂

Eλ
α1

(T0), äå T0 � äîñèòü ìàëå ÷èñëî, à α1 > α.

1.2 −→
2b-ïàðàáîëi÷íi ñèñòåìè â íåîáìåæåíèõ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ

îáëàñòÿõ
Öåé ïiäðîçäië ìiñòèòü ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé â íåîáìå-

æåíèõ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ îáëàñòÿõ ðîçâ'ÿçêiâ −→
2b-ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì.

Ââåäåíi Λm,r
δ -óìîâè, ÿêi âèäiëÿþòü ñïåöiàëüíi êëàñè −→2b-ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì

äîâiëüíèõ ïîðÿäêiâ. Äëÿ ñèñòåì iç öèõ êëàñiâ äîâåäåíi òåîðåìè ïðî ñòiéêiñòü

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi i êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ,

òåîðåìè òèïó Ëióâiëëÿ, òåîðåìè ïðî ïîáóäîâó òà îöiíêè ÔÌÐ −→2b-åëiïòè÷íèõ
ñèñòåì, ïîðîäæåíèõ −→2b-ïàðàáîëi÷íèìè. Öi ðåçóëüòàòè íàëåæàòü êàíäèäàòó

ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Ò.Ì.Áàëàáóøåíêî òà ÷àñòêîâî ¨¨ íàóêîâîìó
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êåðiâíèêó Ñ.Ä.Iâàñèøåíó [18 � 30]. Ðåçóëüòàòè ïóíêòó 1.2.8 íàëåæàòü òàêîæ

Ò.Ì.Áàëàáóøåíêî [31, 32], à îñòàííüîãî ïóíêòó 1.2.9 � Ã.Ï.Iâàñþê [33, 34].

1.2.1 Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ òà îçíà÷åííÿ. Êðiì ïîçíà÷åíü iç ïóíêòó

1.1.1, âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ùå òàêi ïîçíà÷åííÿ: n1, . . . , nN � çàäàíi

íàòóðàëüíi ÷èñëà; ak0k(t, x) =
(
alj

k0k
(t, x)

)N

l,j=1
� ìàòðèöi ïîðÿäêó N ,

åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨, çàëåæíi âiä ÷àñîâî¨ òà

ïðîñòîðîâî¨ çìiííèõ t ∈ R i x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn âiäïîâiäíî; u(t, x) =

col (u1(t, x), . . . , uN(t, x)) � íåâiäîìèé, à f(t, x) = col (f1(t, x), . . . , fN(t, x))

� çàäàíèé ñòîâïöi; H - äåÿêèé ïiâiíòåðâàë âèãëÿäó (t0, T ], t0 < T , H �

çàìèêàííÿ H; ΠH ≡ H × Rn i ΠH ≡ H × Rn; Ns � ñóêóïíiñòü ïîñëiäîâíèõ

íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiä 1 äî s.

Ó øàði ΠH ðîçãëÿíåìî çàïèñàíó â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi ñèñòåìó

A(t, x, ∂t, ∂x)u(t, x) = f(t, x), (1.22)

äå A(t, x, ∂t, ∂x) ≡ (Alj(t, x, ∂t, ∂x))
N
l,j=1 i

Alj(t, x, ∂t, ∂x) ≡ δlj∂
nl
t −

∑
2bk0+‖k‖≤2bnj

(k0<nj)

alj
k0k

(t, x)∂k0
t ∂k

x.

Ó âèïàäêó, êîëè n1 = · · · = nN = 1, ñèñòåìà (1.22) ¹ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü

ïåðøîãî ïîðÿäêó çà çìiííîþ t:

Â(t, x, ∂t, ∂x)u(t, x) ≡

I∂t −

∑

‖k‖≤2b

ak(t, x)∂k
x


 u(t, x) = f(t, x). (1.23)

×åðåç A0 i Â0 ïîçíà÷èìî ãðóïó ñòàðøèõ ÷ëåíiâ âèðàçiâ A i Â, òîáòî

A0(t, x, ∂t, ∂x) ≡ (A0
lj(t, x, ∂t, ∂x))

N
l,j=1,

A0
lj(t, x, ∂t, ∂x) ≡ δlj∂

nj

t −
∑

2bk0+‖k‖=2bnj
(k0<nj)

alj
k0k

(t, x)∂k0
t ∂k

x, {l, j} ⊂ NN
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i

Â0(t, x, ∂t, ∂x) ≡ ∂t −
∑

‖k‖=2b

ak(t, x)∂k
x.

Íàâåäåìî ðÿä íåîáõiäíèõ îçíà÷åíü iç [35, 36].

Îçíà÷åííÿ 1.1. 1) Ñèñòåìà (1.22) ÷è (1.23) íàçèâà¹òüñÿ −→
2b-

ïàðàáîëi÷íîþ â òî÷öi (t, x) ∈ ΠH , ÿêùî p-êîðåíi ðiâíÿííÿ det A0(t, x, p, iσ) =

0 ÷è Â0(t, x, p, iσ) = 0 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

Re p(t, x, σ) ≤ −δH |σ|b, (1.24)

äå |σ|b ≡
n∑

j=1

σ
2bj

j , äëÿ äîâiëüíîãî σ ∈ Rn ç äåÿêîþ ñòàëîþ δH > 0, âçàãàëi

êàæó÷è, çàëåæíîþ âiä òî÷êè (t, x).

2) Ñèñòåìà (1.22) ÷è (1.23) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî −→
2b-ïàðàáîëi÷íîþ

â îáëàñòi ΠH , ÿêùî âîíà −→
2b-ïàðàáîëi÷íà â êîæíié òî÷öi (t, x) ∈ ΠH i

íåðiâíiñòü (1.24) âèêîíó¹òüñÿ ç îäíàêîâîþ äëÿ âñiõ (t, x) ñòàëîþ δH .

Îçíà÷åííÿ 1.2. ÔÌÐÇÊ äëÿ ñèñòåìè (1.22) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ

Z(t, x; τ, ξ) ≡ (Zlj(t, x; τ, ξ))N
l,j=1, τ < t, {τ, t} ⊂ H, {x, ξ} ⊂ Rn, òàêà, ùî

ôóíêöi¨

ul(t, x) =
N∑

j=1

∫

Rn

Zlj(t, x; τ, ξ)ϕj(ξ)dξ, (t, x) ∈ ΠH , l ∈ NN ,

¹ êîìïîíåíòàìè ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (1.22), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè

∂µ−1
t ul(t, x)

∣∣∣
t=τ

= δµnl
ϕl(x), x ∈ Rn, µ ∈ Nnl

, l ∈ NN ,

äëÿ áóäü-ÿêîãî τ ∈ H òà äîâiëüíèõ äîñèòü ãëàäêèõ i ôiíiòíèõ ôóíêöié ϕl,

l ∈ NN .

Îçíà÷åííÿ 1.3. ÔÌÐÇÊ äëÿ ñèñòåìè (1.23) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ
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Z(t, x; τ, ξ), τ < t, {τ, t} ⊂ H, {x, ξ} ⊂ Rn, òàêà, ùî ôóíêöiÿ

u(t, x) =

∫

Rn

Z(t, x; τ, ξ)ϕ(ξ)dξ, (t, x) ∈ ΠH ,

¹ ðîçâ'ÿçêîì îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (1.23), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

u(t, x)|t=τ = ϕ(x), x ∈ Rn,

äëÿ áóäü-ÿêîãî τ ∈ H òà äîâiëüíî¨ ãëàäêî¨ i ôiíiòíî¨ ôóíêöi¨ ϕ.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ñèñòåìè (1.22) iç çàãàëüíèìè ïî÷àòêîâèìè

óìîâàìè

∂µ−1
t ul(t, x)

∣∣∣
t=τ

= ϕµ
l (x), x ∈ Rn, µ ∈ Nnl

, l ∈ NN . (1.25)

ßê âiäîìî [36], çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ çàäà÷i çäiéñíþ¹òüñÿ çà

äîïîìîãîþ ìàòðèöi Ãðiíà çàäà÷i Êîøi (ÌÃÇÊ).

Îçíà÷åííÿ 1.4. ÌÃÇÊ äëÿ ñèñòåìè (1.22) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ G ≡
(G0, G1, . . . , GN), G0 ≡ (Glj

0 )N
l,j=1, Gj ≡ (Glµ

j )
N,nj

l=1,µ=1, j ∈ NN , òàêà, ùî

êîìïîíåíòè ðîçâ'ÿçêó u = col (u1, . . . , uN) çàäà÷i (1.22), (1.25) â îáëàñòi

Π(τ,T ] çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi

ul(t, x) =
N∑

j=1




t∫

τ

dβ

∫

Rn

Glj
0 (t, x; β, ξ)fj(β, ξ)dξ+

+

nj∑
µ=1

∫

Rn

Glµ
j (t, x; τ, ξ)ϕµ

j (ξ)dξ


 , l ∈ NN , (t, x) ∈ Π(τ,T ],

äëÿ áóäü-ÿêîãî τ ∈ [t0, T ) òà äîâiëüíèõ ãëàäêèõ i ôiíiòíèõ ôóíêöié fj, ϕµ
j .

ßê âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ 1.4, ÌÃÇÊ äëÿ ñèñòåìè ïåðøîãî ïîðÿäêó çà

çìiííîþ t ìà¹ âèãëÿä G = (G0, G1).

1.2.2 Λm,r
δ -óìîâè äëÿ −→2b-ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì ïåðøîãî ïîðÿäêó çà

÷àñîâîþ çìiííîþ. Ñôîðìóëþ¹ìî Λm,r
δ -óìîâè äëÿ ñèñòåì ïåðøîãî ïîðÿäêó

çà çìiííîþ t i íàâåäåìî ïðèêëàäè êëàñiâ ñèñòåì, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü öi óìîâè.
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Íåõàé Πm ≡ {(t, x) ∈ Rn+1 | t ∈ Hm, x ∈ Rn}, m ∈ N2, äå H1 ≡ (0,∞),

H2 ≡ (−∞, T ]. Ðîçãëÿíåìî â Πm, m ∈ N2,
−→
2b-ïàðàáîëi÷íó ñèñòåìó ïåðøîãî

ïîðÿäêó çà çìiííîþ t âèãëÿäó (1.23).

Îçíà÷åííÿ 1.5. Ñèñòåìà (1.23) çàäîâîëüíÿ¹ Λm,r
δ -óìîâó, δ ∈ R, m ∈ N2,

r ∈ Z1
+ ∪ {∞}, ÿêùî iñíó¹ ÔÌÐÇÊ Z(t, x; τ, ξ), {t, τ} ⊂ Hm, τ < t, {x, ξ} ⊂

Rn, äëÿ ñèñòåìè (1.23), ÿêà ìà¹ ïîõiäíi ∂k
xZ, ‖k‖ ≤ 2b + r, i ñïðàâäæóþòüñÿ

îöiíêè

|∂k
xZ(t, x; τ, ξ)| ≤ Ck

n∏
j=1

(αj(t− τ))−1−kjeδ(t−τ)Êc(t− τ, x− ξ),

{t, τ} ⊂ Hm, τ < t, {x, ξ} ⊂ Rn, ‖k‖ ≤ 2b + r,

äå Ck > 0, c > 0, αj, j ∈ Nn, � íåâiä'¹ìíi íåñïàäíi ôóíêöi¨ òàêi, ùî αj(0) = 0

i αj(t) →∞ ïðè t →∞, à Êc(t, x) ≡ exp

{
−c

n∑

j=1

(αj(t))
−qj |xj|qj

}
.

Òâåðäæåííÿ 1.1 Ñèñòåìà (1.23), äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ

óìîâè

(Â1) ñèñòåìà (1.23) ðiâíîìiðíî −→2b-ïàðàáîëi÷íà â Πm;

(Â2) êîåôiöi¹íòè ak, ||k|| ≤ 2b, îáìåæåíi, íåïåðåðâíi çà t (íåïåðåðâíiñòü

çà t ak ç ||k|| = 2b ðiâíîìiðíà ùîäî x ∈ Rn), çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîìiðíó ùîäî

t óìîâó Ãåëüäåðà çà x âiäíîñíî −→2b-ïàðàáîëi÷íî¨ âiäñòàíi p(·, ·) â Πm;

(Â3) iñíóþòü ïîõiäíi ∂m
x ak, ||k|| ≤ 2b, ||m|| ≤ r, ÿêi â Πm îáìåæåíi,

íåïåðåðâíi çà t i çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ãåëüäåðà çà x,

çàäîâîëüíÿ¹ Λm,r
δ -óìîâó ç αj(t) = t1/(2bj), j ∈ Nn, i δ ∈ R.

ßêùî ñèñòåìà (1.23) çàäîâîëüíÿ¹ Λm,r
δ0

-óìîâó ç δ0 > 0, òî ñèñòåìà ç

ïàðàìåòðîì λ ∈ C

Â(t, x, ∂t + λ, ∂x)u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Πm,
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çàäîâîëüíÿ¹ Λm,r
δ0

-óìîâó ç δ = δ0 − Reλ. Î÷åâèäíî, ùî òóò çíà÷åííÿ ìîæå

áóòè äîäàòíèì, âiä'¹ìíèì ÷è ðiâíèì íóëåâi â çàëåæíîñòi âiä âåëè÷èíè Reλ.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè êëàñiâ ñèñòåì, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü Λm,r
δ -óìîâè ç δ ≤ 0.

Òâåðäæåííÿ 1.2 Íåõàé êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè

∂tu(t, x) =
∑

‖k‖=2b

ak(t)∂
k
xu(t, x), (t, x) ∈ Πm, (1.26)

¹ íåïåðåðâíèìè i îáìåæåíèìè ôóíêöiÿìè â Hm òà iñíó¹ ñòàëà µ > 0 òàêà,

ùî äëÿ äîâiëüíèõ t ∈ Hm, σ ∈ Rn i η ∈ CN ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

Re


 ∑

‖k‖=2b

ak(t)(iσ)kη, η


 ≤ −µ|σ|b|η|2,

äå (·, ·) � ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði CN . Òîäi ñèñòåìà (1.26) çàäîâîëüíÿ¹

Λm,∞
0 -óìîâó ç m ∈ N2, αj(t) = t1/(2bj), j ∈ Nn.

Òâåðäæåííÿ 1.3. Íåõàé äëÿ −→
2b-ïàðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè çi ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè âèãëÿäó

∂tu(t, x) =
∑

2b0≤‖k‖≤2b

ak∂
k
xu(t, x) ≡

2b∑

j=2b0

Pj(∂x)u(t, x), (t, x) ∈ Πm, (1.27)

äå 1 ≤ b0 ≤ b, âèêîíóþòüñÿ òàêi ïðèïóùåííÿ:

à) äiéñíi ÷àñòèíè λ-êîðåíiâ ðiâíÿííÿ det




2b∑

j=2b0

Pj(iσ)− λI


 = 0

äîðiâíþþòü íóëåâi òiëüêè ïðè σ = 0;

á) äiéñíi ÷àñòèíè âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi P2b0
(iσ) íå äîðiâíþþòü íóëåâi

ïðè |σ|b = 1.

Òîäi ñèñòåìà (1.27) çàäîâîëüíÿ¹ Λm,∞
0 -óìîâó ç m ∈ {1, 2}, αj(t) = t1/(2bj),

t ≤ 1, αj(t) = tmj/(2b0), t > 1, j ∈ Nn.

Òâåðäæåííÿ 1.4. Íåõàé êîåôiöi¹íòè −→2b-ïàðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè

∂tu(t, x) =
∑

‖k‖≤2b

ak∂
k
xu(t, x), (t, x) ∈ Πm, (1.28)
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ñòàëi i äiéñíi ÷àñòèíè λ-êîðåíiâ ðiâíÿííÿ det


 ∑

‖k‖≤2b

ak(iσ)k − λI


 = 0 íå

äîðiâíþþòü íóëåâi íi ïðè ÿêèõ σ ∈ Rn. Òîäi ñèñòåìà (1.28) çàäîâîëüíÿ¹

Λm,∞
δ -óìîâó ç δ < 0, m ∈ N2 i αj(t) = t1/(2bj), j ∈ Nn.

Òâåðäæåííÿ 1.5. ßêùî êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè

∂tu(t, x) =
∑

‖k‖≤2b

ak(t)∂
k
xu(t, x), (t, x) ∈ Πm, (1.29)

¹ íåïåðåðâíèìè i îáìåæåíèìè ôóíêöiÿìè â Hm òà iñíó¹ ñòàëà µ0 > 0

òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíèõ t ∈ Hm, σ ∈ Rn, β ∈ R i η ∈ CN ñïðàâäæó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

Re


 ∑

‖k‖+kn+1=2b

ak(t)(iσ)k(iβ)kn+1η, η


 ≤ −µ

(|σ|b + β2b
) |η|2,

òî öÿ ñèñòåìà çàäîâîëüíÿ¹ Λm,∞
δ -óìîâó ç δ < 0, m ∈ N2, αj(t) = t1/(2bj),

j ∈ Nn.

Òâåðäæåííÿ 1.6. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (1.29) âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

à) êîåôiöi¹íòè ak, ‖k‖ ≤ 2b, ¹ íåïåðåðâíèìè i îáìåæåíèìè â Hm;

á) iñíóþòü ÷èñëà ε > 0, ∆ > 0 i R > 0 òàêi, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ k ∈ Zn
+,

‖k‖ ≤ 2b, {t′, t′′} ⊂ Hm, |t′| ≥ R i |t′′| ≥ R, |t′ − t′′| < ∆, ñïðàâäæóþòüñÿ

íåðiâíîñòi |ak(t
′)− ak(t

′′)| < ε;

â) λ-êîðåíi ðiâíÿííÿ det


 ∑

‖k‖+kn+1=2b

ak(t)(iσ)k(iβ)kn+1 − λI


 = 0

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

Re λ(t, σ, β) < −µ0, µ0 > 0,

äëÿ äîâiëüíèõ t ∈ Hm, σ ∈ Rn i β ∈ R òàêèõ, ùî |σ|b + β2b = 1.

Òîäi ñèñòåìà (1.29) çàäîâîëüíÿ¹ Λm,∞
δ -óìîâó ç δ < 0, m ∈ N2 i αj(t) =

t1/(2bj), j ∈ Nn.
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1.2.3 Λm,r
δ -óìîâè äëÿ çàãàëüíèõ −→2b-ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì. Íàâåäåìî

Λm,r
δ -óìîâè äëÿ ñèñòåì ðiâíÿíü äîâiëüíîãî ïîðÿäêó i ïðèêëàäè êëàñiâ ñèñòåì,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè.

Îçíà÷åííÿ 1.6. Ñèñòåìà (1.22) çàäîâîëüíÿ¹ Λm,r
δ -óìîâó, δ ∈ R, m ∈

N2, r ∈ Z1
+ ∪ {∞}, ÿêùî äëÿ íå¨ iñíó¹ â Πm ÌÃÇÊ G = (G0, G1, . . . , GN),

åëåìåíòè ÿêî¨ ìàþòü ïîõiäíi ∂k0
t ∂k

xG
lj
0 , ∂k0

t ∂k
xG

lµ
j , 2bk0 + ‖k‖ ≤ 2bnl + r,

k0 ≤ nl, µ ∈ Nnj
, {l, j} ⊂ NN , i ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|∂k0
t ∂k

xG
lj
0 (t, x; τ, ξ)| ≤ Ck0k

n∏
ν=1

(αν(t−τ))−1−kν−2bplj
0k0

(t−τ))/Meδ(t−τ)Êc(t−τ, x−ξ),

|∂k0
t ∂k

xG
lµ
j (t, x; τ, ξ)| ≤ Ck0k

n∏
ν=1

(αν(t−τ))−1−kν+2bplµ
jk0

(t−τ))/Meδ(t−τ)Êc(t−τ, x−ξ),

{t, τ} ⊂ Hm, τ < t, {x, ξ} ⊂ Rn, 2bk0 + ‖k‖ ≤ 2bnl + r, k0 ≤ nl − 1,

µ ∈ Nnj
, {l, j} ⊂ NN ,

äå Ck0k > 0, c > 0, αν, ν ∈ Nn � íåâiä'¹ìíi íåñïàäíi ôóíêöi¨ òàêi, ùî

αν(0) = 0 i αν(t) →∞ ïðè t →∞, à plj
0k0

i plµ
jk0

� äåÿêi êóñêîâî-ñòàëi ôóíêöi¨.

Òâåðäæåííÿ 1.7. Ñèñòåìà (1.22), äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ

óìîâè

(Â1) ñèñòåìà (1.22) ðiâíîìiðíî −→2b-ïàðàáîëi÷íà â Πm;

(Â2) êîåôiöi¹íòè alj
k0k

, 2bk0 + ‖k‖ ≤ 2bnj, {l, j} ⊂ NN , îáìåæåíi,

íåïåðåðâíi çà t (íåïåðåðâíiñòü çà t êîåôiöi¹íòiâ alj
k0k

ç 2bk0 + ‖k‖ = 2bnj

ðiâíîìiðíà ùîäî x ∈ Rn), çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ãåëüäåðà çà x â Πm;

(Â3) iñíóþòü ïîõiäíi ∂m
x alj

k0k
, 2bk0 + ‖k‖ ≤ 2bnj, ‖m‖ ≤ r, {l, j} ⊂ NN , ÿêi

â Πm îáìåæåíi, íåïåðåðâíi çà t i çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ãåëüäåðà çà x;

(Â1) êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè (1.22) ìàþòü â Πm íåïåðåðâíi òà îáìåæåíi

ïîõiäíi ∂k0
t ∂k

xa
lj
k0k

, 2bk0 + ‖k‖ ≤ 2bnj, {l, j} ⊂ NN , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

Ãåëüäåðà çà x,
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çàäîâîëüíÿ¹ Λm,r
δ -óìîâó ç αν(t) = t1/(2bν), plj

0k0
(t) = nl − k0 − 1, plµ

jk0
(t) =

nl − nj + µ− k0 − 1, t > 0, ν ∈ Nn, µ ∈ Nnj
, {l, j} ⊂ NN , i δ ∈ R.

Òâåðäæåííÿ 1.8. −→2b-ïàðàáîëi÷íà ñèñòåìà çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

A0(∂t, ∂x)u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Πm,

äå A0(∂t, ∂x) ≡ (A0
lj(∂t, ∂x))

N
l,j=1, A0

lj(∂t, ∂x) ≡ δlj∂
nj

t −
∑

2bk0+‖k‖=2bnj
(k0<nj)

alj
k0k

∂k0
t ∂k

x,

çàäîâîëüíÿ¹ Λm,∞
0 -óìîâó ç m ∈ N2, αν(t) = t1/(2bν), t > 0, ν ∈ Nn,

plj
0k0

(t) = nl−k0−1, plµ
jk0

(t) = nl−nj +µ−k0−1, t > 0, µ ∈ Nnj
, {l, j} ⊂ NN .

Òâåðäæåííÿ 1.9. Íåõàé −→
2b-ïàðàáîëi÷íà ñèñòåìà çi ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè

A(∂t, ∂x)u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Πm,

äå

A(∂t, ∂x) ≡
(
δlj∂

nj

t −
∑

2bk0+‖k‖≤2bnj
(k0<nj)

alj
k0k

∂k0
t ∂k

x

)N

l,j=1
,

çàäîâîëüíÿ¹ òàêó óìîâó: äiéñíi ÷àñòèíè λ-êîðåíiâ ðiâíÿííÿ det A(λ, iσ) = 0

âiäìiííi âiä íóëÿ äëÿ âñiõ σ ∈ Rn. Òîäi öÿ ñèñòåìà çàäîâîëüíÿ¹ Λm,∞
δ -óìîâó

ç δ < 0, m ∈ N2, αν(t) = t1/(2bν), t > 0, ν ∈ Nn, plj
0k0

(t) = nl − k0 − 1, t > 0,

plµ
jk0

(t) =





nl − nj + µ− k0 − 1, t ≤ 1,

nl − k0 − 1, t > 1,
µ ∈ Nnj

, {l, j} ⊂ NN .

Òâåðäæåííÿ 1.10. Ðîçãëÿíåìî −→2b-ïàðàáîëi÷íó ñèñòåìó ïîëiêàëîðè÷íîãî

òèïó
(

I∂t −
∑

2b0≤‖k‖≤2b

ak∂
k
x

)h

u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Πm,m ∈ N2, (1.30)
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äå b0 i h � öiëi ÷èñëà òàêi, ùî 1 ≤ b0 ≤ b, h ≥ 2. Íåõàé ñèñòåìà
(

I∂t −
∑

2b0≤‖k‖≤2b

ak∂
k
x

)
u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Πm,m ∈ N2,

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òâåðäæåííÿ 1.3. Òîäi ñèñòåìà (1.30) çàäîâîëüíÿ¹ Λm,∞
0 -

óìîâó ç m ∈ N2, αν(t) =





t1/(2bν), t ≤ 1,

tmν/(2b0), t > 1,
ν ∈ Nn, plj

0k0
(t) =





h− k0 − 1, t ≤ 1,

b0(h− k0 − 1)/b, t > 1,
plµ

jk0
(t) =





µ− k0 − 1, t ≤ 1,

b0(µ− k0 − 1)/b, t > 1,
µ ∈ Nh,

{l, j} ⊂ NN .

Òâåðäæåííÿ 1.11. Ðîçãëÿíåìî −→2b-ïàðàáîëi÷íó ñèñòåìó âèãëÿäó
(

I∂t −
∑

‖k‖≤2b

ak∂
k
x

)h

u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Πm,m ∈ N2, (1.31)

äå h � öiëå ÷èñëî, áiëüøå 1.

Íåõàé ñèñòåìà
(

I∂t −
∑

‖k‖≤2b

ak∂
k
x

)
u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Πm,m ∈ N2,

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òâåðäæåííÿ 1.4. Òîäi ñèñòåìà (1.31) çàäîâîëüíÿ¹ Λm,∞
δ -

óìîâó ç δ < 0, m ∈ N2, αν(t) = t1/(2bν), t > 0, ν ∈ Nn, plj
0k0

(t) = h − k0 − 1,

t > 0, plµ
jk0

(t) =





µ− k0 − 1, t ≤ 1,

h− k0 − 1, t > 1,
µ ∈ Nh, {l, j} ⊂ NN .

1.2.4 Iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ òà îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ −→
2b-

ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì ó íåîáìåæåíèõ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ îáëàñòÿõ.
Ðîçãëÿíåìî −→2b-ïàðàáîëi÷íó ñèñòåìó (1.22) â ïðèïóùåííi, ùî âîíà äëÿ áóäü-

ÿêîãî øàðó Π[0,T0], T0 > 0, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ âiä óìîâ A1,

A2 i A4 ç òâåðäæåííÿ 1.7 òèì, ùî â íèõ Πm çàìiíåíî íà Π[0,T0].
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Äëÿ áóäü-ÿêèõ t ≥ 0, p ∈ [1,∞] i η ≡ (η1, . . . , ηn) ç ην ≥ 0, ν ∈ Nn, îçíà÷èìî

íîðìè

‖u(t, ·)‖p,η ≡ ‖u(t, ·)Φη(·)‖Lp(Rn),

äå

Φη(x) ≡ exp

{
−

n∑
ν=1

ηnu|xν|
}

, x ∈ Rn.

Òåîðåìà 1.6. Íåõàé ñèñòåìà (1.22) çàäîâîëüíÿ¹ Λ1,0
δ -óìîâó çi ñòàëèìè

c > 0, δ ∈ R, ôóíêöiÿìè αν, ν ∈ Nn, plj
0k0

i plµ
jk0

, k0 ∈ Nnl−1, µ ∈ Nnj
,

{l, j} ⊂ NN , i íåõàé u = col (u1, . . . , uN) � òàêèé ðåãóëÿðíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨

ñèñòåìè, ùî äëÿ ôiêñîâàíèõ p i η âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) ∀T0 > 0 ∃C > 0 ∀t ∈ [0, T0] ∀j ∈ NN ∀µ ∈ Nnj
: ‖∂µ−1

t uj(0, ·)‖p,η ≤ C,

2) ∀{l, j} ⊂ NN ∀t ∈ H1:

‖fj(t, ·)‖p,η < ∞,

∞∫

0

n∏
ν=1

(αν(t− τ))
2b
M plj

00(t−τ)‖fj(τ, ·)‖p,ηe
−δτdτ < ∞.

Òîäi äëÿ êîìïîíåíò ðîçâ'ÿçêó u â Π1 ïðàâèëüíi çîáðàæåííÿ

ul(t, x) =
N∑

j=1

( t∫

0

dτ

∫

Rn

Glj
0 (t, x; τ, ξ)fj(τ, ξ)dξ+

+

nj∑
µ=1

∫

Rn

Glµ
j (t, x; 0; ξ)ϕµ

j (ξ)dξ

)
, l ∈ NN , (1.32)

äå ϕµ
j (x) ≡ ∂µ−1

t uj(0, x), x ∈ Rn, òà îöiíêè

‖ul(t, ·)‖p,η ≤ C exp

{
δt +

n∑
ν=1

(ηναν(t))
2bν

2bν(c0qν)2bν−1

}
×

×
(

N∑
j=1

t∫

0

n∏
ν=1

(αν(t− τ))
2b
M plj

00(t−τ)‖fj(τ, ·)‖p,ηe
−δτdτ+

+
N∑

j=1

nj∑
µ=1

n∏
ν=1

(αν(t))
2b
M plµ

j0(t)‖ϕµ
j (·)‖p,η

)
. (1.33)



35

äå c0 � ôiêñîâàíà ñòàëà ç ïðîìiæêó (0, c).

Ðîçãëÿíåìî íàáið ôóíêöié

k̂ν(t, aν) ≡




c0aν(c
2bν−1
0 − (αν(t))

2bνa2bν−1
ν )1−qν , 0 ≤ t ≤ T,

c0aν(c
2bν−1
0 + (αν(|t|))2bνa2bν−1

ν )1−qν , t < 0,
ν ∈ Nn,

äå c0 ∈ (0, c), ñòàëà c i ôóíêöi¨ αnu, ν ∈ Nn, ç Λ2,0
δ -óìîâè, αν, ν ∈ Nn, �

íåâiä'¹ìíi ÷èñëà òàêi, ùî αν(T ) <
(

c0

aν

)1/qν

.

Íàâåäåìî òåîðåìó ïðî iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1.22) â

Π2, îçíà÷èâøè äëÿ áóäü-ÿêèõ t ∈ H2, p ∈ [1,∞] íîðìè

‖v(t, ·)‖k̂(t,a)
p ≡ ‖v(t, ·)Ψ̂−1(t, ·)‖Lp(Rn),

äå k̂(t, a) ≡ (k̂1(t, a1), . . . , k̂n(t, an)), Ψ̂z(t, x) ≡ exp

{
z

n∑
ν=1

k̂ν(t, aν)|xν|qν

}
,

t ∈ H2, x ∈ Rn, z ∈ R.

Òåîðåìà 1.7. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (1.22), ïðèïóñêàþ÷è, ùî äëÿ íå¨

âèêîíóþòüñÿ óìîâè, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ âiä óìîâ A1, A2 i A4 ç òâåðäæåííÿ

1.7 òèì, ùî â íèõ Πm çàìiíåíî íà áóäü-ÿêèé øàð Π[t0,T ], t0 < T . Íåõàé öÿ

ñèñòåìà çàäîâîëüíÿ¹ Λ2,0
δ -óìîâó çi ñòàëèìè c > 0, δ ∈ R, ôóíêöiÿìè αν,

ν ∈ Nn, òàêèìè, ùî äëÿ íèõ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

(αν(t− τ))2bν ≤





(αν(t))
2bν − (αν(t))

2bν , 0 ≤ τ ≤ t ≤ T ;

(αν(t))
2bν + (αν(|t|))2bν , τ < 0 ≤ t ≤ T ;

(αν(|t|))2bν − (αν(|t|))2bν , τ ≤ t ≤ 0,

(1.34)

òà ôóíêöiÿìè plj
0k0

i plµ
jk0

. Äàëi, íåõàé u ≡ col (u1, . . . , uN) � òàêèé ðåãóëÿðíèé

ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.22), ùî äëÿ ôiêñîâàíîãî p ∈ [1,∞] âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) ∃C > 0 ∀µ ∈ Nnj
∀{l, j} ⊂ NN ∀{t, t0} ⊂ H2, t0 < t:

Rlµ
j (t, t0) ≡

n∏
ν=1

(αν(t− t0))
2b
M plµ

j0(t−t0)e−δt0‖∂µ−1
t0 uj(t0, ·)‖k̂(t0,a)

p ≤ C,
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ïðè÷îìó äëÿ p = ∞ Rlµ
j (t, t0) → 0 ïðè t0 → −∞;

2) ôóíêöi¨ fj ≡
N∑

l=1

Ajl(t, x; ∂t, ∂x)uj, l ∈ NN , íåïåðåðâíi òà

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

∀{l, j} ⊂ NN ∀t ∈ H2 : ‖fj(t, ·)‖k̂(t,a)
p < ∞,

t∫

−∞

n∏
ν=1

(αν(t− τ))
2b
M plj

00(t−τ)e−δτ‖fj(τ, ·)‖k̂(τ,a)
p dτ < ∞.

Òîäi äëÿ ul, l ∈ NN , ïðàâèëüíi çîáðàæåííÿ

ul(t, x) =
N∑

j=1

t∫

−∞
dτ

∫

Rn

Glj
0 (t, x; τ, ξ)fj(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π2, (1.35)

òà îöiíêè

‖ul(t, ·)‖k̂(t,a)
p ≤ Ceδt

N∑
j=1

t∫

−∞
e−δτ

n∏
ν=1

(αν(t− τ))
2b
M plj

00(t−τ)‖fj(τ, ·)‖k̂(τ,a)
p dτ, (1.36)

t ∈ H2.

1.2.5 Êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi ó ïiâïðîñòîði òà
çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ó ïiâïðîñòîði Π1 ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi

äëÿ ñèñòåìè (1.22) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (1.25). Íåõàé Ep,η � ïðîñòið

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ψ: Rn → C òàêèõ, ùî

‖ψ‖p,η ≡ ‖ψ(·)Φη(·)‖Lp(Rn) < ∞.

Òåîðåìà 1.8. Íåõàé ñèñòåìà (1.22) çàäîâîëüíÿ¹ Λ1,0
δ -óìîâó òà óìîâè, ÿêi

âiäðiçíÿþòüñÿ âiä óìîâ A1, A2 i A4 iç òâåðäæåííÿ 1.7 òèì, ùî â íèõ Πm

çàìiíåíî íà áóäü-ÿêèé øàð Π[0,T0], T0 > 0. ßêùî

∀j ∈ NN ∀µ ∈ Nnj
: ϕµ

j ∈ Ep,η,
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à ôóíêöi¨ fj : Π1 → C, j ∈ NN , íåïåðåðâíi, çàäîâîëüíÿþòü ëîêàëüíó óìîâó

Ãåëüäåðà çà x òà óìîâó 2) òåîðåìè 1.6, òî ôîðìóëàìè (1.32) âèçíà÷à¹òüñÿ

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (1.22), (1.25), òàêèé, ùî ul(t, ·) ∈ Ep,η, t > 0,

i ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêà (1.33).

Ó ïiâïðîñòîði Π2 ðîçãëÿíåìî çàãàëüíó −→
2b-ïàðàáîëi÷íó ñèñòåìó âèãëÿäó

(1.22).

Òåîðåìà 1.9. Íåõàé ñèñòåìà (1.22) çàäîâîëüíÿ¹ Λ2,0
δ -óìîâó (çi ñòàëèìè

c > 0, δ ∈ R, ôóíêöiÿìè plj
0k0

, plµ
jk0

, {l, j} ⊂ NN , µ ∈ Nnj
òà αν, ν ∈ Nn,

òàêèìè, ùî äëÿ íèõ ïðàâèëüíi îöiíêè (1.34)) òà óìîâè, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ

âiä óìîâ A1, A2 i A4 iç òâåðäæåííÿ 1.7 òèì, ùî â íèõ Πm çàìiíåíî íà

áóäü-ÿêèé øàð Π[t0,T ], t0 < T . Ïðèïóñòèìî, ùî ïðàâi ÷àñòèíè fj : Π2 → C,

j ∈ NN , ñèñòåìè (1.22) íåïåðåðâíi, çàäîâîëüíÿþòü ëîêàëüíó óìîâó Ãåëüäåðà

çà x òà óìîâó 2) òåîðåìè 1.7. Òîäi ôîðìóëè (1.35) âèçíà÷àþòü â Π2 ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.22), äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ îöiíêè (1.36).

1.2.6 Òåîðåìè ïðî ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi òà òåîðåìè
òèïó Ëióâiëëÿ. Ðîçãëÿíåìî â Π1 îäíîðiäíó ñèñòåìó (1.22), òîáòî ñèñòåìó

A(t, x, ∂t, ∂x)u(t, x) = 0, (1.37)

ïðèïóñêàþ÷è, ùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ âiä óìîâ A1, A2

i A4 iç òâåðäæåííÿ 1.7 òèì, ùî â íèõ Πm çàìiíåíî íà áóäü-ÿêèé øàð Π[0,T0],

T0 > 0.

Äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié v : Π1 → C îçíà÷èìî íîðìè

‖v‖g(·)
p,η ≡ sup

t≥0
(g(t)‖v(t, ·)‖p,η),

äå p ∈ [1,∞], η ≡ (η1, . . . , ηn), ην ≥ 0, ν ∈ Nn i g : H1 → H1 � äåÿêà

íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.
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Ðîçãëÿäàþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè u ≡ col (u1, . . . , uN) ñèñòåìè (1.37) â Π1, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∀T0 > 0 ∃C > 0 ∀t ∈ [0, T0] :

|||u(t, ·)|||p,η ≡ max
µ∈Nn,j∈NN

‖∂µ−1
t uj(t, ·)‖p,η ≤ C. (1.38)

Îçíà÷åííÿ 1.7. Íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.37) íàçèâà¹òüñÿ E
g(·)
p,η -

ñòiéêèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå ∆ > 0, ùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó u öi¹¨ ñèñòåìè, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.38) òà óìîâó

‖u(0, ·)‖p,η < ∆ ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü max
l∈NN

‖ul‖g(·)
p,η < ε.

Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 1.6 îòðèìó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà ïðî ñòiéêiñòü.

Òåîðåìà 1.10. Íåõàé ñèñòåìà (1.37) çàäîâîëüíÿ¹ Λ1,0
δ -óìîâó çi ñòàëèìè

c > 0, δ ∈ R, ôóíêöiÿìè αν i plµ
jk0

. Òîäi ¨¨ íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ¹ E
g(·)
p,η -ñòiéêèì

ç äîâiëüíèì p ∈ [1,∞] i ην ≥ 0, ν ∈ Nn, òà ôóíêöi¹þ

g(t) ≡ exp

{
−

(
δt +

n∑
ν=1

(ηναν(t))
2bν

2bν(c0qν)2bν−1

)}
N∑

j=1

nj∑
µ=1

n∏
ν=1

(αν(t))
− 2b

M plµ
j0(t), t ≥ 0,

äå c0 ∈ (0, c), ñòàëi c i δ ç Λ1,0
δ -óìîâè.

Äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü Λ2,r
δ -óìîâè, ïðàâèëüíi òåîðåìè

òèïó Ëióâiëëÿ. Íàâåäåìî äåÿêi ç íèõ.

Òåîðåìà 1.11. Íåõàé ñèñòåìà (1.37) çàäîâîëüíÿ¹ Λ2,r
0 -óìîâó ç äîñèòü

âåëèêèì r ≥ 0 i íåõàé u ≡ col (u1, . . . , uN) � ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè, äëÿ

êîìïîíåíò ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∃C > 0 ∀(t, x) ∈ Π2 ∀µ ∈ Nnl
∀l ∈ NN :

|∂µ−1
t ul(t, x)| ≤ C

n∏
ν=1

(1 + |xν|)βν

äå βnu ≥ 0, ν ∈ Nn. Òîäi ul, ÿê ôóíêöiÿ xν, ¹ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿ, íå

âèùîãî βν.
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Òåîðåìà 1.12. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (1.37) âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè

1.7. Òîäi ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 1) òåîðåìè 1.7, ¹

íóëüîâèì.

1.2.7 Ïîáóäîâà òà îöiíêè ÔÌÐ ïîëiíîìiàëüíî¨ â'ÿçêè −→
2b-åëiï-

òè÷íèõ ñèñòåì, ïîðîäæåíèõ −→2b-ïàðàáîëi÷íîþ ñèñòåìîþ. Ðîçãëÿíåìî
ñòàöiîíàðíi −→2b-ïàðàáîëi÷íi ñèñòåìè âèãëÿäó

A(x, ∂t, ∂x)u(t, x) = f(t, x), (1.39)

i

A(x, ∂t + µ, ∂x)u(t, x) = f(t, x), (1.40)

äå µ � êîìïëåêñíèé ïàðàìåòð.

Öèì ñèñòåìàì âiäïîâiäà¹ ïîëiíîìiàëüíà â'ÿçêà −→2b-åëiïòè÷íèõ ñèñòåì
N∑

j=1

Lµ
lj(x, ∂x)uj(x) ≡

N∑
j=1

(
−

∑
2bk0+‖k‖≤2bnj

(0≤k0<nj)

alj
k0k

(x)µk0∂k
xuj(x)+

+δljµ
njul(x)

)
= gl(x), x ∈ Rn, µ ∈ C, l ∈ NN . (1.41)

Òåîðåìà 1.13. Íåõàé Z(t, x, ξ) = (Zlj(t, x, ξ))N
l,j=1, t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn, �

ÔÌÐÇÊ äëÿ ñèñòåìè (1.39), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ Λ1,r
δ -óìîâó ç δ ∈ R, αν(t) =

t1/(2bν), t > 0, i plj
00(t) =





plj
1 , t ≤ 1,

plj
2 , t > 1.

Òîäi ôîðìóëîþ

Eµ(x, ξ) =

∞∫

0

e−µβZ(β, x, ξ)dβ, {x, ξ} ⊂ Rn, x 6= ξ, (1.42)

âèçíà÷à¹òüñÿ ÔÌÐ ñèñòåìè (1.41) ç µ ∈ C òàêèì, ùî Re µ > δ. Äëÿ
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åëåìåíòiâ Eµ
lj, {i, j} ⊂ NN , ìàòðèöi Eµ ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|∂k
xE

µ
lj(x, ξ)| ≤





C, M + ‖k‖ < 2b(plj
1 + 1),

C ln[x− ξ]−1
q + C1, M + ‖k‖ = 2b(plj

1 + 1),

C[x− ξ]
2b(plj

1 +1)−M−‖k‖
q , M + ‖k‖ > 2b(plj

1 + 1),

[x− ξ]q ≤ 1, (1.43)

|∂k
xE

µ
lj(x, ξ)| ≤ C exp{−hµ[x− ξ]q/q′′

q }, [x− ξ]q > 1,

{x, ξ} ⊂ Rn, x 6= ξ, ‖k‖ ≤ 2bnl + r, {l, j} ⊂ NN ,

äå C > 0, C1 > 0, hµ > 0, q ≡ 2b/(2b − 1), q′′ ≡ 2b′′/(2b′′ − 1), b′′ = min
ν∈Nn

bν,

[x]q ≡
(

n∑

j=1

|xj|qj

)1/q

.

Ó âèïàäêó, êîëè Reµ = δ iíòåãðàë (1.42), âçàãàëi êàæó÷è, ðîçáiãà¹òüñÿ.

Äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì ñèñòåì çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ó ïðàöÿõ

[35, 37] ïðîïîíóâàëàñÿ ðåãóëÿðèçàöiÿ ðîçáiæíîãî iíòåãðàëà çà äîïîìîãîþ

ìíîãî÷ëåíiâ, ÿêi ¹ ÷àñòèííèìè ñóìàìè ðÿäiâ Òåéëîðà äëÿ ôóíêöié Zlj,

{l, j} ⊂ NN .

Ó íàøîìó âèïàäêó ðåãóëÿðèçàöiþ iíòåãðàëà (1.42) ìîæíà çäiéñíþâàòè

àíàëîãi÷íèì ñïîñîáîì, òîáòî åëåìåíòè ÔÌÐ Eµ ñèñòåìè (1.41) ìîæíà

âèçíà÷àòè ôîðìóëàìè

Eµ
lj(x, ξ) =

∞∫

0

e−µβ(Zlj(β, x, ξ)− P2b(plj
01+1)−M(β, x, ξ))dβ, (1.44)

äå äëÿ ôóíêöi¨ h: Rn → C i l ≥ 0

Pα(h)(x) ≡
∑

‖k‖≤α

(x− y)k

k!
∂k

yh(y), x ∈ Rn.

Òåîðåìà 1.14. Íåõàé ñèñòåìà (1.39) çàäîâîëüíÿ¹ λ1,r
δ -óìîâó ç δ ∈ R,
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αν(t) = t1/(2bν), t > 0 i plj
0k0

(t) =





plj
1 , t ≤ 1,

plj
2 , t > 1,

òàêèìè, ùî plj
1 > plj

2 , {l, j} ⊂

NN , à Z(t, x, ξ) = (Zlj(t, x, ξ))n
l,j=1, t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn � ¨¨ ÔÌÐÇÊ.

Òîäi ôîðìóëîþ (1.44) âèçíà÷àþòüñÿ åëåìåíòè ÔÌÐ Eµ ñèñòåìè (1.41) ç

µ ∈ C òàêèì, ùî Re µ = δ. Ïðè öüîìó äëÿ åëåìåíòiâ Eµ
lj âèêîíóþòüñÿ ïðè

[x− ξ]q ≤ 1 îöiíêè (1.43), à ïðè [x− ξ]q > 1 i M + ‖k‖ > 2b(plj
1 + 1) � îöiíêè

|∂k
xE

µ
lj(x, ξ)| ≤ C[x− ξ]2b(plj

2 +1)−M−‖k‖
q , {l, j} ⊂ NN .

1.2.8 Âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ó
íåîáìåæåíèõ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ îáëàñòÿõ. Ó ïðàöÿõ [31, 32]

ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

L2u(t, x) + aLu(t, x) + bu(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Πm,m ∈ {1, 2}, (1.45)

äå L � ñêàëÿðíèé àáî ìàòðè÷íèé ïàðàáîëi÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç

ïåðøîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ x ∈ Rn çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, a

i b � çàäàíi ÷èñëà ç R.

Íåõàé Z0 � ÔÐÇÊ äëÿ ðiâíÿííÿ Lu = f . Âñòàíîâëåíî, ùî ÔÐÇÊ Z äëÿ

ðiâíÿííÿ (1.45) ìà¹ âèãëÿä

Z(t, x) =





e−(a−λ)t − e−λt

2λ− a
Z0(t, x), ÿêùî a2 6= 4b;

te−at/2Z0(t, x), ÿêùî a2 = 4b;

t > 0, x ∈ Rn, (1.46)

äå λ � êîðiíü ðiâíÿííÿ λ2 − aλ + b = 0.

Çíàþ÷è âëàñòèâîñòi Z0, çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (1.46) âèâ÷åíi âëàñòèâîñòi

Z i ìàòðèöi Ãðiíà G çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (1.45). Çîêðåìà, ÿêùî äëÿ Z0

ïðàâèëüíi Λm,∞
δ0

-îöiíêè, òî äëÿ G ñïðàâäæó¹òüñÿ Λm,∞
δ -îöiíêè ç δ = δ0−λ0/2,

äå λ0 = a ïðè a2 ≤ 4b i λ0 = a−√a2 − 4b ïðè a2 > 4b.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è öi îöiíêè G, âñòàíîâëåíi iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ òà

îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (1.45) â Π1, òåîðåìè òèïó Ëióâiëëÿ

äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ, âèçíà÷åíèõ ó Π2, à òàêîæ ïîáóäîâàíi ôóíäàìåíòàëüíi

ðîçâ'ÿçêè åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü, ïîðîäæåíèõ ðiâíÿííÿì (1.45).

Ðiâíÿííÿ (1.45) öiêàâå íàñàìïåðåä òèì, ùî ó âèïàäêó, êîëè b = 0 i L �

îïåðàòîð òåïëîïðîâiäíîñòi, âîíî îïèñó¹ íîâó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ïðîöåñiâ

òåïëîïðîâiäíîñòi òà äèôóçi¨, çàïðîïîíîâàíó â [38].

1.2.9 Ïî÷àòêîâà çàäà÷à äëÿ ìîäåëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ çà Ñîëîí-
íèêîâèì ñèñòåì íåîäíîðiäíî¨ ñòðóêòóðè. Ó ïðàöÿõ [33, 34] ðîçãëÿíóòèé

íîâèé êëàñ ñèñòåì ðiâíÿíü, ÿêi ïðèðîäíî óçàãàëüíþþòü −→
2b-ïàðàáîëi÷íi

ñèñòåìè i ñèñòåìè, ïàðàáîëi÷íi â ðîçóìiííi Â.Î.Ñîëîííèêîâà. Òàêi ñèñòåìè

íàçâàíi ïàðàáîëi÷íèìè çà Ñîëîííèêîâèì ñèñòåìàìè íåîäíîðiäíî¨ ñòðóêòóðè.

Ó ìîäåëüíîìó âèïàäêó (êîëè ñèñòåìà ìiñòèòü òiëüêè ãðóïó ñòàðøèõ ÷ëåíiâ

çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè) îïèñàíà ñòðóêòóðà òà âëàñòèâîñòi ÔÌÐ i íàâåäåíi

ôîðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i.

Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ íîâîãî êëàñó ñèñòåì. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (1.22) â

ïðèïóùåííi iñíóâàííÿ òàêèõ ÷èñåë sk i tj iç Z, ùî ñòåïiíü âiäíîñíî λ

ìíîãî÷ëåíà Akj(t, x, pλm0, iσλm), σλm ≡ (σ1λ
m1, . . . , σnλ

mn), íå ïåðåâèùó¹

sk + tj i
N∑

k=1

(sk + tk) = 2br, äå r � ñòåïiíü det A(t, x, p, iσ) ÿê ìíîãî÷ëåíà

âiä p.

Íåõàé A0 ≡ (A0
kj)

N
k,j=1 � ãîëîâíà ÷àñòèíà A, òîáòî A0

kj(t, x, pλm0, iσλm) =

λsk+tjA0
kj(t, x, p, iσ).

Îçíà÷åííÿ 1.8. Ñèñòåìà ðiâíÿíü (1.22) íàçèâà¹òüñÿ ïàðàáîëi÷íîþ çà

Ñîëîííèêîâèì ç íåîäíîðiäíîþ ñòðóêòóðîþ íà Q, ÿêùî iñíó¹ òàêà ñòàëà δ >

0, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ (t, x) ∈ Q i σ ∈ Rn p-êîðåíi ðiâíÿííÿ det A0(t, x, p, iσ) =
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0 çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

Re p(t, x, σ) ≤ −δ(σ2b1
1 + · · ·+ σ2bn

n ).

Äëÿ âèùåîçíà÷åíî¨ ñèñòåìè çàäàâàòè ïî÷àòêîâi óìîâè òàê, ÿê äëÿ −→
2b-

ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì, âçàãàëi êàæó÷è, íå ìîæíà. Òðåáà çàäàâàòè ¨õ òàê ñàìî,

ÿê äëÿ ñèñòåì Ñîëîííèêîâà ç îäíîðiäíîþ ñòðóêòóðîþ [39].

Íåõàé B(x, ∂t, ∂x) ≡ (Bkj(x, ∂t, ∂x))
r, N
k=1,j=1 � ìàòðè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé

âèðàç, ϕ = col (ϕ1, . . . , ϕr) � çàäàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü

òàêi öiëi ÷èñëà pk, ùî ñòåïiíü âiäíîñíî λ ìíîãî÷ëåíà Bkj(x, pλm0, iσλm) íå

ïåðåâèùó¹ pk + tj. Ãîëîâíîþ ÷àñòèíîþ âèðàçó B íàçèâà¹òüñÿ âèðàç B0 ≡
(B0

kj)
r, N
k=1,j=1, äå B0

kj(x, pλm0, iσλm) = λpk+tjB0
kj(x, p, iσ). Òîäi ïî÷àòêîâi óìîâè

çàäàþòüñÿ ó âèãëÿäi

B(x, ∂t, ∂x)u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn,

äå ìàòðèöÿ B ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè òàêó óìîâó äîïîâíÿëüíîñòi: ðÿäêè

ìàòðèöi

C(x, p) ≡ B0(x, p, 0)Â0(0, x, p, 0),

äå Â0 � ìàòðèöÿ, âçà¹ìíà äëÿ A0.

Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîðiRn+1 ñèñòåìó ðiâíÿíü, ïàðàáîëi÷íó çà Ñîëîííèêîâèì

íåîäíîðiäíî¨ ñòðóêòóðè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêà ìiñòèòü ëèøå ãðóïó

ñòàðøèõ ÷ëåíiâ,

A0(∂t, ∂x)u = f. (1.47)

ÔÌÐ Z ≡ (Zkj)
N
k,j=1 ñèñòåìè (1.47) âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê Γ ðiâíÿííÿ

det A0(∂t, ∂x) = 0
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òàêèìè ôîðìóëàìè:

Zkj(t, x) = Â0
kj(∂t, ∂x)Γ(t, x),

t > 0, x ∈ Rn, {k, j} ⊂ {1, . . . , N},

â ÿêèõ Â0
kj � åëåìåíò âçà¹ìíî¨ ìàòðèöi Â0.

Êîìïîíåíòè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (1.47) âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

uj(t, x) =
N∑

l=1

Â0
jl(∂t, ∂x)

t∫

−∞
dτ

∫

Rn

Γ(t−τ, x−ξ)fl(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Rn+1, j ∈ NN ,

à ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i

A0(∂t, ∂x)u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

B0(∂t, ∂x)u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn,

â ÿêié ìàòðè÷íi äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè A0 i B0 çàäîâîëüíÿþòü âèùåñôîðìó-

ëüîâàíi óìîâè, � ôîðìóëàìè

uj(t, x) =
r∑

k=1

∫

Rn

Gjk(t, x− ξ)ϕk(ξ)dξ, t > 0, x ∈ Rn, j ∈ NN ,

äå

Gjk(t, x) ≡
N∑

l=1

Plk(∂t, ∂x)Zjl(t, x), Plk(pλ
m0, iσm) = λsl−pk−2bPlk(p, iσ),

äëÿ ÿäåð Gjk ïðàâèëüíi îöiíêè

|∂α0
t ∂α

xGjk(t, x)| ≤ Gαt1−(M+‖α‖−tj−pk)/(2b) exp

{
−c

n∑

j=1

t1−qj |xj|qj

}
,

t > 0, x ∈ Rn, α0 ∈ Z+, α ∈ Zn
+.
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1.3 Óëüòðàïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ òèïó Êîëìîãîðîâà
Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâîäÿòüñÿ ðåçóëüòàòè äëÿ îäíîãî êëàñó óëüòðà-

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêi óçàãàëüíþþòü äîáðå âiäîìå ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ç

iíåðöi¹þ, äî ÿêîãî ïðèéøîâ À.Ì. Êîëìîãîðîâ [40] ïðè âèâ÷åííi áðîóíiâñüêîãî

ðóõó.

Ðåçóëüòàòè ïóíêòiâ 1.3.1 � 1.3.3 îäåðæàíi Â.Ñ. Äðîíåì i Ñ.Ä. Iâàñèøåíèì

[41 � 48, 5], à 1.3.4 � Â.Â. Ëàþêîì [49 � 52].

1.3.1 Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

(∂t −
n2∑

j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j
−

n1∑

k,j=1

akj(t, x)∂2
x1kx1j

−
n1∑

j=1

aj(t, x)∂x1j
−

−a0(t, x))u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ]. (1.48)

äå ni, i ∈ {1, 2, 3}, � çàäàíi íàòóðàëüíi ÷èñëà òàêi, ùî 1 ≤ n3 ≤ n2 ≤ n1,

n ≡ n1 + n2 + n3, x ≡ (x1, x2, x3) ∈ Rn, xi ≡ (xi1, . . . , xini
) ∈ Rni, i ∈ {1, 2, 3};

T � çàäàíå äîäàòíå ÷èñëî, ΠH ≡ H × Rn ïðè H ⊂ R.
Íà êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ ñòàâëÿòüñÿ òàêi óìîâè.

(A′
1). ∃δ > 0 ∀(t, x) ∈ Π[0,T ] ∀σ ∈ Rn1 : Re

n1∑
k,j=1

akj(t, x)σkσj ≥ δ|σ|2.
(A′

2). Êîåôiöi¹íòè akj, aj, {k, j} ⊂ {1, ..., n1}, a0 òà ��õíi ïîõiäíi çà x2 òà x3

¹ íåïåðåðâíèìè îáìåæåíèìè â Π[0,T ] ôóíêöiÿìè i çàäîâîëüíÿþòü â Π[0,T ] çà

x1 ðiâíîìiðíó óìîâó Ãåëüäåðà.

(A′
3). Ïîõiäíi çà x1 âiä akj i aj, {k, j} ⊂ {1, ..., n1}, äî äðóãîãî i ïåðøîãî

ïîðÿäêiâ âiäïîâiäíî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó A′
2.

Çà óìîâ A′
1 i A′

2 äîâåäåíî iñíóâàííÿ ÔÐÇÊ äëÿ ðiâíÿííÿ (1.48). Öå ¹

òàêà ôóíêöiÿ Z(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

τ ∈ [0, T ) i äîâiëüíèõ íåïåðåðâíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié ϕ : Rn → C âèðàç
∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)ϕ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(τ,T ], âèçíà÷à¹ â Π(τ,T ] ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî
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ðiâíÿííÿ (1.48) çà ïî÷àòêîâî�� óìîâè

u(t, x)|t=τ = ϕ(x), x ∈ Rn. (1.49)

Óìîâà (1.49) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ ó ñåíñi ðiâíîìiðíî�� çáiæíîñòi íà êîæíîìó

êîìïàêòi ç Rn.

Äëÿ ôóíêöi¨ Z ïðàâèëüíi îöiíêè

|∂m1
x1

∂m2
x2

∂m3
x3

Z(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−N−(|m1|+3|m2|+5|m3|)/2 exp{−cρ(t− τ, x, ξ)},

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, |m1|+ 2(|m2|+ |m3|) ≤ 2, (1.50)

ç äåÿêèìè C > 0 i c > 0. Òóò

N ≡ (n1 + 3n2 + 5n3)/2; m ≡ (m1,m2,m3) ∈ Zn
+,

ml ≡ (ml1, ..., mlnl
) ∈ Znl

+ , |ml| ≡
nl∑

j=1

mlj, l ∈ {1, 2, 3};

ρ(t, x, ξ) ≡
3∑

l=1
t1−2l

nl∑
j=1
|x̄lj(t) − ξlj|2, äå x̄1j(t) ≡ x1j, j ∈ {1, ..., n1}; x̄2j(t) ≡

x2j + tx1j, j ∈ {1, ..., n2}; x̄3j(t) ≡ x3j + tx2j + 1
2t

2x1j, j ∈ {1, ..., n3}; x̄l(t) ≡
(x̄l1(t), ..., x̄lnl

(t)), l ∈ {1, 2, 3}; x̄(t) ≡ (x̄1(t), x̄2(t), x̄3(t)).

Â [43] óòî÷íåíî ñòðóêòóðó ÔÐÇÊ, îäåðæàíî îöiíêè éîãî óñåðåäíåíü çà

ãðóïàìè ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ. Çà óìîâ A′
1, A′

2 i A′
3 âñòàíîâëåíî äåÿêi

âëàñòèâîñòi ôóíêöi�� Z, çîêðåìà, âëàñòèâiñòü íîðìàëüíîñòi òà ôîðìóëó

çãîðòêè.

1.3.2 Êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi ó âàãîâèõ ïðîñòîðàõ.
Íåõàé kl(t, al) ≡ (c0al)/(c0 − alt

2l−1), t ∈ [0, T ], l ∈ {1, 2, 3}, ÿêùî ÷èñëà

c0 > 0 i al ≥ 0, l ∈ {1, 2, 3}, òàêi, ùî c0 < c, äå c � ñòàëà ç (1.50), T <

min
1≤l≤3

(c0/(lal))
1/(2l−1); k(t) ≡ (k1(t, a1), k2(t, a2), k3(t, a3)); s1(t) ≡ k1(t, a1) +

2t2k2(t, a2) + 3
4t

4k3(t, a3), s2(t) ≡ 2k2(t, a2) + 3t2k3(t, a3), s3(t) ≡ 3k3(t, a3);

s(t) ≡ (s1(t), s2(t), s3(t)).
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Íåõàé u(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ], � çàäàíà íåïåðåðâíà êîìïëåêñíîçíà÷íà

ôóíêöiÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ [0, T ] îçíà÷èìî òàêi íîðìè:

||u(t, ·)||k(t),τ
0 ≡ sup

x∈Rn

(|u(t, x)| exp{−[k(t), x̄(τ)]}),

äå [a, x] ≡
3∑

l=1
al|xl|2, ÿêùî a ≡ (a1, a2, a3) i x ≡ (x1, x2, x3); τ ìîæå íàáóâàòè

ëèøå çíà÷åíü t àáî 0.

Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞ i u(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ], � çàäàíà êîìïëåêñíîçíà÷íà

ôóíêöiÿ, âèìiðíà çà x ïðè äîâiëüíîìó t ∈ [0, T ]. Äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ] i

òàêîãî æ, ÿê âèùå, τ îçíà÷èìî íîðìè

||u(t, ·)||k(t),τ
p ≡ ||u(t, x) exp{−[k(t), x̄(τ)]}||Lp(Rn).

Ôîðìàëüíîþ çàìiíîþ ó âèùåîçíà÷åíèõ íîðìàõ ôóíêöi�� k íà ôóíêöiþ s

ââîäÿòüñÿ íîðìè ||u(t, ·)||s(t),00 i ||u(t, ·)||s(t),0p , 1 ≤ p ≤ ∞.

Íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêi ïðîñòîðè:

Φa
0 � ïðîñòið óñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ϕ : Rn → C, äëÿ ÿêèõ ñêií÷åííîþ

¹ íîðìà ||ϕ||a0 ≡ ||ϕ||k(0),0
0 = sup

x∈Rn

(|ϕ(x)| exp{−[a, x]});
Φa

p, 1 ≤ p ≤ ∞, � ïðîñòið óñiõ âèìiðíèõ ôóíêöié ϕ : Rn → C, äëÿ ÿêèõ

ñêií÷åííîþ ¹ íîðìà ||ϕ||ap ≡ ||ϕ||k(0),0
p ≡ ||ϕ(x) exp{−[a, x]}||Lp(Rn);

Ψ � ïðîñòið âèìiðíèõ ôóíêöié ψ : Rn → C, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

||ϕ||−s(T ),0
1 ≡ ||ψ(x) exp{[s(T ), x]}||L1(Rn) < ∞.

Äëÿ ôóíêöi�� f : Π(0,T ] → C âèêîðèñòîâóâàòèìåìî íàñòóïíi óìîâè, â ÿêèõ

p � äîâiëüíî ôiêñîâàíå ÷èñëî ç [1,∞) àáî p = ∞, à

Φf(t, τ, x) ≡
∫

Rn

(t−τ)−N exp{−cρ(t−τ, x, ξ)}|f(τ, ξ)|dξ, 0 < τ < t ≤ T, x ∈ Rn,

äå c � ñòàëà â åêñïîíåíòi ç îöiíîê (1.50).

(Â1). Ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà i íà êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ Π(0,T ] çàäîâîëüíÿ¹
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ðiâíîìiðíó ùîäî t óìîâó Ãåëüäåðà çà ãðóïàìè x1, x2 i x3 ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ

âiäïîâiäíî ç ïîêàçíèêàìè β1 ∈ (0, 1], β2 ∈ (1/3, 1] i β3 ∈ (3/5, 1].

(Â20). Äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ (0, T ] ñêií÷åííèìè ¹ âåëè÷èíè ||f(t, ·)||k(t),0
0 i

F20(t) ≡
t∫

0
||f(τ, ·)||k(τ),0

0 dτ .

(Â2p). Äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ (0, T ] ñêií÷åííèìè ¹ âåëè÷èíè ||f(t, ·)||k(t),0
p i

F2p(t) ≡
t∫

0
||f(τ, ·)||k(τ),0

p dτ .

(Â30). Äëÿ äîâiëüíèõ t i τ òàêèõ, ùî 0 < τ < t ≤ T , ñêií÷åííèìè ¹ âåëè÷èíè

||Φf(t, τ, ·)||k(t),t
0 i F30(t) ≡

t∫
0
||Φf(t, τ, ·)||k(t),t

0 dτ , ïðè÷îìó F30(t) → 0, t → 0+.

(Â3p). Äëÿ äîâiëüíèõ t i τ òàêèõ, ùî 0 < τ < t ≤ T , ñêií÷åííèìè ¹ âåëè÷èíè

||Φf(t, τ, ·)||k(t),t
p i F3p(t) ≡

t∫
0
||Φf(t, τ, ·)||k(t),t

p dτ , ïðè÷îìó F3p(t) → 0, t → 0+.

Òåîðåìà 1.15. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè A′
1 i A′

2. ßêùî ϕ ∈ Φa
0, à f

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Â1 i Â20 àáî Â30, òî ôóíêöiÿ

u(t, x) =

∫

Rn

Z(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ +

t∫

0

dτ

∫

Rn

Z(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ, (1.51)

(t, x) ∈ Π(0,T ],

¹ ðåãóëÿðíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.48), äëÿ ÿêîãî çà óìîâè Â20 ñïðàâäæó-

¹òüñÿ îöiíêà

∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ||u(t, ·)||s(t),00 ≤ C(||ϕ||a0 + F20(t)),

à çà óìîâè Â30 � îöiíêà

∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ||u(t, ·)||k(t),t
0 ≤ C(||ϕ||a0 + F30(t))

i â îáîõ âèïàäêàõ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ u(t, ·) K−−→−→ 0, t → 0+, K �

äîâiëüíèé êîìïàêò â Rn.

ßêùî äîäàòêîâî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà A′
3 i íåâiä'¹ìíi ÷èñëà al, l ∈ {1, 2, 3},

ÿêi âõîäÿòü ó âèðàçè äëÿ ôóíêöié kl i sl, l ∈ {1, 2, 3}, âèáðàíi òàê, ùîá
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âèêîíóâàëàñÿ íåðiâíiñòü

T < min
l∈M

(c0/sl(T ))1/(2l−1), (1.52)

òî öåé ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé.

Òåîðåìà 1.16. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè A′
1 i A

′
2. ßêùî ϕ ∈ Φa

p, 1 ≤ p ≤
∞, à f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Â1 i Â2p àáî Â3p, òî ôóíêöiÿ (1.51) ¹ ðåãóëÿðíèì

ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.48), äëÿ ÿêîãî çà óìîâè Â2p ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ||u(t, ·)||s(t),0p ≤ C(||ϕ||ap + F2p(t)),

à çà óìîâè Â3p � îöiíêà

∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ||u(t, ·)||k(t),t
p ≤ C(||ϕ||ap + F3p(t))

i â îáîõ âèïàäêàõ ïðè 1 ≤ p < ∞ lim
t→0

||u(t, ·)−ϕ(·)||s(t),0p = 0, à ïðè p = ∞
u(t, ·) → ϕ, t → 0, ñëàáêî, òîáòî

∀ψ ∈ Ψ :

∫

Rn

u(t, x)ψ(x)dx →
∫

Rn

ϕ(x)ψ(x)dx, t → 0 + .

ßêùî äîäàòêîâî âèêîíóþòüñÿ óìîâè A′
3 i (1.52), òî öåé ðîçâ'ÿçîê

¹äèíèé.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ma ïðîñòið óñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ óçàãàëüíåíèõ

áîðåëüîâèõ ìið, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

||µ||a ≡
∫

Rn

exp{−[a, x]}d|µ|(x) < ∞,

äå |µ| � ïîâíà âàðiàöiÿ µ; à ÷åðåç Ψ0 � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ψ : Rn →
C òàêèõ, ùî |ψ(x)| exp{[s(T ), x]} → 0, |x| → ∞.

Òåîðåìà 1.17. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè A′
1 i A′

2. ßêùî µ ∈ Ma, à f

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Â1 i Â21 àáî Â31, òî ôóíêöiÿ

u(t, x) =

∫

Rn

Z(t, x; 0, ξ)dµ(ξ) +

t∫

0

dτ

∫

Rn

Z(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ, (1.53)
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(t, x) ∈ Π(0,T ],

¹ ðåãóëÿðíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.48), äëÿ ÿêîãî çà óìîâè Â21 ñïðàâäæó-

¹òüñÿ îöiíêà

∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ||u(t, ·)||s(t),01 ≤ C(||µ||a + F21(t)),

à çà óìîâè Â31 � îöiíêà

∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ||u(t, ·)||k(t),t
1 ≤ C(||µ||a + F31(t))

i â îáîõ âèïàäêàõ u(t, ·) → µ, t → 0+, ñëàáêî, òîáòî

äëÿ äîâiëüíî�� ôóíêöi�� ψ ∈ Ψ0
∫

Rn

ψ(x)u(t, x)dx →
∫

Rn

ψ(x)dµ(x), t → 0 + .

ßêùî äîäàòêîâî âèêîíóþòüñÿ óìîâè A′
3 i (1.52), òî öåé ðîçâ'ÿçîê

¹äèíèé.

Ñôîðìóëþ¹ìî ùå òåîðåìó, ÿêà ¹ ó ïåâíîìó ðîçóìiííi îáåðíåíîþ äî òåîðåì

1.16 i 1.17.

Òåîðåìà 1.18 Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè A′
1, A

′
3 òà (1.52) i íåõàé f çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâè Â1 òà Â3p ç äåÿêèì p ∈ [1,∞]. ßêùî u � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

(1.48), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ||u(t, ·)||k(t),t
p ≤ C, (1.54)

òî ïðè 1 < p ≤ ∞ iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ ϕ ∈ Φa
p, à ïðè p = 1 � ¹äèíà

óçàãàëüíåíà ìiðà µ ∈ Ma òàêi, ùî ðîçâ'ÿçîê u çîáðàæó¹òüñÿ âiäïîâiäíî ó

âèãëÿäi (1.51) àáî (1.53).

Ç òåîðåì 1.16�1.18 âèïëèâà¹ òàêèé ïiäñóìêîâèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 1. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (1.48) ç äåÿêîþ ôóíêöi¹þ f , ÿêà çà-

äîâîëüíÿ¹ óìîâè Â1 òà Â3p, 1 < p ≤ ∞. Óìîâà (1.54) ¹ íåîáõiäíîþ i
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äîñòàòíüîþ äëÿ òàêèõ òâåðäæåíü:

1) Φa
p ¹ ìíîæèíîþ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.48);

2) ðîçâ'ÿçîê u ðiâíÿííÿ (1.48) çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi (1.51) ç ϕ ∈ Φa
p i

ïðè 1 < p < ∞ lim
t→0

||u(t, ·)−ϕ(·)||s(t),0p = 0, à ïðè p = ∞ u(t, ·) → ϕ, t →
0, ñëàáêî.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé ôóíêöiÿ f ó ðiâíÿííi (1.48) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Â1

òà Â31. Òîäi óìîâà (1.54) ç p = 1 ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ äëÿ òàêèõ

òâåðäæåíü:

1) Ma ¹ ìíîæèíîþ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.48);

2) ðîçâ'ÿçîê u ðiâíÿííÿ (1.48) çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi (1.53) ç µ ∈ Ma i

u(t, ·) → µ, t → 0, ñëàáêî.

1.3.3 Êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi â ãåëüäåðîâèõ ïðîñòî-
ðàõ. Äëÿ ôóíêöié w : Π[0,T ] → C ïîêëàäåìî

||w||(β1,β2,β3) ≡ sup
(t,x)∈Π[0,T ]

|w(t, x)|+ sup
{(t,x),(t,x′)}⊂Π[0,T ]

x6=x′

|w(t, x)− w(t, x′)|
d[x, x′; β1, β2, β3]

;

||w||(p1+β1,3p2+β2,5p3+β3) ≡ ||w||(β1,β2,β3) +
3∑

l=1

∑

0<|ml|≤pl

||∂ml
xl

w||(β1,β2,β3),

äå β1 ∈ (0, 1), β2 ∈ (0, 3), β3 ∈ (0, 5); p1 ∈ {0, 1, 2}, p2 ∈ {0, 1}, p3 ∈ {0, 1};

d[x, x′; β1, β2, β3] ≡
(

3∑
l=1

nl∑
j=1
|xlj − x′lj|2βl/(2l−1)

)1/2

� ñïåöiàëüíà âiäñòàíü ìiæ

òî÷êàìè x i x′ ç Rn.

Îçíà÷èìî òàêi ïðîñòîðè ôóíêöié:

C(β1,β2,β3), β1 ∈ (0, 1), β2 ∈ (0, 3), β3 ∈ (0, 5), � ïðîñòið óñiõ ôóíêöié w :

Π[0,T ] → C, äëÿ ÿêèõ ñêií÷åííîþ ¹ íîðìà ||w||(β1,β2,β3);

C(p1+β1,3p2+β2,5p3+β3) � ïðîñòið ôóíêöié w : Π[0,T ] → C, ÿêi ðàçîì çi ñâî��ìè
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ïîõiäíèìè ∂ml
xl

w, |ml| ≤ pl, l ∈ {1, 2, 3}, íàëåæàòü äî ïðîñòîðó C(β1,β2,β3), òîáòî

¹ ñêií÷åííîþ íîðìà ||w||(p1+β1,3p2+β2,5p3+β3);

H(p1+α1,3p2+α2,5p3+α3), p1 ∈ {0, 1, 2}, p2 ∈ {0, 1}, p3 ∈ {0, 1} � ïðîñòið ôóíêöié

ϕ : Rn → C, ÿêi ìàþòü ïîõiäíi âèãëÿäó ∂ml
xl
, |ml| ≤ pl, l ∈ {1, 2, 3}, i ñêií÷åííó

íîðìó

|ϕ|(p1+α1,3p2+α2,5p3+α3) ≡ |ϕ|(α1,α2,α3) +
3∑

l=1

∑
0<|ml|≤pl

|∂ml
xl

ϕ|(α1,α2,α3),

äå

|ϕ|(α1,α2,α3) ≡ sup
x∈Rn

|ϕ(x)|+ sup
{x,x′}⊂Rn

x 6=x′

|ϕ(x)− ϕ(x′)|
d[x, x′; α1, α2, α3]

.

Òåîðåìà 1.19. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (1.48) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

A′
1 i A′

2, f ∈ C(α,α+1,α+3), α ∈ (0, 1), à ôóíêöiÿ ϕ ∈ H(2+α,3+α,5+α) òàêà, ùî

Lϕ ∈ C(α,α+1,α+3) òà

∃C > 0 : ||Lϕ||(α,α+1,α+3) ≤ C|ϕ|(2+α,3+α,5+α).

Òîäi âèðàçîì (1.51) âèçíà÷à¹òüñÿ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (1.48),

(1.49) ç τ = 0, ÿêèé íàëåæèòü äî ïðîñòîðó C(2+α,3+α,5+α) i äëÿ ÿêîãî

ïðàâèëüíà îöiíêà

||u||(2+α,3+α,5+α) ≤ C(||f ||(α,α+1,α+3) + |ϕ|(2+α,3+α,5+α)).

1.3.4 ÔÐÇÊ äëÿ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Ôîêêåðà � Ïëàíêà �
Êîëìîãîðîâà. Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè iç [49�52] äëÿ ðiâíÿíü çàãàëüíiøî¨

ñòðóêòóðè, íiæ ðiâíÿííÿ (1.48). Öi ðiâíÿííÿ, ÿê i ðiâíÿííÿ (1.48), ¹

óçàãàëüíåííÿìè êëàñè÷íèõ ðiâíÿíü Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà ç òåîði¨

ìàðêîâñüêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ.

Íåõàé S ≡ ∂t−
n2∑

j=1

(
n1∑
l=1

b1
ljx1l

)
∂x2j

−
n3∑

j=1

(
n2∑
l=1

b2
ljx2l

)
∂x3j

� äèôåðåíöiàëüíèé
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âèðàç çi ñòàëèìè êîåôiöiiíòàìè b1
lj i b2

lj, B1 ≡

 B1

0 B1
1

B1
2


 i B2 ≡


 B2

0

B2
1


 �

ìàòðèöi, ñêëàäåíi âiäïîâiäíî ç b1
lj i b2

lj (òóò B1
0 , B1

1 , B1
2 , B2

0 i B2
1 � ìàòðèöi-

áëîêè ðîçìiðiâ n2× n3, n2× (n2 − n3), (n1− n2)× n2, n3× n3 i (n2− n3)× n3

âiäïîâiäíî),

d(t, x; τ, ξ) ≡ |t− τ |1/(2b) +
3∑

j=1
|xj − ξj|1/(2b(j−1)+1)

� ñïåöiàëüíà âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè (t, x) i (τ, ξ), äå {t, τ} ⊂ R, {x ≡
(x1, x2, x3), ξ ≡ (ξ1, ξ2, ξ3)} ⊂ Rn, à

X(t) ≡ (X1(t), X2(t), X3(t)), X1(t) ≡ x1, X2(t) ≡ x2 + t(B1)′x1,

X3(t) ≡ x3 + t(B2)′x2 +
1

2
t2(B2)′(B1)′x1, t > 0,

� ñïåöiàëüíi òî÷êè, ïîáóäîâàíi çà òî÷êîþ x ∈ Rn.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó
(

S −
∑

|k1|≤2b

ak1
(t, x)∂k1

x1

)
u = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.54)

çà òàêèõ ïðèïóùåíü:

(A′′
1) iñíó¹ ñòàëà δ > 0 òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ (t, x) ∈ Π(0,T ] i σ1 ∈ Rn1

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Re
∑

|k1|=2b

ak1
(t, x)(iσ1)

k1 ≤ −δ |σ1|2b;

(A′′
2) âèçíà÷íèêè âiäïîâiäíèõ áëîêiâ ìàòðèöü B1 i B2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

∣∣(B1
0 B1

1
)∣∣ 6= 0,

∣∣B2
0

∣∣ 6= 0;

(A′′
3) êîåôiöi¹íòè ak1

îáìåæåíi i ãåëüäåðîâi çà t, x â Π[0,T ] ó òàêîìó ñåíñi:

iñíóþòü ñòàëi H > 0 i α ∈ (0, 1] òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíèõ {(t, x), (τ, ξ)} ∈ Π[0,T ]

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|∆τ,ξ
t,xak1

(t, x)| ≤ H(d(t,X(t− τ); τ, ξ))α; (1.55)
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(A′′
4) iñíóþòü îáìåæåíi i ãåëüäåðîâi çà t, x â ñåíñi (1.55) â Π[0,T ] ïîõiäíi

∂k1
x1

ak1
, |k1| ≤ 2b.

Çà óìîâè A′′
4 äëÿ ðiâíÿííÿ (1.54) iñíó¹ ñïðÿæåíå ðiâíÿííÿ

S∗v(τ, ξ)−
∑

|k1|≤2b

(−∂ξ1
)k1(āk1

(τ, ξ)v(τ, ξ)) = 0, (τ, ξ) ∈ Π[0,T ), (1.56)

i äëÿ éîãî êîåôiöi¹íòiâ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 3).

Tåîðåìà 1.20. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè A′′
1 � A′′

3. Tîäi äëÿ ðiâíÿííÿ

(1.54) iñíó¹ ÔÐÇÊ Z, äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|∂k1
x1

Z(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−|k1|/(2b)Fc(t, x; τ, ξ), |k1| ≤ 2b,

|SZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−1Fc(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

äå Fc(t, x; τ, ξ) ≡ E
(0)
c (t, x1; τ, ξ1)

∞∑
j=0

(ĈΓ(α/(2b))(t− τ)α/(2b))j(Γ(jα/(2b)))−1×

×E
(1)
cδj

0

(t, x; τ, ξ), t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn,

E(0)
c (t, x1; τ, ξ1) ≡ exp

{
−c(t− τ)1−q|x1 − ξ1|q

}
,

E(1)
c (t, x; τ, ξ) ≡ exp

{
−c

3∑
j=1

(t− τ)1−jq|Xj(t− τ)− ξj|q
}

,

M ≡
3∑

j=1
(j − 1 + 1/(2b))nj, q ≡ 2b/(2b− 1), Ĉ i δ0 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi,

ïðè÷îìó δ0 < 1, Γ � ãàììà-ôóíêöiÿ Åéëåðà, α � ÷èñëî ç óìîâè A′′
2.

ßêùî, êðiì òîãî, âèêîíàíà óìîâà A′′
4, òî äëÿ ñïðÿæåíîãî ðiâíÿííÿ (1.56)

iñíó¹ ÔÐÇÊ Z∗, çâ'ÿçàíèé ç ÔÐÇÊ Z ðiâíiñòþ

Z∗(τ, ξ; t, x) = Z(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

i äëÿ Z âèêîíó¹òüñÿ ôîðìóëà çãîðòêè

Z(t, x; τ, ξ) =

∫

Rn

Z(t, x; λ, y)Z(λ, y; τ, ξ)dy, 0 ≤ τ < λ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn.



55

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âèïàäêó, êîëè
(
B1

0 B1
1
)

= I, B1
2 = O, B2

0 = I i

B2
1 = O (I � îäèíè÷íà, à O � íóëüîâà ìàòðèöi) òåîðåìà 1.20 äîâåäåíà â [5].

Çàãàëüíèé âèïàäîê çâîäèòüñÿ äî öüîãî ÷àñòèííîãî çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíî¨

íåâèðîäæåíî¨ çàìiíè çìiííèõ.
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2 ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÇÀÄÀ×I ÊÎØI ÄËß ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÈÕ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ Ó ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÈÕ

ÔÓÍÊÖIÉ ÏÎÂIËÜÍÎÃÎ ÇÐÎÑÒÀÍÍß

Ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ òà êîðåêòíå âèçíà÷åííÿ åëåìåíòàðíèõ

îïåðàöié íàä íåþ äîçâîëèëè ìàòåìàòèêàì ôîðìóëþâàòè çàäà÷i Êîøi äëÿ

äèôåðåíöiàëüíèõ, ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ (îïåðàòîðíèõ) ðiâíÿíü (i óñïiøíî

ðîçâ'ÿçóâàòè äåÿêi ç íèõ) ó âèïàäêó, êîëè ïî÷àòêîâi ôóíêöi¨ ¹ óçàãàëüíåíèìè.

Îäíàê ðîçøèðåííÿ êëàñiâ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ (ïåðåõiä âiä çâè÷àéíèõ

ôóíêöié äî óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, à âiäòàê � äî

íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó), çàãàëîì, ïðèçâîäèòü äî âòðàòè ïåâíèõ "õîðîøèõ"

âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ (çîêðåìà òèõ, ÿêi ¹ âèçíà÷àëüíèìè äëÿ ¨õ

ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ), à òàêîæ, äî ïîòðåáè â êîðåêòíîìó ïðîäîâæåííi

îïåðàòîðiâ (ùî ó ðiâíÿííÿõ çàäà÷ Êîøi ) íà øèðøi êëàñè ôóíêöié, i âèìàãà¹

óñâiäîìëåííÿ òîãî, ùî ðîçóìiòè ïiä ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè òà ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨

çàäà÷i Êîøi.

Îòæå, âàæëèâèìè i àêòóàëüíèìè ¹ çàäà÷i, ïîâ'ÿçàíi ç ïîáóäîâîþ

îïåðàòîðiâ, ïðîäîâæåííÿì ¨õ òà âèâ÷åííÿì âëàñòèâîñòåé, à òàêîæ ç

âiäøóêàííÿì òàêèõ êëàñiâ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié, ÿêi á çàáåçïå÷óâàëè íå ëèøå

êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi, à é íàÿâíiñòü ó ¨¨ ðîçâ'ÿçêó ïîòðiáíèõ

âëàñòèâîñòåé.

Ðîçäië ñêëàäà¹òüñÿ iç òðüîõ ïiäðîçäiëiâ.

Ïåðøèé ïiäðîçäië ñòîñó¹òüñÿ òåîði¨ îñíîâíèõ i óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié,

çàïî÷àòêîâàíî¨ ùå ó 50-õ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ Ë.Øâàðöîì, à âiäòàê

äîñòàòíüî ðîçâèíåíî¨ I.Ì. Ãåëüôàíäîì, Ã.�. Øèëîâèì, Á.Ë. Ãóðåâè÷åì òà

ií. Ó íüîìó îïèñàíî òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó ïðîñòîðiâ, ÿêi ¹ ðåçóëüòàòîì
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ðîçøèðåííÿ âiäîìèõ ïðîñòîðiâ Á.Ë. Ãóðåâè÷à (øëÿõîì ïîïîâíåííÿ ¨õ

íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè, ÿêi íåîáîâ'ÿçêîâî öiëi), âèâ÷åíî

ïèòàííÿ ¨õíüî¨ äâî¨ñòîñòi çà Ôóð'¹; ñôîðìóëüîâàíî êðèòåðié çãîðòóâà÷à òà

ìóëüòèïëiêàòîðà â ïðîñòîðàõ òèïó S, çíàéäåíî ïåâíi êëàñè çãîðòóâà÷iâ

ó öèõ ïðîñòîðàõ, ÿêi ìiñòÿòü ó ñîái êëàñ ôiíiòíèõ óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöié, âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè íåòðèâiàëüíîñòi ïðîñòîðiâ

Á.Ë.Ãóðåâè÷à òà âèâ÷åíî çâ'ÿçîê ìiæ íèìè. Çàçíà÷èìî, ùî äàíi ïðîñòîðè

¹ ïðèðîäíèì ñåðåäîâèùåì äîñëiäæåííÿ çàäà÷ Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ

ðiâíÿíü. Ðåçóëüòàòè, îäåðæàíi ó öüîìó ïóíêòi, íàëåæàòü Â.À. Ëiòîâ÷åíêó òà

Ò.I.Ãîòèí÷àí [53�63].

Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè ïðî ïîáóäîâó îïåðàòîðà

Áåññåëÿ äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ ç äîäàòíèì ïàðàìåòðîì ó ïðîñòîðàõ

òèïó S, ïðîäîâæåííÿ éîãî íà ïðîñòîðè óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó

óëüòðàðîçïîäiëiâ.

×àñòêîâèì âèïàäêîì äàíîãî îïåðàòîðà ¹ âiäîìèé îïåðàòîð Áåññåëÿ

äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ (òîáòî îïåðàòîð, îáåðíåíèé äî äðîáîâîãî ñòåïåíÿ

(E −∆)−1/2, äå E � îäèíè÷íèé îïåðàòîð, à ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà).

Ïîáóäîâîþ ó ðiçíèõ ïðîñòîðàõ òà âèâ÷åííÿì âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðà

Áåññåëÿ äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ çàéìàëèñÿ N. Aronszajn, K.T. Smith,

A.P. Calderon, R. Adams, Â.À. Íîãií, Á.Ñ. Ðóáií òà ií.

Òðåòié ïiäðîçäië ìiñòèòü ðåçóëüòàòè ïðî öiëêîâèòó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i

Êîøi äëÿ êëàñè÷íèõ ïàðàáîëi÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (òîáòî ðiâíÿíü,

ïàðàáîëi÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì, Åéäåëüìàíîì òà Øèëîâèì), à òàêîæ

äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîëiíîìiàëüíîãî òà

iíòåãðàëüíîãî âèãëÿäiâ ç ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ ç
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äîäàòíèì ïàðàìåòðîì òà Å. Ïîñòà, ó ïðîñòîðàõ, ïîðîäæåíèõ âèçíà÷àëüíèìè

âëàñòèâîñòÿìè ¨õ âiäïîâiäíèõ ÔÐ. Ïðè öüîìó: à) îïèñàíî "ìàêñèìàëüíi"

êëàñè ïî÷àòêîâèõ äàíèõ çàäà÷i Êîøi, ÿêi çàáåçïå÷óþòü íå ëèøå iñíóâàííÿ

òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ, à i íàÿâíiñòü ó íèõ òèõ âëàñòèâîñòåé ãëàäêîñòi òà

ïîâåäiíêè â îêîëi íåñêií÷åííî âiääàëåíèõ òî÷îê, ùî é ó ÔÐ öèõ çàäà÷; á)

íàâåäåíî àëüòåðíàòèâíèé ìåòîä äîñëiäæåííÿ ÔÐÇÊ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ çà

Øèëîâèì ðiâíÿíü ç êîåôiöi¹íòàìè, çàëåæíèìè âiä ÷àñó, ÿêèé íå ïîòðåáó¹

âèêîðèñòàííÿ äîäàòêîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè � ðîäó ðiâíÿííÿ çàäà÷i Êîøi (íà

âiäìiíó âiä òðàäèöiéíîãî ìåòîäó, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi òåîðåì òèïó

Ôðàãìåíòà-Ëiíäåëüîôà) i, òàêèì ÷èíîì, çíÿòî ïèòàííÿ ïðî âèðàæåííÿ ðîäó

ðiâíÿííÿ ÷åðåç éîãî ïîðÿäîê òà ïîêàçíèê ïàðàáîëi÷íîñòi; â) ñôîðìóëüîâàíî

òåîðåìè ïðî ÿêiñíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi. Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi

ó äðóãîìó òà òðåòüîìó ïiäðîçäiëàõ, íàëåæàòü Â.À. Ëiòîâ÷åíêó [53, 54, 56, 57,

64�70].

2.1 Ïðîñòîðè îñíîâíèõ i óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié
Íåõàé x = (x1; . . . ; xn), y = (y1; . . . ; yn) � åëåìåíòè ïðîñòîðó Rn, (x, y) =

n∑
j=1

xjyj � ñêàëÿðíèé äîáóòîê â Rn, ‖x‖ = (x, x)1/2; Cm(M) � ïðîñòið óñiõ m

ðàçiâ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié íà ìíîæèíi M . Äëÿ äîâiëüíèõ

α > 0, β > 0 ïîêëàäåìî

Sβ = {ϕ ∈ C∞(Rn)

∣∣∣∣ ∃B > 0 ∀q ∈ Zn
+ ∃cq > 0 ∀k ∈ Zn

+ ∀x ∈ Rn :

|xqDkϕ(x)| ≤ cqB
|k|kβk};

Sα = {ϕ ∈ C∞(Rn)

∣∣∣∣ ∃A > 0 ∀k ∈ Zn
+ ∃ck > 0 ∀q ∈ Zn

+ ∀x ∈ Rn :

|xqDkϕ(x)| ≤ ckA
|q|qαq};

Sβ
α = {ϕ ∈ C∞(Rn)

∣∣∣∣ ∃C > 0 ∃A > 0 ∃B > 0 ∀{k; q} ⊂ Zn
+ ∀x ∈ Rn :
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|xqDkϕ(x)| ≤ cA|q|B|k|kβkqαq},

äå Zn
+ � öiëî÷èñåëüíà ðåøiòêà ó ïðîñòîði Rn ç íåâiä'¹ìíèìè êîìïîíåíòàìè;

|m| = m1 + · · ·+ mn, mβm = mβm1

1 . . . mβmn
n , m ∈ Zn

+.

Çàçíà÷èìî, ùî Sβ
α = Sα

⋂
Sβ, ÿêùî α > 0, β > 0. Öi ïðîñòîðè

áóëè ïîáóäîâàíi I.Ì. Ãåëüôàíäîì i Ã.�. Øèëîâèì â [71] òà íàçâàíi íèìè

ïðîñòîðàìè òèïó S, äå S � âiäîìèé ïðîñòið Ë. Øâàðöà [72].

Ïðîñòîðè Sβ
α íåòðèâiàëüíi ïðè α +β ≥ 1, α > 0, β > 0 i ñêëàäàþòüñÿ ç òèõ

i ëèøå òèõ ϕ ∈ C∞(Rn), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

|Dk
xϕ(x)| ≤ cB|k|kβke−δ‖x‖1/α

, k ∈ Zn
+, x ∈ Rn

+,

ç äåÿêèìè äîäàòíèìè ñòàëèìè c, B i δ, çàëåæíèìè òiëüêè âiä ôóíêöi¨ ϕ, à

ϕν
Sβ

α−→
ν→∞

ϕ, äå {ϕ; ϕν, ν ≥ 1} ⊂ Sβ
α, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè [71]:

1) Dk
xϕν

x∈K⊂Rn

⇒
ν→+∞

Dk
xϕ (∀k ∈ Zn

+), äå K � äîâiëüíà êîìïàêòíà ìíîæèíà ç Rn

(òîáòî ïîñëiäîâíiñòü ϕν, ν ≥ 1 ïðàâèëüíî çáiãàþòüñÿ äî ϕ íà Rn);

2) |xqDk
xϕν(x)| ≤ cA|q|B|k|kβkqαq, {q; k} ⊂ Zn

+, ν ≥ 1, x ∈ Rn, äå c, A, B �

äîäàòíi ñòàëi, íå çàëåæíi âiä q, k, ν òà x.

×åðåç Φ′ ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ,

âèçíà÷åíèõ íà Φ çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ. Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ óçàãàëüíåíî¨

ôóíêöi¨ f ∈ Φ′, à òàêîæ çãîðòêó öi¹¨ ôóíêöi¨ ç ôóíêöiîíàëîì òèïó ôóíêöi¨ ϕ

ç Φ (ïîçíà÷àòèìåìî ϕ ∗ f) âèçíà÷èìî ç äîïîìîãîþ íàñòóïíèõ ñïiââiäíîøåíü

[71]:

< F [f ], F [ψ] >= (2π)n < f, ψ >,

< ϕ ∗ f, ψ >=< f, ϕ ∗ ψ >, ψ ∈ Φ

(òóò âèðàçîì < g, ψ > ïîçíà÷èìî äiþ ôóíêöiîíàëà g íà ψ).
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Ãîâîðèòèìåìî, ùî ôóíêöiîíàë f ç Φ′ äiéñíîçíà÷íèé, ÿêùî < f, ϕ > =<

f, ϕ > äëÿ âñiõ ϕ ∈ Φ (òóò (·) ïîçíà÷à¹ êîìïëåêñíó ñïðÿæåíiñòü).

Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ [55].

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé f � äiéñíîçíà÷íèé ôóíêöiîíàë ç Φ′ =

{(Sα)′; (Sβ)′; (Sβ
α)′}, α > 0, β > 0, à ϕ ∈ Φ. Òîäi

1) < f, ϕ(·+ ξ) >∈ C∞(Rn);

2) ϕ ∗ f =< f, ϕ(·+ ξ) >;

3) F [ϕ ∗ f ] = F [f ]F [ϕ].

Âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié âiäiãðàþòü òàêi åëåìåíòè f

ç Φ′, ùî: 1) (f ∗ ϕ)(·) ∈ Φ (∀ϕ ∈ Φ); 2) äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {ϕ; ϕν, ν ≥
1} ⊂ Φ, òàêî¨, ùî ϕν

Φ−→
ν→∞

ϕ, âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü {f ∗ϕν, ν ≥ 1} ïðàãíå äî

f ∗ϕ ó ïðîñòîði Φ ïðè ν →∞. �õ ùå íàçèâàþòü çãîðòóâà÷àìè ó Φ. Çàçíà÷èìî,

ùî êîæíà ôiíiòíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ç S ′ ¹ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîðàõ S,

Sα, Sβ òà Sβ
α [71]. Ïðîòå íå ëèøå óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì

¹ çãîðòóâà÷åì ó çàçíà÷åíèõ ïðîñòîðàõ îñíîâíèõ ôóíêöié. Îïèøåìî êëàñè

çãîðòóâà÷iâ, åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ íå îáîâ'ÿçêîâî ôiíiòíi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F ñóêóïíiñòü óñiõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ç S ′, ÿêi ìàþòü

íàñòóïíó âëàñòèâiñòü. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ F iñíó¹ p ∈ Z+, à òàêîæ

çâè÷àéíi ôóíêöi¨ fq(·), q ∈ Zn
+, |q| ≤ p òàêi, ùî

∀k ∈ Zn
+ ∃cq(k) > 0 : |fq(x)| ≤ cq(k)/(1 + ‖x‖)|k| (2.1)

ìàéæå ñêðiçü íà Rn, ïðè÷îìó

< f, ϕ >=
∑

|q|≤p

∫

Rn

fq(x)Dq
xϕ(x)dx, ϕ ∈ S.

Ñèìâîëîì Fα, α > 0, ïîçíà÷èìî âñi òi åëåìåíòè ç F , äëÿ ÿêèõ ó (2.1)

cq(k) = cqA
|k|
q kαk, äå cq, Aq � äîäàòíi ñòàëi, íåçàëåæíi âiä k. Çi ñòðóêòóðè
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ôiíiòíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ç ïðîñòîðó S ′ [71, ñ.145] îäåðæó¹ìî, ùî f ∈
Fα, α > 0.

Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ [56].

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé f ∈ Fα (F ), äå α > 0. Òîäi f � çãîðòóâà÷ ó Φ ∈
{Sα; Sβ

α} (Φ ∈ {S; Sβ}) äëÿ äîâiëüíîãî β > 0.

Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçóþòü çãîðòóâà÷i â ïðîñòîðàõ òèïó S [53,

56].

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé γ > 0, α = 1
γ , β ≥





1− 1

γ
, γ = 2m,

1, γ 6= 2m,
, m ∈ N,

Φ ∈ {Sα; Sα
β}, gδ(·) = F−1[e−δ(1+‖x‖2)γ/2

](·), δ > 0, à f � çãîðòóâà÷ ó Φ. Òîäi:

1) ∀δ1 > 0 ∀δ2 > 0: F [f ∗ gδ1
]

F [gδ1
]

=
F [f ∗ gδ2

]

F [gδ2
]

;

2) F [f ∗ gδ]

F [gδ1
]

� ìóëüòèïëiêàòîð ó Φ̃ äëÿ âñiõ δ > 0;

3) F [f ] � ðåãóëÿðíèé ôóíêöiîíàë ç Φ̃′, ïîðîäæåíèé F [f ∗ gδ]

F [gδ]
;

4) ∀ϕ ∈ Φ ∀ξ ∈ Rn: F [f ∗ ϕ](ξ) = F [f ](ξ)F [ϕ](ξ) (òóò Φ̃ = F [Φ], à F−1 �

îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹).

Òåîðåìà 2.4 (êðèòåðié çãîðòóâà÷à). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè

ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè, òîäi äëÿ òîãî, ùîá f ç Φ′ áóâ çãîðòóâà÷åì ó Φ,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá F [f ] áóâ ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði Φ̃. Ïðè

öüîìó çàâæäè ìàòèìå ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ:

F [f ∗ ϕ](ξ) = F [f ](ξ)F [ϕ](ξ), ξ ∈ Rn, ϕ ∈ Φ.

Ùî æ äî ìóëüòèïëiêàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ òèïó S, òî ¨õ ìîæíà

âiäñëiäêîâóâàòè çãiäíî ç òàêèìè òâåðäæåííÿìè [54, 56].

Òåîðåìà 2.5 (êðèòåðié ìóëüòèïëiêàòîðà). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ
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âñi ïðèïóùåííÿ ç òåîðåìè 2.3, òîäi äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ µ(·)
áóëà ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði Φ̃, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

µ(·)e−δ(1+‖·‖2)γ/2 ∈ Φ̃ äëÿ êîæíîãî äîñòàòíüî ìàëîãî δ > 0.

Äàëi, íåõàé ωj(·) � çðîñòàþ÷à, íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà [0; +∞), ïðè÷îìó

ωj(0) = 0 i lim
x→+∞

ωj(x) = +∞, j = 1, n. Ïîêëàäåìî äëÿ x ≥ 0 Ωj(x) =
x∫

0

Ωj(ξ)dξ, j = 1, n. Ïðè êîæíîìó j ∈ {1, . . . , n} ôóíêöiÿ Ωj(·) ìà¹

âëàñòèâîñòi [57, 73]: 1) âîíà äèôåðåíöiéîâíà, çðîñòàþ÷à íà [0; +∞); 2) Ωj(0) =

0, lim
x→+∞

Ωj(x) = +∞; 3) Ωj(·) � îïóêëà ôóíêöiÿ, òîáòî: à) ∀{x1; x2} ⊂ [0; +∞):

Ωj(x1)+Ωj(x2) ≤ Ωj(x1+x2); á) ∀δ ≥ 1 ∀x ∈ [0; +∞): Ωj(δx) ≥ δΩj(x); â) ∀δ ∈
(0; 1) ∀x ∈ [0; +∞): Ωj(δx) ≤ δΩj(x). Äîâèçíà÷èìî Ωj(·), j = 1, n, íà (−∞; 0]

ïàðíèì ÷èíîì i íåõàé −→Ω(x)
def
= {Ω1(x1); . . . ; Ωn(xn)}, x ∈ Rn. Ïîðó÷ ç −→Ω(·)

ðîçãëÿíåìî −→M(x) = {M 1(x1); . . . ; Mn(xn)}, äå M ν(·) � ôóíêöiÿ, àíàëîãi÷íà

äî Ων(·), ïîáóäîâàíà çà ôóíêöi¹þ µν(·), ÿêà ìà¹ òàêi æ âëàñòèâîñòi, ùî i

ôóíêöiÿ ων(·).
Çà ôóíêöiÿìè −→

M , −→Ω áóäó¹ìî ïðîñòîðè W−→
M, W

−→
Ω , W

−→
Ω−→

M
. Ïðàâèëüíi òàêi

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.6. Äëÿ ôóíêöi¨ ϕ ∈ W
−→
Ω−→

M
íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1) ∃c > 0 ∃a ≡ (a1, a2, . . . , an) > 0 ∃b ≡ (b1, b2, . . . , bn) > 0 ∀z = x + iy ≡
(x1+ iy1, x2 + iy2, . . . , xn + iyn) ∈ Cn: |ϕ(z)| ≤ c

n∏

j=1

exp{−M j(ajxj)+Ωj(bjyj)};

2) ∃c′ > 0 ∃a′ ≡ (a′1, a
′
2, . . . , a

′
n) > 0 ∃b′ ≡ (b′1, b

′
2, . . . , b

′
n) > 0 ∀{k, m} ⊂

Zn
+ ∃νkj

∈ [0, kj) ∃ρmj
∈ [0,mj), j ∈ {1, 2, . . . , n}, ∀x ≡ (x1, x2, . . . , xn) ∈

Rn: |xkDmϕ(x)| ≤ c′m!
n∏

j=1

(
b′j

ρmj

)mj
(

νkj

a′j

)kj

exp{Ωj(ρmj
) − M j(νkj

)}, äå ρmj

� ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ tωj(t) = mj, mj ∈ Z+, νkj
� ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ tµj(t) =

kj, kj ∈ Z+, j ∈ {1, 2, . . . , n}, m! = m1!m2! . . .mn!.
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Òåîðåìà 2.7. Äëÿ ôóíêöi¨ ϕ ∈ W−→
M íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1) ∃a ≡ (a1, a2, . . . , an) > 0 ∀k ≡ (k1, k2, . . . , kn) ∈ Zn
+ ∃ck > 0 ∀x ≡

(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn: |Dkϕ(x)| ≤ ck

n∏
j=1

exp{−M j(ajxj)};

2) ∃a′ ≡ (a′1, a
′
2, . . . , a

′
n) > 0 ∀k ≡ (k1, k2, . . . , kn) ∈ Zn

+ ∃c(1)
k > 0

∀l ≡ (l1, l2, . . . , ln) ⊂ Z+
n ∃νlj ∈ [0, lj), j ∈ {1, 2, . . . , n}, ν0 = 0, ∀x ≡

(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn: |xlDkϕ(x)| ≤ c
(1)
k

n∏
j=1

{(
νlj

a′j

)lj

exp{−M j(νlj)}
}
, äå νlj

� ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ xjµj(xj) = lj, lj ∈ Z+, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òåîðåìà 2.8. Äëÿ ôóíêöi¨ ϕ ∈ W

−→
Ω íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1) ∃b ≡ (b1, b2, . . . , bn) > 0 ∀l ∈ Zn
+ ∃cl > 0 ∀z = x + iy ≡ (x1 + iy1, x2 +

iy2, . . . , xn + iyn) ∈ Cn: |zlϕ(z)| ≤ cl

n∏
j=1

exp{Ωj(bjyj)};

2) ∃b′ ≡ (b′1, b
′
2, . . . , b

′
n) > 0 ∀l ∈ Zn

+ ∃c′l > 0 ∀kj ∈ Z+, j ∈
{1, 2, . . . , n}, ∃ρkj

∈ [0, kj), ρ0 = 0, ∀x ≡ (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn: |xlDkϕ(x)| ≤
c′lk!

n∏
j=1

( b′j
ρkj

)kj

exp{Ωj(ρkj
)}, äå ρkj

� ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ xjωj(xj) = kj, kj ∈

Z+, j ∈ {1, 2, . . . , n}, k! = k1!k2! . . . kn!.

Ðåçóëüòàòè, ñôîðìóëüîâàíi ó òåîðåìàõ 2.6 � 2.8, íàëåæàòü Ò.I. Ãîòèí÷àí.

ßê i ïðîñòîðè òèïó Sβ
α, α ≥ 0, β ≥ 0, ïðîñòîðè W

−→
Ω−→

M
ìîæóòü âèÿâèòèñÿ

òðèâiàëüíèìè (òîáòî ìiñòèòè ëèøå ¹äèíó ôóíêöiþ ϕ ≡ 0). Òîìó âèíèêà¹

ïèòàííÿ: ÿêi óìîâè ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè âåêòîð-ôóíêöi¨ −→Ω i −→M , ùîá ïðîñòið

W
−→
Ω−→

M
áóâ íåòðèâiàëüíèì.

Ùå ó 50-õ ðîêàõ XX ñòîëiòòÿ Á.ß.Ëåâií îïèñàâ îäèí êëàñ ôóíêöié−→M i −→Ω ,

äëÿ ÿêèõ ïðîñòið W
−→
Ω−→

M
íåòðèâiàëüíèé [71]. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âiäïîâiäü äà¹

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.9. Äëÿ òîãî, ùîá ïðîñòið W
−→
Ω−→

M
áóâ íåòðèâiàëüíèì, íåîáõiäíî
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i äîñèòü, ùîá âèêîíóâàëèñÿ óìîâè:

inf
kj∈N

νkj

ρkj

> 0, j ∈ {1, 2, . . . , n}, (2.2)

äå ρkj
� ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ xjω(xj) = kj, à νkj

� ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ xjµj(xj) =

kj, kj ∈ Z+.

Òîäi óìîâîþ òðèâiàëüíîñòi ïðîñòîðó W
−→
Ω−→

M
¹ óìîâà

inf
kj∈N

νkj

ρkj

= 0, j ∈ {1, 2, . . . , n}, (2.3)

Çàçíà÷èìî, ùî óìîâè (2.2) åêâiâàëåíòíi óìîâàì

∀j ∈ {1, 2, . . . , n} ∃cj > 0 ∃dj > 0 ∀xj ∈ R : Ωj(xj) ≥ cjM j(dj xj),

à óìîâè (2.3) � óìîâàì

∀{aj, bj} ⊂ (0; +∞) : lim
x→+∞

(Ωj(bjxj)−M j(ajxj)) = −∞, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Çãiäíî ç òåîðåìàìè 2.6 � 2.8 âêëàäåííÿ W
−→
Ω−→

M
⊂ W

−→
Ω
⋂

W−→
M î÷åâèäíå.

Ïðàâèëüíå é îáåðíåíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.10. Äëÿ äîâiëüíèõ îïóêëèõ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ

âåêòîð-ôóíêöié −→M i −→Ω ïðàâèëüíà ðiâíiñòü W
−→
Ω−→

M
= W−→

M ∩W
−→
Ω .

Òåîðåìè 2.9 � 2.10 íàëåæàòü Ãîòèí÷àí Ò.I. é îïóáëiêîâàíi ó âèïàäêó ôóíêöi¨

îäíi¹¨ çìiííî¨ ó [60].

Ó ïðàöi [71] âñòàíîâëåíî òàêèé ôàêò: ÿêùî öiëà ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹

íåðiâíîñòi

|f(z)| ≤ c1 exp{b|z|p}, |f(x)| ≤ c2 exp{a|x|h}, z ∈ C, x ∈ R,

äå a 6= 0, 0 < h ≤ p, c1 > 0, c2 > 0, òî iñíó¹ îáëàñòü Gµ âèãëÿäó |y| ≤
L(1 + |x|)µ, 1− (p− h) ≤ µ ≤ 1, L > 0, â ÿêié âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

|f(z)| ≤ c3 exp{a′|x|h}, c3 = max(c1, c2);
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äå a′ òîãî æ çíàêó, ùî i a, ïðè÷îìó ñòàëó a′ ìîæíà âèáðàòè ÿê çàâãîäíî

áëèçüêîþ äî a.

ßêùî ôóíêöi¨ M i Ω çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: 1) C1
Ωxp−1 < Ω(x) ≤ C

(2)
Ω xp,

p ≥ 2, x ≥ 0, C
(1)
Ω > 0, C

(2)
Ω > 0; 2) Ω(x) ≥ M(dx), x ≥ 0, d > 0, òî ìà¹ ìiñöå

òâåðäæåííÿ [61, 62].

Òåîðåìà 2.11. ßêùî öiëà ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

|f(z)| ≤ c1 exp{Ω(b|z|)}, |f(x)| ≤ c2 exp{−M(a|x|)}, z ∈ C, x ∈ R,

òî iñíó¹ îáëàñòü

G = {z = x + iy
∣∣∣ |y| ≤ L

M(x)

(Ω(x))′x
, x ≥ x0 > 0, L > 0},

â ÿêié âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(z)| ≤ c3 exp{−M(a′|x|)}, c3 = max(c1, c2),

ïðè÷îìó ñòàëó a′ ìîæíà âèáðàòè ÿê çàâãîäíî áëèçüêîþ äî a.

Ãîâîðèòèìåìî, ùî ïîñëiäîâiíñòü {αk, k ∈ Z+} ⊂ Rn çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

À, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ν ∈ {1, . . . , n}: 1) 0 < αν,kν
< αν,kν+1, kν ∈ Zn

+; 2)

lim
kν→∞

αν,kν
= +∞; 3) ∃cν > 0 ∀Aν > 0 ∀kν ∈ Z+:

αν,kν+r

αν,kν

≤ cνA
kν
ν . Ïðèêëàäîì

òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ¹ ïîñëiäîâíiñòü iç çàãàëüíèì ÷ëåíîì αk = {kβk1

1 ; . . . ; kβkn
n },

βν > 0, kν ∈ Z+, ν = 1, n.

Ïîêëàäåìî

W
{αk}
−→
Ω

= {ϕ ∈ C∞(Rn)
∣∣∣ ∃c > 0∃A > 0∃δ > 0 ∀k ∈ Zn

+ ∀x ∈ Rn :

|Dk
xϕ(x)| ≤ cA|k|

( n∏
ν=1

αν,kν

)
e
−

n∑
ν=1

Ων(δxν)};

W
−→
M
{αk} = {ϕ ∈ C∞(Cn)

∣∣∣ ∃c > 0∃B > 0 ∃b > 0 ∀k ∈ Z+n∀z = x + iy ∈ Cn :

|zkϕ(z)| ≤ cB|k|
( n∏

ν=1

αν,kν

)
exp{

n∑
ν=1

M ν(byν)}}.
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×åðåç W
{αk},A
−→
Ω ,a i W

−→
M,b
{αk},B ïîçíà÷èìî ñóêóïíîñòi óñiõ òèõ ôóíêöié ϕ ∈ W

{αk}
−→
Ω

i, âiäïîâiäíî, ψ ∈ W
−→
M
{αk}, äëÿ ÿêèõ ïðàâèëüíi íåðiâíîñòi

|Dk
xϕ(x)| ≤ cÂ|k|

( n∏
ν=1

αν,kν

)
exp{−

n∑
ν=1

Ων(âxν)}, x ∈ Rn;

|zkψ(z)| ≤ cB̌|k|
( n∏

ν=1

αν,kν

)
exp{

n∑
ν=1

M ν(b̌yν)}, z = x + iy ∈ Cn,

äëÿ âñiõ k ∈ Zn
+, äå Â ≥ A, â ≤ a, B̌ ≥ B i b̌ ≥ b � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi.

ßêùî äëÿ ϕ ∈ W
{αk},A−→
Ω ,a

òà ψ ∈ W
−→
M,b
{αk},B ïîêëàñòè

‖ϕ‖δρ = sup
x∈Rn

k∈Zn
+

{|Dk
xϕ(x)|/((A + δ)|k|

( n∏
ν=1

αν,kν

)
exp{−

n∑
ν=1

Ων(a(1− ρ)xν)})},

‖ψ‖δρ = sup
z∈Cn

k∈Zn
+

{|zkψ(z)|/((B + δ)|k|
( n∏

ν=1

αν,kν

)
exp{

n∑
ν=1

M ν(b(1 + ρ)yν)})},

{δ, ρ} ⊂ {1/n; n ≥ 2},

òî ç öèìè íîðìàìè ïðîñòîðè W
{αk},A−→
Ω ,a

òà W
−→
M,b
{αk},B ¹ ïîâíèìè, äîñêîíàëèìè,

çëi÷åííî íîðìîâàíèìè; W
{αk}
−→
Ω

=
⋃

A,a>0
W

{αk},A−→
Ω ,a

òà W
−→
M
{αk} =

⋃
B,b>0

W
−→
M,b
{αk},B.

ïðè÷îìó ïîñëiäîâíiñòü {ϕν, ν ≥ 1} ⊂ W
{αk}
−→
Ω

çáiãà¹òüñÿ äî ϕ ∈ W
{αk}
−→
Ω

ïðè

ν → +∞ ó öüîìó ïðîñòîði (ïîçíà÷àòèìåìî ϕν

W
{αk}
−→
Ω−→

ν→∞
ϕ) òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè: à) {ϕν, ν ≥ 1} � ïðàâèëüíî çáiæíà â Rn; á) âîíà îáìåæåíà ó W
{αk}
−→
Ω

;

à ψν

W
−→
M

{αk}−→
ν→∞

ψ, äå {ψ; ψν, ν ≥ 1} ⊂ W
−→
M

{αk} ëèøå òîäi, êîëè: à) ôóíêöi¨ ψν

ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ äî ψ â êîæíié îáìåæåíié îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè;

á) {ψν, ν ≥ 1} � îáìåæåíà ó W
−→
M

{αk} [63].

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ {αk, k ∈ Zn
+}, {βk, k ∈ Zn

+}, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó À

i òàêèõ, ùî

αν,kν
≤ βν,kν

, kν ∈ Z+, ν = 1, n,
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ïðàâèëüíi íàñòóïíi âêëàäåííÿ:

W
{αk}
−→
Ω

⊂ W
{βk}
−→
Ω

⊂ W−→
Ω ⊂ S ⊂ W ′−→

Ω
⊂ (W

{βk}
−→
Ω

)′ ⊂ (W
{αk}
−→
Ω

)′,

W
−→
M

{αk} ⊂ W
−→
M

{βk} ⊂ W
−→
M ⊂ S ⊂ (W

−→
M)′ ⊂ (W

−→
M

{βk})
′ ⊂ (W

−→
M

{αk})
′,

äå W−→
Ω , W

−→
M, W

−→
M−→
Ω
� ïðîñòîðè òèïó W , ïîáóäîâàíi Á.Ë. Ãóðåâè÷åì ó [74].

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî â W
{αk}
−→
Ω

ó çàëåæíîñòi âiä {αk, k ∈ Zn
+} ìîæóòü

ìiñòèòèñÿ íå ëèøå öiëi ôóíêöi¨, ÿê öå âèìàãà¹òüñÿ äëÿ ïðîñòîðó W
−→
M

{αk}, à

inf
kν∈Z+

{
cBkναν,kν

|zν|kν

}
, íå çàâæäè ¹ ôóíêöi¹þ ç âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ e−Ων(zν),

ν = 1, n, ùî ¹ îáîâ'ÿçêîâèì äëÿ ïðîñòîðó W
−→
M−→
Ω
. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ÿêùî

M ν(·) = | · |1/α, 0 < α < 1, à αν,kν
= kβkν

ν , kν ∈ Z+, ν = 1, n, β > 0, òî

W
{αk}
−→
Ω

= Sβ
α. Îòæå, W

{αk}
−→
Ω

i W
−→
M

{αk} ¹ ïåâíèì óçàãàëüíåííÿì ïðîñòîðiâ W
−→
M−→
Ω

é

Sβ
α. Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ [63].

Òåîðåìà 2.12. ßêùî ôóíêöi¨ M ν(·) i Ων(·) âçà¹ìîäâî¨ñòi çà Þíãîì, ν =

1, n, à ïîñëiäîâíiñòü {αk, k ∈ Zn
+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó À, òî

F [W
{αk}
−→
Ω

] = W
−→
M

{αk}, F [W
−→
M

{αk}] = W
{αk}
−→
Ω

,

ïðè÷îìó îïåðàòîð Ôóð'¹ F íà öèõ ïðîñòîðàõ ¹ íåïåðåðâíèì i

âçà¹ìîîäíîçíà÷íèì.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä. Íåõàé n = 1, P (x) = 2 (a+x)γ/2

ln(a+x2) , x ∈ Rn, a > 1, γ > 1,

ïðè÷îìó a i γ òàêi, ùî ôóíêöiÿ Ω1(·) = P (·) − P (0) ¹ îïóêëîþ íà [0; +∞).

Òîäi äëÿ êîæíîãî δ > 0 ôóíêöiÿ θδ(·) = exp{−δP (·)} íàëåæèòü äî ïðîñòîðó

W
{k!}
Ω1

. Áiëüøå òîãî, äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ µ(·) áóëà ìóëüòèïëiêàòîðîì ó

ïðîñòîði Φ ∈ {WΩ1
; W

{kβk}
Ω1

, β ≥ 1}, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ êîæíîãî

ôiêñîâàíîãî δ, 0 < δ ¿ 1, äîáóòîê µ(·)θδ(·) íàëåæàâ ïðîñòîðó Φ [57].

2.2 Îïåðàòîð Áåññåëÿ äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ ç äîäàòíèì
ïàðàìåòðîì
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Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìîâà éòèìå ïðî ïîáóäîâó îáåðíåíîãî îïåðàòîðà äî

äðîáîâîãî ñòåïåíÿ (aE −∆)−1/2, a > 0, ó ïðîñòîði S òà ïðîäîâæåííÿ éîãî íà

ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ïîâiëüíîãî çðîñòàííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ (a+ξ)−α/2, ξ ∈ Rn, a > 0. Çãiäíî ç âiäîìîþ ôîðìóëîþ

Áîõíåðà

F−1[(a+ξ)−α/2](x) =
a

n−α
4 K(n−α)/2(a

1/2‖x‖)
(2π)n/22(α−2)/2Γ(α/2)‖x‖(n−α)/2 , α > (n−1)/2, x ∈ Rn\{0}.

Òóò Kν(·) � ôóíêöiÿ Ìàêäîíàëüäà ïîðÿäêó ν, à Γ(·) � ãàììà-ôóíêöiÿ

Åéëåðà.

Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

Gα(a, x) :=
a

n−α
4 K(n−α)/2(a

1/2‖x‖)
(2π)n/22(α−2)/2Γ(α/2)‖x‖(n−α)/2 , x ∈ Rn \ {0}.

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ôóíêöiÿ Gα(a, ·) ìà¹ çìiñò óæå ïðè äîâiëüíîìó α > 0.

I îñêiëüêè

Gα(a, ·)|a=1 = Gα(·), α > 0,

äå Gα(·) � çâè÷àéíå Áåññåëåâå ÿäðî (äèâ. ïðàöi N.Aronszajn, K.T.Smith,

A.P.Calderon, R.Adams), òî íàäàëi Gα(a, ·) íàçèâàòèìåìî Áåññåëåâèì ÿäðîì

ç äîäàòíèì ïàðàìåòðîì.

Ôóíêöiÿ Gα(a, ·) ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi [65]:

1) Gα(a, ·) ∈ L1(Rn), a > 0, α > 0 (òóò Lp(Rn) � ïðîñòið âèçíà÷åíèõ íà Rn

àáñîëþòíî ñóìîâíèõ çi ñòåïåíåì p ôóíêöié);

2) F [Gα(a, ξ)](x) = (a + x2)−α/2, a > 0, α > 0, x ∈ Rn;

3) ∀a > 0 ∀α > 0 ∀β > 0 ∀x ∈ Rn \ {0}: Gα(a, x) ∗Gβ(a, x) = Gα+β(a, x);

4)
∫

Rm

Gα(a, ξ)dξ = a−α/2, α > 0, a > 0.

Îçíà÷èìî òåïåð Áåññåëiâ ïîòåíöiàë ç äîäàòíèì ïàðàìåòðîì ðiâíiñòþ

Gα
aϕ = Gα(a, ·) ∗ ϕ, α > 0, a > 0.
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Âèõîäÿ÷è ç âëàñòèâîñòåé Gα(a, ·), îäåðæó¹ìî, ùî

Gα
aϕ : Lp(Rn) → Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞, α > 0, a > 0,

ïðè÷îìó

∀ϕ ∈ Lp(Rn) : ‖Ga
αϕ‖Lp(Rn) ≤ a−α/2‖ϕ‖Lp(Rn), α > 0, a > 0,

òîáòî Ga
α ïîðîäæó¹ ó Lp(Rn) îáìåæåíèé îïåðàòîð (òóò ‖ · ‖Lp(Rn) � íîðìà ó

ïðîñòîði Lp(Rn) ).

Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ [65].

Òåîðåìà 2.13. ∀ϕ ∈ Lp(Rn) ∀ξ ∈ Rm: F [Gα
aϕ](ξ) = (a + ξ2)−α/2F [ϕ](ξ),

a > 0, α > 0.

Äàíå òâåðäæåííÿ îäåðæó¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî ç ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ

Ôóð'¹ çãîðòêè òà ç âëàñòèâîñòåé Gα(a, ·).
Ïiâãðóïîâà âëàñòèâiñòü Gα(a, ·) ïîðîäæó¹ âiäïîâiäíó âëàñòèâiñòü i

Áåññåëåâîãî ïîòåíöiàëó ç äîäàòíèì ïàðàìåòðîì

Gα
aGβ

aϕ = Gα+β
a ϕ, α > 0, β > 0, a > 0, ϕ ∈ L1(Rn).

Ïðîçîðîþ ¹, îñîáëèâî íà ôóíêöiÿõ ϕ ç S, òàêà âëàñòèâiñòü öüîãî

ïîòåíöiàëó:

(aE −∆)kGα
aϕ = Gα−2k

a ϕ, α > 2k, k ∈ N, a > 0

(òóò G0
a ≡ E), ÿêà, çîêðåìà, âêàçó¹ íà òå, ùî äðîáîâèé ñòåïiíü îïåðàòîðà

(aE −∆)1/2 ñëiä áóäóâàòè ÿê îáåðíåíèé îïåðàòîð äî ïîòåíöiàëó Gα
a .

Äàëi ïåðåéäåìî äî ïîáóäîâè îáåðíåíîãî îïåðàòîðà T α
a f äî Áåññåëåâîãî

ïîòåíöiàëó ç äîäàòíèì ïàðàìåòðîì: f = Gα
aϕ, α > 0, a > 0, äå ϕ ∈ W .

Çðîçóìiëî, ùî iñíóâàííÿ òàêîãî îïåðàòîðà, éîãî ñòðóêòóðà, âåëèêîþ ìiðîþ

çàëåæàòü âiä ïðîñòîðó W .
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Ó âèïàäêó, êîëè W = S, ñòðóêòóðà T α
a îïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì òâåðäæåííÿì

[65].

Òåîðåìà 2.14.

∀f ∈ S ∀α > 0 ∀s > 0 : T α
a f = F−1

[
(a + ξ2)α/2F [ϕ]

]
. (2.4)

Ç öi¹¨ òåîðåìè, âðàõóâàâøè òå, ùî ôóíêöiÿ (a+‖·‖2)α/2 ¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì

ó ïðîñòîði W ∈ {S, Sν, S
β
ν }, ν > 0, β ≥ 1, îäåðæó¹ìî, ùî

T α
a : F [W ] → F [W ], α > 0, a > 0.

Çàóâàæèìî, ùî ôîðìà îïåðàòîðà T α
a , ÿêà îïèñó¹òüñÿ ðiâíiñòþ (2.4), íå

ïðèäàòíà äëÿ ôóíêöié, íàïðèêëàä, ç L1(Rn). Îòæå, ¹ ïîòðåáà ó âiäøóêàííi

òàêî¨ ôîðìè öüîãî îïåðàòîðà, ÿêà á äîçâîëèëà ïðîäîâæèòè éîãî äiþ íà

øèðøèé êëàñ ôóíêöié.

Öå ïðîäîâæåííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ, âèõîäÿ÷è ç òàêèõ ìiðêóâàíü [65]. Îñêiëüêè

(a + ‖ · ‖2)α/2 � ìóëüòèïëiêàòîð ó W , òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.4, éîãî îáåðíåíå

ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (a + ‖ · ‖2)
α/2

ó ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ¹ çãîðòóâà÷åì

ó ïðîñòîði F [W ]. Òîäi ç (2.4) âèïëèâà¹, ùî äëÿ f ∈ F [W ], α > 0 i a > 0

T α
a f = (a + ‖ · ‖2)

α/2
∗ f,

àáî, ùî òå æ ñàìå,

(T α
a f)(x) =

〈
(a + ‖ξ‖2)

α/2
, f(ξ + x)

〉
, x ∈ Rn.

Îá÷èñëèìî çãîðòêó ó ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi øëÿõîì

ïðîäîâæåííÿ ïîòåíöiàëó Gα
a íà âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ α, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ

ðåãóëÿðèçàòîðà.

Çàóâàæèìî, ùî ðåãóëÿðèçàöi¹þ ôóíêöi¨ G−α(a, ·), a > 0, α > 0, ó

ïðîñòîði (F [W ])′ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàë jα
a ∈ (F [W ])′, çíà÷åííÿ ÿêîãî íà
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âñiõ ôóíêöiÿõ ϕ ∈ F [W ], ùî òîòîæíî äîðiâíþþòü íóëþ â îêîëi ïî÷àòêó

êîîðäèíàò, âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

< jα
a , ϕ >=

∫

Rn

G−α(a, x)ϕ(x)dx.

Øóêàþ÷è ÿâíèé âèãëÿä ðåãóëÿðèçàòîðà çãiäíî ç iäå¹þ Â.À. Íîãiíà, ÿêó

ðåàëiçîâàíî íèì ïðè ïîáóäîâi (E −∆)α/2, α > 0 ó ïðîñòîði S ′, ïðèõîäèìî äî

òàêîãî òâåðäæåííÿ [65].

Òåîðåìà 2.15. Íåõàé ϕ ∈ F [W ], a > 0, α > 0 i α 6= 2k, k ∈ N. Òîäi äëÿ
x ∈ Rn:

1) < jα
a , ϕ >=

∑

j∈Λα

cα,j(D
jϕ)(0) + dα

∫

Rn

[ϕ(x)− (R
[α]
x ϕ)(0)]

‖x‖n+α
λ∂(a

1/2‖x‖)dx;

2) (T α
a ϕ)(x) =< jα

a , ϕ(·+ x) >,

òîáòî

(T α
a ϕ)(x) =

∑

j∈Λα

cα,j(D
jϕ)(x) + dα

∫

Rn

[ϕ(x + y)− (R
[α]
y ϕ)(x)]

‖y‖n+α
λ∂(a

1/2‖y‖)dy

(òóò âèêîðèñòàíi òàêi ïîçíà÷åííÿ: (R
[β]
x ϕ)(·) =

∑

|j|≤[β]

xj

j!
(Djϕ)(·),

dβ =
2β

xn/2Γ(−β/2)
, λ∂(a

1/2‖x‖) = 21−n+β
2 (a1/2‖x‖)n+β

2 Kn+β
2

(a1/2‖x‖),

cβ,j =
dβ2

−β+|j|−1Γ
(

n+|j|
2

)
Γ

(
|j|−β

2

)

j!a(1−β+|j|)/2 ωj, ωj =

∫

|σ|=1

σjdσ, Λβ � ìíîæèíà

ìóëüòiíäåêñiâ ç ïàðíèìè êîìïîíåíòàìè, äîâæèíà ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ [β],

[·] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà).

Ç öi¹¨ òåîðåìè îäåðæó¹ìî, ùî

∀ϕ ∈ F [W ] : T α
a ϕ = jα

a ∗ ϕ, a > 0, α > 0, α 6= 2k, k ∈ N.

Òàêà ôîðìà äi¨ îïåðàòîðà T α
a íà ôóíêöiÿõ F [W ] äîçâîëÿ¹, çãiäíî ç ìåòîäîì
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Ë.Øâàðöà, ïðîäîâæèòè öåé îïåðàòîð íà ïðîñòið (F [W ])′ òàê:

∀f ∈ (F [W ])′ : B̌α
a f = jα

a ∗ f, a > 0, α > 0, α 6= 2k, k ∈ N

(òóò B̌α
a � ïðîäîâæåííÿ T α

a ). Öå ïðîäîâæåííÿ ìà¹ ñåíñ, îñêiëüêè jα
a �

çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði F [W ].

Ïðàâèëüíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ [65].

Òåîðåìà 2.16.

∀f ∈ (F [W ])′ ∀ϕ ∈ F [W ] :
〈
B̌α

a f, ϕ
〉

= 〈f, T α
a ϕ〉 , a > 0, α > 0, α 6= 2k, k ∈ N.

Äàëi íåõàé Bα
a , a > 0, α > 0 i α 6= k, k ∈ N, � çâóæåííÿ îïåðàòîðà B̌α

a íà

ïðîñòið L1(Rn). Òîäi [65]:

à) îáëàñòü âèçíà÷åííÿ D(Bα
a ) îïåðàòîðà Bα

a ùiëüíà âL1(Rn), ïðè÷îìó S ⊂
D(Bα

a );

á) Bα
a � çàìêíåíèé îïåðàòîð ó L1(Rn);

â) ∀ϕ ∈ S: Bα
a ϕ = T α

a ϕ.

Óðàõóâàâøè âëàñòèâiñòü à), îïåðàòîðì Bα
a íàçèâàòèìåìî îïåðàòîðîì

Áåññåëÿ äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ ç äîäàòíèì ïàðàìåòðîì.

2.3 Öiëêîâèòà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü ç êîå-
ôiöi¹íòàìè, çàëåæíèìè òiëüêè âiä ÷àñó
2.3.1 Çàäà÷à Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì ðiâíÿíü.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

∂tu(t, x) = P (t, Dx)u(t, x), (t, x) ∈ (0; +∞)× Rn, (2.5)

äå P (t, x) =
∑

|k|≤2b

ak(t)x
k, k ∈ Zn

+, b ∈ N, à ak(·) � âèçíà÷åíi íà (0; +∞),

îáìåæåíi çà ìîäóëåì, êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ òàêi, ùî

∃ρ > 0 ∀t > 0∀x ∈ Rn : Re
∑

|k|=2b

ak(t)(ix)k ≤ −ρ‖x‖2b, i2 = −1.
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ßêùî äëÿ ðiâíÿííÿ (2.5) çàäàòè ïî÷àòêîâó óìîâó

u(t, ·)|t=0 = f, f ∈ Φ̃′, (2.6)

äå Φ′ ∈ {S ′α; (Sβ
α)′}, α =

1

2b
, β ≥ 1 − 1

2b
, òî ïiä ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi

(2.5), (2.6) ðîçóìiòèìåìî ãëàäêó ôóíêöiþ u, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.5)

ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi, à ïî÷àòêîâó óìîâó (2.6) ó ñåíñi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ó

ïðîñòîði Φ̃′.

Íåõàé Gt(x) = F−1[exp{
t∫

0
P (τ, ix)dτ}], t > 0, x ∈ Rn. ÔÐ ðiâíÿííÿ (2.5),

ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t > 0 ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Sα
1−α [53, 54].

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçó¹ öiëêîâèòó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi

(2.5), (2.6) ó ïðîñòîði Φ̃ [54].

Òåîðåìà 2.17. Äëÿ òîãî, ùîá çàäà÷à Êîøi (2.5), (2.6) áóëà êîðåêòíî

ðîçâ'ÿçíîþ (òîáòî ìàëà ¹äèíèé ðîçâÿçîê, ÿêèé íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä

ïî÷àòêîâèõ äàíèõ) i:

1) ¨¨ ðîçâ'ÿçîê u(t, ·) ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t > 0 íàëåæàâ ïðîñòîðó

Φ̃;

2) ∂tF [u] = F [∂tu], t > 0,

íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá f áóâ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði Φ̃. Ïðè öüîìó çàâæäè

âèêîíóâàòèìåòüñÿ ðiâíiñòü

u(t, x) = (f ∗Gt)(x), (t, x) ∈ (0; +∞)× Rn.

Òàêèì ÷èíîì ñóêóïíiñòü óñiõ çãîðòóâà÷iâ ó ïðîñòîði Φ̃ ñòàíîâèòü

"ìàêñèìàëüíèé êëàñ" ïî÷àòêîâèõ äàíèõ çàäà÷i Êîøi (2.5), (2.6), ÿêi

çàáåçïå÷óþòü íå ëèøå iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ¨¨ ðîçâ'ÿçêó, à é òi ñàìi

âëàñòèâîñòi ãëàäêîñòi i òó ñàìó ïîâåäiíêó ïðè íàáëèæåííi ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨

äî íåñêií÷åííîñòi, ùî é ÔÐ öi¹¨ çàäà÷i.
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Ó âèïàäêó, êîëè ïî÷àòêîâà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f äîïóñêà¹ ëîêàëüíó

ãëàäêiñòü, òî â îêîëi ¨¨ ãëàäêîñòi âiäáóâà¹òüñÿ ïîñèëåííÿ çáiæíîñòi

âiäïîâiäíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (2.5), (2.6) äî f ïðè t → +0. Ïðàâèëüíå

òàêå òâåðäæåííÿ [54].

Òåîðåìà 2.18 (ïðèíöèï ëîêàëiçàöi¨). Íåõàé óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ç

Φ̃′ òàêà, ùî F [f ] � ìóëüòèïëiêàòîð ó Φ. Òîäi, ÿêùî f çáiãà¹òüñÿ íà Q ⊂
Rn ç l ðàçiâ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ íà öié ìíîæèíi ôóíêöi¹þ g, òî

Dk
x(f ∗ Gt(x))−→

t→+0
Dk

xg(x) ðiâíîìiðíî ùîäî x íà êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ Q,

äå |k| ∈ {0, 1, . . . , |l|}.
Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçó¹ âëàñòèâiñòü ñòàáiëiçàöi¨ ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i Êîøi (2.5), (2.6) [54].

Òåîðåìà 2.13. Íåõàé ìíîãî÷ëåí P (·, ·) iç ðiâíÿííÿ (2.5), çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó

∃a(·)∃ρ2 > 0∀t > 0 ∀ξ ∈ Rn : ReP (t, iξ) ≤ −ρ2‖ξ‖2b + a(t),

ïðè÷îìó ôóíêöiÿ a(·) òàêà, ùî

∃â(·)∃q > 0∃c∗ > 0∀t > 0 ∀t′ ∈ [0; t) :

t∫

t′

a(τ)dτ ≤ c∗tq + â(t′).

Òîäi ÿêùî F [f ] � ìóëüòèïëiêàòîð ó Ψ ∈ {Sα; Sβ′
α }, äå β′ ≥ 1 − α(1 − 1

q ),

òî âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (2.5), (2.6) ñòàáiëiçó¹òüñÿ äî íóëÿ ó

ïðîñòîði Ψ̃ (òîáòî u(t, ·) Ψ̃−→
t→+∞

0).

2.3.2 Çàäà÷à Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ çà Åéäåëüìàíîì ðiâíÿíü.
Íåõàé òóò j ∈ {1, . . . , n}, bj ∈ N, αj =

1

2bj
, βj ≥ 1−αj, Φ ∈ {Sα1,...,αn

; Sβ1,...,βn
α1,...,αn

};
P (t, ix) =

∑

k1α1+···+knαn≤1

ak(t)(ix)k, x ∈ Rn, t > 0, k ∈ Zn
+, à ak(·) � âèçíà÷åíi
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íà (0; +∞), îáìåæåíi ïî ìîäóëþ, êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ òàêi, ùî

∃ρ > 0∀t > 0 ∀x ∈ Rn : Re

( ∑

k1α1+···+knαn=1

ak(t)(ix)k

)
≤ −ρ(x2b1

1 + · · ·+ x2bn
n ).

Òîäi äëÿ âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîøi (2.5), (2.6) ñïðàâäæóþòüñÿ àíàëîãè òåîðåì

2.17 � 2.19 [66, 67].

2.3.3 Çàäà÷à Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ çà Øèëîâèì ðiâíÿíü.
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (2.5), â ÿêîìó îïåðàòîð P (t,Dx) =

∑

|k|≤p

(−i)|k|ak(t)D
k
x,

t > 0, p ≥ 1 òàêèé, ùî ðiâíÿííÿ (2.5) ¹ ïàðàáîëi÷íèì çà Øèëîâèì ðiâíîìiðíî

ùîäî t ç ïîêàçíèêîì ïàðàáîëi÷íîñòi h (0 < h ≤ p), òîáòî

∃δ1 > 0∃δ2 > 0∀x ∈ Rn ∀t > 0 : Re


∑

|k|≤p

ak(t)x
k


 ≤ −δ1‖x‖h + δ2,

à ak(t) � âèçíà÷åíi íà (0; +∞) îáìåæåíi çà ìîäóëåì êîìïëåêñíîçíà÷íi

ôóíêöi¨.

Ó ïðàöÿõ [68, 70] íàâîäèòüñÿ àëüòåðíàòèâíèé ìåòîä äîñëiäæåííÿ ÔÐ

Gt(·) = F−1[exp{
t∫

0
P (τ, ξ)dτ}](t, ·), t > 0 ðiâíÿííÿ (2.5), ÿêèé ãðóíòó¹òüñÿ íà

âiäîìié ôîðìóëi Ôàà äå Áðóíî äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíèõ ôóíêöié. Çãiäíî ç

öèì ìåòîäîì äîâåäåíî, ùî Gt(·) ∈ S
1
h
p−1

h

òà âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü

çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (2.5) ó ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ïîâiëüíîãî

çðîñòàííÿ. Ïðè öüîìó îäåðæàíi ðåçóëüòàòè õàðàêòåðèçóþòüñÿ ëèøå ïîðÿäêîì

p òà ïîêàçíèêîì ïàðàáîëi÷íîñòi h.

Äëÿ ðiâíÿííÿ (2.5) çàäàìî ïî÷àòêîâó óìîâó

u(t, ·)

(
S

1
h
p−1

h

)′

−→
t→+0

f. (2.7)

Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ [70].
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Òåîðåìà 2.20. Íåõàé f � äiéñíîçíà÷íèé ôóíêöiîíàë ç ïðîñòîðó (S
1/h
p−1/h)

′.

Òîäi äëÿ çàäà÷i Êîøi (2.5), (2.7) iñíó¹ ¹äèíèé äèôåðåíöiéîâíèé ïî t,

íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèé ïî x ðîçâ'ÿçîê u òàêèé, ùî:

1) F [∂tu] = ∂tF [u], t > 0;

2) u(t, x) = (f ∗Gt)(x), (t, x) ∈ (0; +∞)× Rn.

Äàëi ïðèïóñòèìî, ùî ìíîãî÷ëåí P (·, ·) ç ðiâíÿííÿ (2.5), êðiì óìîâè

ïàðàáîëi÷íîñòi çà Øèëîâèì, çàäîâîëüíÿ¹ ùå é òàêó:

∃δ∗1 > 0 ∃δ∗2 > 0∀x ∈ Rn ∀t > 0 : ReP (t, x) ≥ −δ∗1‖x‖h − δ2 (2.8)

(íàïðèêëàä, öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ðiâíîìiðíî ùîäî t ïàðàáîëi÷íîãî çà

Ïåòðîâñüêèì ðiâíÿííÿ). Ó öüîìó âèïàäêó äëÿ çàäà÷i Êîøi (2.5), (2.7) ìîæíà

ñôîðìóëþâàòè âiäïîâiäíó òåîðåìó ïðî ¨¨ öiëêîâèòó ðîçâ'ÿçíiñòü ó ïðîñòîðàõ

òèïó S [70].

Òåîðåìà 15. Íåõàé ðiâíÿííÿ (2.5) ¹ ðiâíîìiðíî ùîäî t ïàðàáîëi÷íèì çà

Øèëîâèì, äëÿ ÿêîãî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ óìîâà (2.8). Òîäi äëÿ òîãî, ùîá

çàäà÷à Êîøi (2.5), (2.7) áóëà êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíîþ i:

1) ¨¨ ðîçâ'ÿçîê u(t, ·) ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t > 0 íàëåæàâ äî ïðîñòîðó

Φ ∈ {S 1
h ; S

1
h

β , β ≥ p−1
h };

2) ∂tF [u] = F [∂tu], t > 0,

íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá f áóâ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði Φ. Ïðè öüîìó çàâæäè

âèêîíóâàòèìåòüñÿ ðiâíiñòü

u(t, x) = (f ∗Gt)(x), t > 0, x ∈ Rn.

2.3.4 Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ ç îïåðàòîðîì Áåññåëÿ äðîáîâîãî
äèôåðåíöiþâàííÿ. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi

∂tu(t, x) = (P (t, B̂α
a )u)(t, x), (t, x) ∈ (0; +∞)× Rn, (2.9)
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u(t, ·)|t=0 = f, f ∈ (Sα
β )′, α > 0, β > 0,

äå P (t, B̂α
a )u =

m∑
j=0

bj(t)B̂
αj
aj

u, m ∈ N, aj > 0, αj > 0, j ∈ {0, 1, . . . , m}, B̂α
a �

óçàãàëüíåíèé îïåðàòîð Áåññåëÿ äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ, ïîáóäîâàíèé ó

ïiäðîçäiëi 2.2, à bj(·) � íåïåðåðâíi, âèçíà÷åíi íà (0; +∞) îáìåæåíi çà ìîäóëåì,

êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨. Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî ñåðåä αj, j = 0,m, ¹ ëèøå

îäíå ìàêñèìàëüíå ÷èñëî, íåõàé ç íîìåðîì j = l. Ïðè÷îìó âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ

bl(·) òàêà, ùî

∃δ̂ > 0∀t > 0 : Re bl(t) ≤ −δ̂.

ÔÐ Gt(·) = F−1[exp{
t∫

0

P (τ, (a + ‖xi‖2)
α
2 )dτ}](t, ·) ðiâíÿííÿ ç (2.9) ïðè

êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t > 0 ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó S
1/γ
1 , äå γ = αl [55, 56].

Ïðàâèëüíi òàêi òâåðäæåííÿ [55, 56].

Òåîðåìà 2.22. ßêùî f � äiéñíîçíà÷íèé ôóíêöiîíàë ç (S
1/γ
1 )′, òî

äëÿ çàäà÷i Êîøi (2.9) iñíó¹ ¹äèíèé, äèôåðåíöiéîâíèé ïî t, íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíèé ïî x (ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi) ðîçâ'ÿçîê u(t, ·) ∈ (S
1/γ
1 )′,

t > 0, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ i ïî÷àòêîâó óìîâó ç (2.9) ó ñëàáêîìó

ðîçóìiííi, ïðè÷îìó

u(t, x) = (f ∗Gt)(x), t > 0, x ∈ Rn.

Òåîðåìà 2.23. Äëÿ òîãî, ùîá çàäà÷à Êîøi (2.9) áóëà êîðåêòíî

ðîçâ'ÿçíîþ i âèêîíóâàëèñÿ òàêi óìîâè:

1) ¨¨ ðîçâ'ÿçîê u çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ ç (2.9) ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi;

2) u(t, ·) ∈ Φ ∈ {S1/γ; S
1/γ
β , β ≥ 1} ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t > 0;

3) ∂tF [u] = F [∂tu], t > 0,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá f áóâ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði Φ. Ïðè öüîìó

çàâæäè âèêîíóâàòèìåòüñÿ ðiâíiñòü u(t, x) = (f ∗Gt)(x), t > 0, x ∈ Rn.
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Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçóþòü âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi

(2.9) [56].

Òåîðåìà 2.24 (ïðèíöèï ëîêàëiçàöi¨). Íåõàé f � óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ç

(S
1
γ

1 )′. Òîäi ÿêùî f çáiãà¹òüñÿ ó îáëàñòi Q ⊂ Rn ç íåïåðåðâíîþ ôóíêöiþ g(·),
òî âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i Êîøi (2.9) çáiãà¹òüñÿ äî g(·) ïðè t → +0

ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ Q.

Òåîðåìà 2.25 (âëàñòèâiñòü ñòàáiëiçàöi¨). Íåõàé f � çãîðòóâà÷ ó

ïðîñòîði Φ ∈ {S1/γ; S
1/γ
β , β ≥ 1}, òîäi âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi

(2.9) ñòàáiëiçó¹òüñÿ äî íóëÿ ó öüîìó ïðîñòîði (òîáòî u(t, ·) Φ̃−→
t→+∞

0).

2.3.5 Çàäà÷à Êîøi äëÿ îäíîãî êëàñó ðiâíÿíü ç ïñåâäî-äèôåðåí-
öiàëüíèì îïåðàòîðîì Å.Ïîñòà. Ãîâîðèòèìåìî, ùî ôóíêöiÿ Ω: (0; +∞) →
[0; +∞) íàëåæèòü äî êëàñó Lα, α > 0, ÿêùî:

1) Ω(·) ∈ C∞((0; +∞));

2) ∃c0 > 0 ∃c′0 > 0 ∀x ∈ (0; +∞): c0x
α ≤ Ω(x) ≤ c′0x

α;

3) ∃cα > 0 ∃Aα > 0 ∀k ∈ N ∀x ∈ (0; +∞): |Dk
xΩ(x)| ≤ cαAk

αk!xα−k.

Íåõàé m ∈ N, γj > 0, aj ≥ 0, j ∈ {1, 2, . . . , m}; γl = max
1≤j≤m

{γj}, γs =

min
1≤j≤m

{γj}, ai 6= 0, i ∈ {l; s}, γ ≡ γl, a0 = min{as, al} i P (ξ) =
m∑

j=1

ajξ
γj , ξ ∈ R.

Äàëi, ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g ∈ C∞(R), ÿêà ðîçâèâà¹òüñÿ ó ðÿä Òåéëîðà â

îêîëi òî÷êè x = 1, ïðè öüîìó:

1) g(x) =
∞∑
i=0

g(i)(2.1)/i!(x− 1)i, x ∈ R;

2) ∃α > 0:
∞∑

i=0

|g(i)(2.1)|(2(i + 1))2(i+1)α < +∞;

3) ∃c > 0 ∃δ > 0 ∃β > 0 ∃l <
2

β
∀x ∈ R: |g(x)| ≤ ceδ|1−x|l.

Íåõàé g(E−D2
x) � îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ çà Å.Ïîñòîì,

ïîðîäæåíèé äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì E − D2
x, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íà
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ôóíêöiÿõ f ∈ Sβ
α çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi [75]

g(E −D2
x)f = lim

h→0
g

(
E −

(
E − τh

h

)2
)

f,

äå

g

(
E −

(
E − τh

h

)2
)

f =
∞∑

k=0

(−1)kg(k)(2.1)

k!

(
E − τh

h

)2k

f,

äå τh � çâè÷àéíèé îïåðàòîð çñóâó íà êðîê h.

Ó [76] äîâåäåíî, ùî

∀f ∈ Sβ
α ∀x ∈ R : (g(E −D2

x)f)(x) = F−1[g(1 + ξ2)Ff(ξ)](x). (2.10)

Ðiâíiñòü (2.10), ÿê i ó âèïàäêó êëàñè÷íîãî îçíà÷åííÿ äðîáîâîãî

äèôåðåíöiþâàííÿ, ïîêëàäåìî â îñíîâó îçíà÷åííÿ ïñåâäîäèôåðåíöiþâàííÿ çà

Å.Ïîñòîì.

Îçíà÷åííÿ. Îïåðàòîð Ω((aE−D2
x)

r/2), r > 0, a > 0, äiÿ ÿêîãî íà ôóíêöiÿõ

f ç S âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

Ω((aE −D2
x)

r/2)f = F−1[Ω((a + ξ2)r/2)F [f ](ξ)], (2.11)

íàçèâà¹òüñÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì Ïîñòà ç ñèìâîëîì Ω,

ïîðîäæåíèì îïåðàòîðîì Áåññåëÿ äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ ç äîäàòíèì

ïàðàìåòðîì a, ïîðÿäêó r ó ïðîñòîði S.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ òîãî, ùîá öå îçíà÷åííÿ ìàëî çìiñò, äîñòàòíüî âèìàãàòè

âiä ôóíêöi¨ Ω, ùîá âîíà çàáåçïå÷óâàëà iñíóâàííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi

(2.11).

Äàëi, ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

∂tu(t, x) + (Ω(P ((aE −D2
x)

1/2))u)(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0; +∞)× R, (2.12)

äå Ω(P ((aE −D2
x)

1/2)) � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Ïîñòà ç ñèìâîëîì

Ω(P ), ïîðîäæåíèé ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì Áåññåëÿ I-ãî ïîðÿäêó
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ç äîäàòíèì ïàðàìåòðîì a; Ω ∈ Lα, α > 0.

Äëÿ ðiâíÿííÿ (2.12) çàäàìî ïî÷àòêîâó óìîâó

u(t, ·)|t=0 = f, f ∈ (Sβ
α)′, α > 0, β > 0, (2.13)

(â ÿêié çáiæíiñòü ñëiä ðîçóìiòè ÿê ñëàáêó) i ïîçíà÷èìî ÷åðåç Gt(·) � ÔÐ öüîãî

ðiâíÿííÿ. Âiäîìî [64], ùî Gt(·) = F−1[exp{−tΩ(P ((a+(·)2)1/2))}] ∈ S
1

αγ

1 , t > 0.

Ïðàâèëüíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ [64].

Òåîðåìà 2.26. Äëÿ òîãî, ùîá çàäà÷à Êîøi (2.12), (2.13) áóëà êîðåêòíî

ðîçâ'ÿçíîþ i :

1) ¨¨ ðîçâ'ÿçîê u(t, ·)äëÿ êîæíîãî t > 0 íàëåæàâ ïðîñòîðó Φ ∈ {Sη; Sη
β},

η =
1

αγ
, β ≥ 1 ;

2) ∂tF [u] = F [∂tu], t > 0,

íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá f áóâ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði Φ. Ïðè öüîìó çàâæäè

âèêîíóâàòèìåòüñÿ ðiâíiñòü u(t, x) = (f ∗Gt)(x), (t, x) ∈ (0; +∞)× R.
Ïðèêëàä. Íåõàé a = 1, Ω(·) = (·)−1 (î÷åâèäíî, ùî Ω ∈ Lα ïðè α = 1) i

P (·) = (·)γ, γ > 0. Òîäi îïåðàòîð Ω(P ((E −D2
x))) = (E −D2

x)
γ/2, à ðiâíÿííÿ

(2.12) íàáóäå âèãëÿäó

∂tu(t, x) + ((E −D2
x)

γ/2u)(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0; +∞)× R. (2.14)

Çãiäíî ç âèùåçàçíà÷åíèìè ðåçóëüòàòàìè, ÔÐ ðiâíÿííÿ (2.14) Gt(·) =

F−1[exp{−t(1 + ξ2)γ/2}](t, ·) ∈ S
1/γ
1 ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t > 0, à çàäà÷à

Êîøi (2.14), (2.13) öiëêîâèòî ðîçâ'ÿçíà â ïðîñòîði Φ ∈ {S1/γ; S
1/γ
β , β ≥ 1}.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî çàäà÷à Êîøi (2.14), (2.13) âèâ÷àëàñÿ Â.Â. Ãîðîäåöüêèì

i Î.Ì. Ëåíþêîì ó [77]. Íèìè áóëè âñòàíîâëåíi ñëàáøi îöiíêè ¨¨ ÔÐ: G(t, ·) ∈
S

1/γ
([γ]+1)/γ (âiäîìî, ùî S

1/γ
1 ⊂ S

1/γ
([γ]+1)/γ) òà äîâåäåíî ëèøå äîñòàòíþ óìîâó

ðîçâ'ÿçíîñòi öi¹¨ çàäà÷i (âiäïîâiäíî, ó âóæ÷îìó êëàñi ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, áî

(S
1/γ
([γ]+1)/γ)

′ ⊂ (S
1/γ
1 )′).
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2.3.6 Çàäà÷à Êîøi äëÿ îäíîãî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ iíòåãðàëüíîãî âèãëÿäó. Ïîøèðåííÿ îïåðàöi¨ iíòåãðóâàííÿ òà

äèôåðåíöiþâàííÿ íà äðîáîâi ïîðÿäêè äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ

ðiâíÿíü òèïó ðiâíÿíü ç ìîëîäøèìè ÷ëåíàìè, â ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ íåïåðåðâíå

ïiäñóìîâóâàííÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ÷è ïñåâäîiíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ

çà ¨õ ïîðÿäêàìè íà ïåâíèõ îáìåæåíèõ àáî íàïiâîáìåæåíèõ ïðîìiæêàõ

(íàçèâàòèìåìî òàêi ðiâíÿííÿ ðiâíÿííÿìè iíòåãðàëüíîãî âèãëÿäó).

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ îäíîãî ç òàêèõ ðiâíÿíü:

∂tu(t, x) +

γ∫

−∞
((aE −D2

x)
τ/2u)(t, x)dτ = 0, t > 0, x ∈ R, (2.15)

äå γ > 0, a > 0, ïðè÷îìó γ i a òàêi, ùî ôóíêöiÿ Ω1(x) =

2

(
(a + x2)γ/2

ln(a + x2)
− aγ/2/ ln a

)
¹ îïóêëîþ.

Íåõàé Gt(·) = F−1[exp{−2t
(a + x2)γ/2

ln(a + x2)
}](t, ·), t > 0. Âiäîìî [70], ùî ïðè

êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t > 0 ôóíêöiÿ Gt(·) ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó S
1

γ1−η

1 äëÿ

êîæíîãî 0 < η < 1 i òàêîãî, ùî η < γ. Òîìó äëÿ ðiâíÿííÿ (2.15) ñôîðìóëþ¹ìî

ïî÷àòêîâó óìîâó òàê:

u(t, ·)|t=0 = f, f ∈ (Sα
1 )′, α >

1

γ
. (2.16)

Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ [69].

Òåîðåìà 2.27. ßêùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ¹ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði

Φ ∈ {Sα; Sα
β , α >

1

γ
, β ≥ 1}, òî çàäà÷à Êîøi (2.15), (2.16) êîðåêòíî

ðîçâ'ÿçíà, ïðè÷îìó:

1) ¨¨ ðîçâ'ÿçîê u(t, ·) ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t > 0 íàëåæèòü äî Φ;

2) ∂tF [u] = F [∂tu], t > 0;

3) u(t, x) = (f ∗Gt)(x), t > 0, x ∈ Rn.



82

Çàçíà÷èìî, ùî âñòàíîâëåííÿ öiëêîâèòî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi (2.15),

(2.16) ó ïðîñòîðàõ òèïó S íåìîæëèâå, îñêiëüêè íå iñíó¹ íàéâèùîãî ïðîñòîðó

ñåðåä öèõ ïðîñòîðiâ, ó ÿêèé ïîòðàïëÿ¹ ÔÐ Gt(·). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ

âñòàíîâëåííÿ öiëêîâèòî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (2.15) áiëüø

ïðèðîäíèìè ¹ ïðîñòîðè òèïó W . Çàìiíèìî ó ïî÷àòêîâié óìîâi (2.16) ïðîñòið

(Sα
1 )′ íà (F [W

{k!}
Ω1

])′. Òîäi ïðàâèëüíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ [57].

Òåîðåìà 2.28. Íåõàé M 1(·) � ôóíêöiÿ, ðàçîì ç ÿêîþ Ω1(·) ¹

âçà¹ìîäâî¨ñòèìè çà Þíãîì. Òîäi äëÿ òîãî, ùîá çàäà÷à Êîøi (2.15), (2.16)

áóëà êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíîþ i:

1) ¨¨ ðîçâ'ÿçîê u(t, ·) ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t > 0 íàëåæàâ ïðîñòîðó

Φ ∈ {WM1; WM1

{kβk}, β ≥ 1};
2) ∂tF [u] = F [∂tu], t > 0,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá f áóâ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði Φ. Ïðè öüîìó

çàâæäè

u(t, x) = (f ∗Gt)(x), t > 0, x ∈ R.
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3 ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÎ-ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÈÕ
ÐIÂÍßÍÜ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÈÌÈ ÌÅÒÎÄÀÌÈ ÒÀ ÌÅÒÎÄÎÌ

IÍÒÅÃÐÀËÜÍÈÕ ÌÍÎÃÎÂÈÄIÂ

Ðîçäië ìiñòèòü ðåçóëüòàòè çàñòîñóâàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ i

ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ äî äîñëiäæåííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ òà äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü.

3.1 Iíòåãðàëüíi ìíîãîâèäè ëiíiéíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôå-
ðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü iç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó ó
øâèäêèõ òà ïîâiëüíèõ çìiííèõ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ëiíiéíèõ ñèíãóëÿðíî

çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì iíòåãðàëüíèõ

ìíîãîâèäiâ ó âèïàäêó, êîëè çàïiçíåííÿ àðãóìåíòó ¹ ó øâèäêèõ òà ïîâiëüíèõ

çìiííèõ. Ðåçóëüòàòè íàëåæàòü I.Ì. ×åðåâêó òà îïóáëiêîâàíi â [78 � 81].

Óìîâè iñíóâàííÿ iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ ëiíiéíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ìàëèì çàïiçíåííÿì âïåðøå îäåðæàíi À.Õàëàíà¹ì

[82].Òóò òàêîæ äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ôóíêöié, ùî âèçíà÷àþòü iíòåãðàëüíèé

ìíîãîâèä. Iñíóâàííÿ ñòiéêèõ iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ, ùî íå îáîâ'ÿçêîâî

âèðîäæóþòüñÿ â òðèâiàëüíi, âñòàíîâëåíî â ïðàöi [83]. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî

â öèõ äîñëiäæåííÿõ ðîçãëÿäàâñÿ âèïàäîê ìàëîãî çàïiçíåííÿ ó øâèäêèõ

çìiííèõ òà iñòîòíî âèêîðèñòîâóâàëàñü ëåìà À. Õàëàíàÿ [84] ïðî îöiíêó

ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi ëiíiéíî¨ ñèñòåìè iç çàïiçíåííÿì.

Ó ïðàöi [85] îäåðæàíî óçàãàëüíåííÿ ëåìè À. Õàëàíàÿ [84] íà

ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ, ùî äîçâîëèëî ïîøèðèòè

ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ íà ñèíãóëÿðíî çáóðåíi äèôåðåíöiàëüíî-

ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ [86, 87]. Çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ
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øâèäêèõ i ïîâiëüíèõ çìiííèõ îäåðæàíî ðîçùåïëþþ÷i ïåðåòâîðåííÿ äëÿ

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü [88].

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ëiíiéíà ñèíãóëÿðíî çáó-

ðåíà äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíà ñèñòåìà iç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó ÿê

ó øâèäêèõ, òàê i ïîâiëüíèõ çìiííèõ. Çà äîïîìîãîþ öåíòðàëüíîãî i ñòiéêîãî

ìíîãîâèäiâ öÿ ñèñòåìà çâîäèòüñÿ äî áëî÷íî-òðèêóòíîãî âèãëÿäó [79, 80, 89].

3.1.1 Åêâiâàëåíòíà iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíà ñèñòåìà. Íåõàé η0(θ) �

n × n ìàòðèöÿ, åëåìåíòè ÿêî�� ¹ ôóíêöi�� îáìåæåíî�� âàðiàöi��; ηi(t, θ), i = 1, 4,

� ìàòðèöi ðîçìiðíîñòåé âiäïîâiäíî n × n, n × m, m × m, m × n, åëåìåíòè

ÿêèõ ¹ ôóíêöiÿìè îáìåæåíî�� âàðiàöi�� ïî θ äëÿ êîæíîãî t i íåïåðåðâíi ïî t

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî θ.

Çà äîïîìîãîþ ìàòðèöü η0(θ), ηi(t, θ), i = 1, 4, âèçíà÷èìî ëiíiéíi

ôóíêöiîíàëè ó âèãëÿäi iíòåãðàëiâ Ñòiëò'¹ñà

L0ϕ =

0∫

−∆

[dη0(θ)]ϕ(θ), Li(t)ϕ =

0∫

−∆

[dηi(t, θ)]ϕ(θ), i = 1, 4,

Lj(t)ϕ =

0∫

−∆

[dηj(t, θ)]ϕ(εθ), j = 2, 3. (3.1)

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíî-

ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü

dx

dt
= L0xt + L1(t)xt + L2(t)yt,

ε
dy

dt
= L3(t)yt + L4(t)xt, (3.2)

äå t ∈ R, x ∈ Rn, y ∈ Rm, xt = x(t + θ), yt = y(t + εθ), −∆ ≤ θ ≤ 0, ∆ > 0,

ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð.
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Íàâåäåìî äåÿêi, íåîáõiäíi íàì íàäàëi, âiäîìîñòi ç òåîði�� äèôåðåíöiàëüíî-

ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü [90 � 92].

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð çñóâó âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ àâòîíîìíîãî ðiâíÿííÿ

dx

dt
= L0xt (3.3)

ðiâíiñòþ T (t)ϕ = xt(ϕ). Ñiì'ÿ {T (t), t ≥ 0} óòâîðþ¹ ñèëüíî íåïåðåðâíó

ïiâãðóïó, òâiðíèé îïåðàòîð ÿêî�� âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

Aϕ =





dϕ

dθ
, −∆ ≤ θ < 0,

L0(ϕ), θ = 0.

(3.4)

Ñïåêòð îïåðàòîðà A òiëüêè òî÷êîâèé i ñêëàäà¹òüñÿ iç êîðåíiâ

õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

det


λE −

0∫

−∆

eλθ[dη(θ)]


 = 0. (3.5)

Ó áóäü-ÿêié ïiâïëîùèíi Re λ ≥ γ çíàõîäèòüñÿ òiëüêè ñêií÷åííà êiëüêiñòü

êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (3.5).

Íåõàé Λ = {λ1, ..., λk}� ìíîæèíà êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (3.5), äëÿ ÿêèõ |Re λ| <
α, à âñi iíøi êîðåíi ëåæàòü ó ïiâïëîùèíi Re λ < −α. Ïîçíà÷èìî âëàñíèé

ïiäïðîñòið ó C, ùî âiäïîâiäà¹ êîðåíÿì iç Λ, ÷åðåç P , à äîïîâíþâàëüíèé

äî íüîãî ïiäïðîñòið � ÷åðåç Q. Ïiäïðîñòið P ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî

ðîçìiðíiñòü äîðiâíþ¹ k.

Äàìî êîíñòðóêòèâíèé îïèñ ïiäïðîñòîðiâ P i Q.

Ðîçãëÿíåìî ñïðÿæåíå äî (3.3) ðiâíÿííÿ

dy

dt
= −

0∫

−∆

[dηT (θ)]y(t− θ), t ≤ 0. (3.6)
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Íåõàé Φ = Φ(θ), −∆ ≤ θ ≤ 0, � áàçèñ ó P , à Ψ = Ψ(θ), 0 ≤ θ ≤ ∆

� áàçèñ ó ñïðÿæåíîìó äî P ïiäïðîñòîði ðîçâ'ÿçêiâ (3.6) P ∗. Äëÿ åëåìåíòiâ

ϕ ∈ C[−∆, 0], ψ ∈ C[0, ∆] ââåäåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê

(ψ, ϕ) = ψT (0)ϕ(0)−
0∫

−∆

θ∫

0

ψ(ξ − θ)dη(θ)ϕ(ξ)dξ.

Âiäîìî [91], ùî k × k ìàòðèöÿ (Ψ, Φ) íåâèðîäæåíà i ìîæíà ââàæàòè, ùî

(Ψ, Φ) = E. ×åðåç B ïîçíà÷èìî l× l-ìàòðèöþ òàêó, ùî AΦ = ΦB . Ìíîæèíà

âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi B çáiãà¹òüñÿ iç ìíîæèíîþ Λ.

Ïiäïðîñòîðè P i Q òåïåð âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

P = {ϕ ∈ C[−∆, 0] : ϕ = Φ(Ψ, ϕ)}, Q = {ϕ ∈ C[−∆, 0] : (Ψ, ϕ) = 0}.

Êîæíèé åëåìåíò xt ∈ C ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

xt = xP
t + xQ

t = Φu(t) + zt, u(t) = (Ψ, xt) ∈ Rk, zt ∈ Q. (3.7)

Âèçíà÷èìî ìàòðèöi

X0(θ) =





0, −∆ ≤ θ < 0,

E, θ = 0,
Y0(θ) =





0, −ε∆ ≤ θ < 0,

E, θ = 0,

i îïåðàòîð V (t, σ) çñóâó âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

ε
dy

dt
= L3(t)yt. (3.8)

Äëÿ ïðîåêöié X0(θ) íà ïiäïðîñòîðè P i Q ìà¹ìî ðiâíîñòi

XP
0 = ΦΨT (0), XQ

0 = X0 −XP
0 = X0 − ΦΨT (0).

Çäiéñíþþ÷è â ñèñòåìi (3.2) çàìiíó çìiííèõ (3.7) òà âèêîðèñòîâóþ÷è

ôîðìóëó âàðiàöi�� ñòàëèõ [90], îäåðæèìî åêâiâàëåíòíó iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíó

ñèñòåìó
du

dt
= Bu(t) + ΨT (0)[L1(t)(Φu(t) + zt) + L2(t)yt],
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zt = T (t− σ)zσ +

t∫

σ

T (t− s)XQ
0 [L1(s)(Φu(s) + zs) + L2(s)ys]ds,

yt = V (t, σ)yσ +
1

ε

t∫

σ

V (t, s)Y0L4(s)(Φu(s) + zs)ds. (3.9)

Iíòåãðàëè â (3.9) äëÿ êîæíîãî θ ðîçóìi¹ìî ÿê iíòåãðàëè â åâêëiäîâèõ

ïðîñòîðàõ Rn i Rm.

Ïðèïóñòèìî, ùî âñi êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äëÿ (3.8)

det


λE −

0∫

−∆

eλθ[dη3(t, θ)]


 = 0

ëåæàòü ó ëiâié ïiâïëîùèíi Re λ ≤ −2µ < 0.

Iç öi¹�� óìîâè òà ñïîñîáó ðîçáèòòÿ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (3.5) âèïëèâàþòü îöiíêè

[90, 91]

|eBt| ≤ K1e
(α−β)|t|, t ∈ R,

|T (t)ϕP | ≤ K2e
(−α+β)t|ϕP |, t ≤ 0,

|T (t)ϕQ| ≤ K2e
−(α+β)t|ϕQ|, t ≥ 0,

|V (t, σ)ξ| ≤ K3e
−µ

ε (t−σ)|ξ|, t ≥ σ, (3.10)

äå K1, K2, K3 > 0, α > β > 0, ϕ ∈ C[−∆, 0], ξ ∈ C[−ε∆, 0].

3.1.2 Iñíóâàííÿ öåíòðàëüíîãî ìíîãîâèäó.
Îçíà÷åííÿ.Ìíîæèíó òî÷îê M ⊂ R×Rk×Q×C[−ε∆, 0] íàçèâàòèìåìî

iíòåãðàëüíèì ìíîãîâèäîì ñèñòåìè (3.9), ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε ∈ (0, ε0] i

áóäü-ÿêî�� òî÷êè (t0, u0, zt0, yt0) ∈ M âèïëèâà¹, ùî (t, u(t), zt, yt) ∈ M äëÿ âñiõ

t ∈ R, äå (u(t), zt, yt) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.9) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

(t0, u0, zt0, yt0).
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Òåîðåìà 3.1. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè (3.10) i íåðiâíîñòi

|Li(t)ϕ| ≤ ν|ϕ|, i = 1, 2, 4, ν > 0.

Òîäi äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε, ν ñèñòåìà (3.9) ìà¹ öåíòðàëüíèé ìíîãîâèä

M ∗ = {(t, u, zt, yt) : t ∈ R, u ∈ Rk, zt = Htu, yt = htu},

äå Ht : Rk → Q, ht : Rk → C[−ε∆, 0] � ëiíiéíi îáìåæåíi îïåðàòîðè.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íåñêëàäíî îäåðæàòè çà ñõåìîþ [83],

âèêîðèñòîâóþ÷è iòåðàöiéíèé ïðîöåñ

H0
t = 0, H i+1

t =

t∫

−∞
T (t− s)XQ

0 [L1(s)(Φ + H i
s) + L2(s)h

i
s]Ui(s, t)ds,

h0
t = 0, hi+1

t =
1

ε

t∫

−∞
V (t, s)Y0L4(s)(Φ + H i

s)Ui(s, t)ds, i = 0, 1, ..., (3.11)

äå Ui(t, s) � ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ðiâíÿííÿ
du

dt
= [B + ΨT (0)(L1(t)(Φ + H i

t) + L2(t)h
i
t)]u(t). (3.12)

Îäåðæèìî äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié Ht, ht. Ââåäåìî

ïîçíà÷åííÿ: W � ìíîæèíà âñiõ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ϕ ∈
C[−ε∆, 0]; E1 � ìíîæèíà ôóíêöié Ht : Rk → C[−∆, 0], E2 � ìíîæèíà

ôóíêöié ht : Rk → C[−ε∆, 0], ÿêi íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ïî t, θ. Äëÿ

ϕ ∈ W âèçíà÷èìî îïåðàòîð

D(ε)ϕ =





dϕ

dθ
, −ε∆ ≤ θ < 0,

1

ε
L3(t)ϕ, θ = 0.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ ôóíêöié Ht ∈ E1, ht ∈ E2

∂Ht

∂t
u + Ht[B + ΨT (0)(L1(t)(Φ + Ht) + L2(t)ht)]u =
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= A(Htu) + XQ
0 [L1(t)(Φ + Ht) + L2(t)ht]u, θ ∈ [−∆, 0],

∂ht

∂t
u + ht[B + ΨT (0)(L1(t)(Φ + Ht) + L2(t)ht)]u =

= D(ε)(htu) +
1

ε
Y0L4(t)(Φ + Ht)u, θ ∈ [−ε∆, 0], (3.13)

äå u � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi
du

dt
= [B + ΨT (0)(L1(t)(Φ + Ht) + L2(t)ht)]u(t),

u(σ) = u0. (3.14)

Íåõàé u � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (3.14). Òîäi ôóíêöi�� zt = Htu, yt = htu �

ðîçâ'ÿçêè äðóãîãî i òðåòüîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.9)

Htu(t) = T (t− σ)Hσu0 +

t∫

σ

T (t− s)XQ
0 [L1(s)(Φ + Hs)+

+L2(s)hs]u(s)ds, θ ∈ [−∆, 0],

htu(t) = V (t, σ)hσu0 +
1

ε

t∫

σ

V (t, s)Y0L4(s)(Φ + Hs)u(s)ds,

θ ∈ [−ε∆, 0]. (3.15)

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.15) ñïðàâà ïî t ïðè t = σ

äëÿ ôiêñîâàíîãî θ ∈ [−∆, 0]. Äëÿ ïîõiäíî�� ëiâî�� ÷àñòèíè ìà¹ìî ðiâíiñòü
d

dt
[Htu(t)]

∣∣∣∣
t=σ

=
∂Hσ

∂t
u0 +Hσ[B +ΨT (0)(L1(σ)(Φ+Hσ)+L2(σ)hσ)]u0. (3.16)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X(t) ÔÌÐ ðiâíÿííÿ (3.3), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó

X(t) = X0(t), t ∈ [−∆, 0]. Ñêîðèñòàâøèñü ðiâíiñòþ T (t)X0 = X(t + θ), −∆ ≤
θ ≤ 0, äiñòà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ T (t)XQ

0 = T (t)[X0−ΦΨT (0)] ¹ íåïåðåðâíîþ äëÿ

t ≥ 0. Òîäi îäåðæó¹ìî

lim
t→∞

1

t

σ+t∫

σ

T (t + σ − s)XQ
0 [L1(s)(Φ + Hs) + L2(s)hs]u(s)ds =
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= XQ
0 [L1(σ)(Φ + Hσ) + L2(σ)hσ]u0. (3.17)

Íà ïiäñòàâi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà T (t) äëÿ ïðàâî�� ïîõiäíî�� ïåðøîãî

äîäàíêà â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ äiñòàíåìî

d

dt
[T (t− σ)Hσu0]

∣∣∣∣
t=σ

= A(Hσu0). (3.18)

Iç ðiâíîñòåé (3.16)�(3.18) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöi�� Htu, htu äëÿ t = σ, u = u0

i âñiõ θ ∈ [−∆, 0] çàäîâîëüíÿþòü ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.15). Àíàëîãi÷íî

äîâîäèòüñÿ, ùî öi ôóíêöi�� çàäîâîëüíÿþòü äëÿ âñiõ θ ∈ [−ε∆, 0] äðóãå

ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.15).

Íàâïàêè, íåõàé ïàðà ôóíêöié (Ht, ht) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.13). Ïîòðiáíî

ïîêàçàòè, ùî ôóíêöi�� Htu, htu çàäîâîëüíÿþòü äðóãå i òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè

(3.9).

Ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü

Ω = Htu−T (t−σ)Hσu0−
t∫

σ

T (t−s)XQ
0 [L1(s)(Φ+Hs)+L2(s)hs]u(s)ds. (3.19)

ßêùî ϕ : [σ,∞) → C[−∆, 0] � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíå âiäîáðàæåííÿ,

òîäi äëÿ t ≥ σ, θ ∈ [−∆, 0] ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ϕ(t)− T (t− σ)ϕ(σ) =

t∫

σ

T (t− s)

[
dϕ(s)

ds
− Aϕ(s)

]
ds. (3.20)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (3.20), iç ϕ(t) = Htu(t) ïåðåïèøåìî ðiâíiñòü (3.19)

ó âèãëÿäi

Ω =

t∫

σ

T (t− s)

[
d

ds
(Hσu(s))− A(Hsu(s))−

−XQ
0 (L1(s)(Φ + Hs) + L2(s)hs)u(s)

]
ds.
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Âðàõîâóþ÷è ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.13), äiñòà¹ìî, ùî Ω = 0. Çíà÷èòü,

ôóíêöi�� Htu, htu çàäîâîëüíÿþòü äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.9). Àíàëîãi÷íî

äîâîäèòüñÿ, ùî öi ôóíêöi�� çàäîâîëüíÿþòü òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.9). Iç

íàâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü äiñòà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.2. Ôóíêöi�� Ht, ht îïèñóþòü öåíòðàëüíèé ìíîãîâèä ñèñòåìè

(3.9) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Ht ∈ E1, ht ∈ E2, i çàäîâîëüíÿþòü äëÿ âñiõ

t ∈ R, u0 ∈ Rk ñèñòåìó (3.13).

3.1.3 Ïðèíöèï çâåäåííÿ. Çäiéñíèìî â ñèñòåìi (3.9) çàìiíó çìiííèõ

z̄t = zt −Htu, ȳt = yt − htu. (3.21)

Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëàìè

Htu− T (t− σ)Hσu0 =

t∫

σ

T (t− s)

[
d

ds
(Hsu(s))− A(Hsu(s))

]
ds,

htu− V (t, σ)hσu0 =

t∫

σ

V (t, s)

[
d

ds
(hsu(s))−D(ε)(hsu(s))

]
ds

i âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (3.13), äëÿ íîâèõ çìiííèõ îäåðæèìî ñèñòåìó

du

dt
= [B + ΨT (0)(L1(t)Ht + L2(t)ht)]u(t) + ΨT (0)[L1(t)z̄t + L2(t)ȳt],

z̄t = T (t− σ)z̄σ +

t∫

σ

T (t− s)[(XQ
0 −HσΨ

T (0))(L1(s)z̄s + L2(s)ȳs)]ds,

ȳt = V (t, σ)ȳσ+
1

ε

t∫

σ

V (t, s)[Y0L4(s)z̄s−εhsΨ
T (0)(L1(s)z̄s+L2(s)ȳs)]ds. (3.22)

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè (3.10) i óìîâè òåîðåìè 3.1.

Òîäi äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε, ν iñíó¹ ñòiéêèé ìíîãîâèä ñèñòåìè (3.22)

u(t) = G(t, z̄t, ȳt), (3.23)
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äå G : R×Q× C[−ε∆, 0] → Rl � ëiíiéíèé îáìåæåíèé îïåðàòîð.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

u(t) = −
∞∫

t

U(t, s)ΨT (0)[L1(s)z̄s + L2(s)ȳs]ds,

z̄t = T (t− σ)z̄σ +

t∫

σ

T (t− s)[(XQ
0 −HsΨ

T (0))(L1(s)z̄s + L2(s)ȳs)]ds,

ȳt = V (t, σ)ȳσ+
1

ε

t∫

σ

V (t, s)[Y0L4(s)z̄s−εhsΨ
T (0)(L1(s)z̄s+L2(s)ȳs)]ds. (3.24)

Âðàõîâóþ÷è ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü îïåðàòîðiâ Ht, ht òà íåðiâíîñòi (3.10),

äiñòà¹ìî äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ äðóãîãî òà òðåòüîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.24) îöiíêè

|z̄t| ≤ K2e
−(α+β)(t−σ)|z̄σ|+

t∫

σ

K2e
−(α+β)(t−s)ν(1 + m0K4)(|z̄s|+ |ȳs|)ds,

|ȳt| ≤ K3e
−µ

ε (t−σ)|ȳσ|+ 1

ε

t∫

σ

K3e
−µ

ε (t−s)ν(1 + εm0K4)(|z̄s|+ |ȳs|)ds. (3.25)

Äîäàþ÷è íåðiâíîñòi (3.25), ïðè ε <
µ

α + β
ìà¹ìî

|z̄t|+|ȳt| ≤ K5e
−(α+β)(t−σ)(|z̄σ|+|ȳσ|)+K3ν(1+m0K4)

t∫

σ

e−(α+β)(t−s)(|z̄s|+|ȳs|)ds+

+
1

ε
K5ν(1 + εm0K4)

t∫

σ

e−
µ
ε (t−s)(|z̄s|+ |ȳs|)ds,

äå K5 = max{K2, K3}.
Ðîçâ'ÿçóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi Ãðîíóîëëà-

Áåëìàíà ïðè ε <
µ

2(α + β)
i

ν < min

{
β

2K5(1 + m0K4)
,

µ

2K5(1 + εm0K4)

}
,
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îäåðæó¹ìî

|z̄t|+ |ȳt| ≤ K6e
−(α+β

2 )(t−σ)(|z̄σ|+ |ȳσ|), t ≥ σ, (3.26)

äå K6 = K5e.

Äîñëiäèìî çáiæíiñòü iíòåãðàëà â ïðàâié ÷àñòèíi ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè

(3.24). Çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi Ãðîíóîëëà òà îöiíîê (3.26) îäåðæó¹ìî
∣∣∣∣∣∣

∞∫

t

U(t, s)ΨT (0)[L1(s)z̄s + L2(s)ȳs]ds

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ K1

∞∫

t

e(α−β
2 )(s−t)νK6e

(α+β
2 )(s−σ)ds =

=
K1K6ν

β
e−(α+β

2 )(t−σ)(|z̄σ|+ |ȳσ|), t ≥ σ. (3.27)

Îòæå, iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (u(t), zt, yt) ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

(3.24). Ïîêëàäàþ÷è â (3.24) t = σ, äiñòàíåìî çîáðàæåííÿ ñòiéêîãî

iíòåãðàëüíîãî ìíîãîâèäó

u = G(σ, z̄σ, ȳσ) = −
∞∫

σ

U(σ, s)ΨT (0)[L1(s)z̄s(σ, z̄σ) + L2(s)ȳs(σ, ȳσ)]ds, (3.28)

äå z̄t(σ, z̄σ), ȳt(σ, ȳσ) � ôóíêöi��, ùî çàäîâîëüíÿþòü äðóãå i òðåò¹ ðiâíÿííÿ

ñèñòåìè (3.24). Òåîðåìà 3.3 äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 3.1. Iç íåðiâíîñòåé (3.26), (3.27) âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

ðîçâ'ÿçêó (u(t), z̄t, ȳt), ÿêèé ëåæèòü íà ñòiéêîìó iíòåãðàëüíîìó ìíîãîâèäi

(3.23), iñíóþòü ñòàëi M > 0, α > β > 0 òàêi, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

|u(t)|+ |zt|+ |yt| ≤ Me−(α+β
2 )(t−σ)(|zσ|+ |yσ|), t ≥ σ. (3.29)

Çäiéñíèìî â (3.22) çàìiíó çìiííèõ

ū = u−G(t, z̄t, ȳt). (3.30)
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Îäåðæèìî ñèñòåìó ðiâíÿíü
dū

dt
= [B + ΨT (0)(L1(t)Ht + L2(t)ht)]ū(t),

z̄t = T (t− σ)z̄σ +

t∫

0

T (t− s)[(XQ
0 −HσΨ

T (0))(L1(s)z̄s + L2(s)ȳs)]ds,

ȳt = V (t, σ)ȳσ+
1

ε

t∫

0

V (t, s)[Y0L4(s)z̄s−εhsΨ
T (0)(L1(s)z̄s+L2(s)ȳs)]ds. (3.31)

Ñèñòåìà (3.30) ñêëàäà¹òüñÿ iç çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íà

öåíòðàëüíîìó ìíîãîâèäi òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü íà ñòiéêîìó ìíîãîâèäi.

Çâ'ÿçîê ìiæ ñèñòåìàìè (3.9) òà (3.31) âñòàíîâëþþòü ñïiââiäíîøåííÿ

u = ū + G(t, z̄t, ȳt), zt = z̄t + Htu, yt = ȳt + htu, (3.32)

äå (u(t), zt, yt) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.9) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (σ, u0, zσ, yσ),

à (ū(t), z̄t, ȳt) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.31) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

ū0 = u0 −G(σ, zσ −Hσu0, yσ − hσu0),

z̄σ = zσ −Hσu0,

ȳσ = yσ − hσu0.

Ôóíêöi�� (G(t, z̄t, ȳt), z̄t, ȳt) îïèñóþòü ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.22) íà ñòiéêîìó

iíòåãðàëüíîìó ìíîãîâèäi i äëÿ íüîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà (3.30). Òîäi iç

ñïiââiäíîøåíü (3.32) îäåðæó¹ìî ïðèíöèï çâåäåííÿ äëÿ ñèñòåìè (3.9).

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 3.1. Òîäi äëÿ

äîñòàòíüî ìàëèõ ε, ν çà äîïîìîãîþ çàìiíè (3.32) ñèñòåìà ðiâíÿíü (3.9)

çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó (3.31). Íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.9) ñòiéêèé

(àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé, íåñòiéêèé) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñòiéêèé

(àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé, íåñòiéêèé) íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
dū

dt
= [B + ΨT (0)(L1(t)Ht + L2(t)ht)]ū(t) (3.33)
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íà öåíòðàëüíîìó ìíîãîâèäi.

Òåîðåìà 3.4 äîçâîëÿ¹ çâåñòè äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi âèõiäíî�� ñèíãóëÿðíî

çáóðåíî�� äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíî�� ñèñòåìè (3.9) äî àíàëiçó ñèñòåìè

çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (3.33), ÿêà ¹ ðåãóëÿðíîþ i íå ìiñòèòü

âiäõèëåííÿ àðãóìåíòó.

3.2 Çàñòîñóâàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ äî ðåãóëÿðíî i
ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ïîáóäîâàíî iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî

çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü, îäåðæàíî äðóãå íàáëèæåííÿ â

ìåòîäi óñåðåäíåííÿ äëÿ ñèñòåìè â ñòàíäàðòíié ôîðìi òà äîñëiäæåíî ñòiéêiñòü

ñèñòåìè ñëàáêî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ. Ðåçóëüòàòè îäåðæàíi I.I. Êëåâ÷óêîì i

îïóáëiêîâàíi â [93 � 104].

Âàæëèâîþ çàäà÷åþ â òåîði¨ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ

ðiâíÿíü ¹ äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ. Äëÿ ñèñòåìè

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü îäåðæàíî íàáëè-

æåíå çîáðàæåííÿ iíòåãðàëüíîãî ìíîãîâèäó. Öå çîáðàæåííÿ çàñòîñîâó¹òüñÿ

äî äîñëiäæåííÿ óìîâ iñíóâàííÿ ãîìîêëiíi÷íèõ òî÷îê [100, 105], à òàêîæ

äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i êâàçiîïòèìàëüíî¨ ñòàáiëiçàöi¨ ëiíiéíèõ

êåðîâàíèõ ñèñòåì [97, 101, 104]. Ïðîâåäåíî ðîçùåïëåííÿ ëiíiéíèõ iìïóëüñíèõ

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ñèñòåì iç çàïiçíåííÿì [94]. Äðóãå íàáëèæåííÿ â

ìåòîäi óñåðåäíåííÿ çàñòîñîâó¹òüñÿ äî âèâ÷åííÿ ñòiéêîñòi ñèñòåìè ñëàáêî

çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ iç çàïiçíåííÿì [95, 96, 102, 103]. Äîñëiäæåíà áiôóðêàöiÿ

ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè [93]. Êðàéîâi

çàäà÷i äëÿ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè çâåäåíî äî ðiçíèöåâèõ òà äèôåðåíöiàëüíî-

ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü [98]. Äîñëiäæåíî âiäîáðàæåííÿ ç àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ
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iíâàðiàíòíîþ ìiðîþ [99].

3.2.1 Ïîáóäîâà iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
dx

dt
= f(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εh(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)),

ε
dy

dt
= G(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εP (t, x(t), y(t), y(t− ε∆)), (3.34)

äå ε � ìàëèé äîäàòíèé ïàpàìåòp, x ∈ Rm, y ∈ Rn.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

1) äëÿ âñiõ t ∈ R, x ∈ Rm ðiâíÿííÿ G(t, x, y, y) = 0 ìà¹ içîëüîâàíèé

ðîçâ'ÿçîê y = ϕ(t, x), ïðè÷îìó ôóíêöiÿ ϕ(t, x) òà ¨¨ ïîõiäíi çà t i x äî äðóãîãî

ïîðÿäêó âêëþ÷íî ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíi é îáìåæåíi;

2) ôóíêöi¨ f(t, x, y, z), h(t, x, y, z), G(t, x, y, z), P (t, x, y, z) òà ¨õ ÷àñòèííi

ïîõiäíi çà t, x, y, z äî äðóãîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíi é

îáìåæåíi ïðè t ∈ R, x ∈ Rm, |y − ϕ(t, x)| ≤ ρ, |z − ϕ(t, x)| ≤ ρ.

Ëiíåàðèçóþ÷è ôóíêöiþ G(t, x, y, z) â òî÷öi y = ϕ(t, x), z = ϕ(t, x) âiäíîñíî

y, z, îäåðæèìî

G(t, x, ϕ(t, x) + y, ϕ(t, x) + z) = B1(t, x)y + B2(t, x)z + G1(t, x, y, z),

ïðè÷îìó ïðè äîñèòü ìàëîìó ρ äëÿ |y| ≤ ρ, |z| ≤ ρ ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

|G1(t, x, y, z)| ≤ K(|y|2 + |z|2), K > 0.

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

3) âñi êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

det(B1(t, x) + B2(t, x) exp(−λ∆)− λE) = 0

ëåæàòü ó ïiâïëîùèíi Reλ ≤ −2α < 0.

Äëÿ ðåãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü iñíóâàí-

íÿ iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ äîâåäåíî â [106], à äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ � â
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[107] òà ií. Çãiäíî ç [107], ïpè äåÿêîìó ε0 > 0, 0 < ε < ε0 iñíó¹ iíòåãpàëüíèé

ìíîãîâèä ñèñòåìè (16), ùî ìîæå áóòè ïîäàíèé ó âèãëÿäi yt = ϕ(t, x)+ξ(t, x, ε),

äå ξ(t, x, 0) = 0. Ó ïpàöi [108] îäåpæàíî çîápàæåííÿ iíòåãpàëüíîãî ìíîãîâèäó

ëiíiéíî¨ ñèñòåìè. Â [95] îäåpæàíî íàáëèæåíå çîápàæåííÿ iíòåãpàëüíîãî

ìíîãîâèäó íåëiíiéíî¨ ñèíãóëÿpíî çáópåíî¨ ñèñòåìè áiëüø çàãàëüíîãî âèãëÿäó,

íiæ â [105, 108].

Òåîðåìà 3.5. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (3.34) âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1 � 3. Òîäi

iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä ñèñòåìè (3.34) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi yt =

ϕ(t, x) + g(t, x, ε) + O(ε2), äå

g(t, x, ε) = ε[B1(t, x) + B2(t, x)]−1[(E + ∆B2(t, x))(
∂ϕ

∂t
+

+
∂ϕ

∂x
f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x)))− P (t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))] + θ[

∂ϕ

∂t
+

+
∂ϕ

∂x
f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))], −ε∆ ≤ θ ≤ 0.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàâåäåíî â [95].

Ïîçíà÷èìî

η(t, x) =
1

ε
g(t, x, ε)|θ=−ε∆ = [B1(t, x) + B2(t, x)]−1[(E −∆B1(t, x))(

∂ϕ

∂t
+

∂ϕ

∂x
×

×f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x)))− P (t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))].

Òîäi piâíÿííÿ íà ìíîãîâèäi ñèñòåìè (3.34) íàáóäå âèãëÿäó
dx

dt
= f(t, x, ϕ(t, x) + εψ(t, x), ϕ(t, x)+

+εη(t, x)) + εh(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x)) + O(ε2).

3.2.2 Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ äî äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi
ñèñòåìè ñëàáêî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

dx

dt
= εX(t, x, x(t−∆)), (3.35)
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äå ε � ìàëèé äîäàòíèé ïàpàìåòp, x ∈ Rn, ôóíêöiÿ X(t, x, y) òðè÷i íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíà çà âñiìà çìiííèìè.

Íåõàé

X(t, x, x) =
∑

ν

eiνtXν(x).

Òîäi óñåðåäíåíà ñèñòåìà äëÿ (3.35) íàáóäå âèãëÿäó

dx

dt
= εX0(x),

äå X0(x) � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ X(t, x, x), X0(x) = M{X(t, x, x)}. Ó
ñòàòòi Õåéëà [20] äîâåäåíî óçàãàëüíåííÿ äðóãî¨ òåîðåìè Áîãîëþáîâà ïðî

óñåðåäíåííÿ äëÿ ñèñòåìè âèãëÿäó (3.35). Ïîáóäó¹ìî äðóãå íàáëèæåííÿ â

ìåòîäi óñåðåäíåííÿ äëÿ ñèñòåìè (3.35) i çàñòîñó¹ìî éîãî äî äîñëiäæåííÿ

ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè.

Ó ñèñòåìi (3.35) çðîáèìî çàìiíó x = ξ + εX̃(t, ξ), äå

X̃(t, ξ) =
∑

ν 6=0

eiνt

iν
Xν(ξ).

Âðàõîâóþ÷è, ùî
∂X̃(t, x)

∂t
= X(t, x, x)−X0(x),

îäåðæèìî ñèñòåìó

dξ

dt
+ εX(t, ξ, ξ)− εX0(ξ) + ε

∂X̃(t, ξ)

∂ξ

dξ

dt
= εX(t, ξ + εX̃(t, ξ), ξ(t−∆)+

+εX̃(t−∆, ξ(t−∆))). (3.36)

Îñêiëüêè çãiäíî ç [109]
dξ

dt
= εX0(ξ) + O(ε2),

òî

ξ(t−∆) = ξ(t)−∆
dξ

dt
+ O(ε2) = ξ(t)− ε∆X0(ξ) + O(ε2).
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Òîìó

X(t, ξ + εX̃(t, ξ), ξ(t−∆) + εX̃(t−∆, ξ(t−∆))) = X(t, ξ, ξ)+

+ε
∂X(t, x, ξ)

∂x
|x=ξX̃(t, ξ) + ε

∂X(t, ξ, y)

∂y
|y=ξ[X̃(t−∆, ξ)−∆X0(ξ)] + O(ε2).

Îòæå, ñèñòåìà (3.36) íàáóäå âèãëÿäó

dξ

dt
= εX0(ξ)− ε2∂X̃(t, ξ)

∂ξ
X0(ξ) + ε2∂X(t, x, ξ)

∂x
|x=ξX̃(t, ξ)+

+ε2∂X(t, ξ, y)

∂y
|y=ξ[X̃(t−∆, ξ)−∆X0(ξ)] + O(ε3). (3.37)

Ìè îäåðæàëè ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêà àïðîêñèìó¹

ñèñòåìó (3.36) iç òî÷íiñòþ äî O(ε3). Òîìó çãiäíî ç [110, 111], ðiâíÿííÿ äðóãîãî

íàáëèæåííÿ â ìåòîäi óñåðåäíåííÿ äëÿ ñèñòåìè (3.37) íàáóäóòü âèãëÿäó

dξ

dt
= εX0(ξ)+ε2M{∂X(t, x, ξ)

∂x
|x=ξX̃(t, ξ)+

∂X(t, ξ, y)

∂y
|y=ξ[X̃(t−∆, ξ)−∆X0(ξ)]}.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ñëàáêî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ iç çàïiçíåííÿì

y′′ + L2y + εP (t)y(t− h) = 0, (3.38)

äå ε � ìàëèé äîäàòíèé ïàpàìåòp, y = (y1, ..., yq)
T , L2 = diag{λ2

1, ..., λ
2
q}, λs > 0,

λk 6= λs, k 6= s, h > 0, P (t) � ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè

Pjs(t) =
n∑

m=1

(bjsmeiamt + b̄jsme−iamt), bjsm ∈ C, am ≥ 0. (3.39)

Ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ó êðè-

òè÷íîìó âèïàäêó âèâ÷àëàñÿ ó [112, 113] òà ií. Äàëi âèêîðèñòà¹ìî ìåòîäèêó

öèõ ðîáiò i çíàéäåìî óìîâè ñòiéêîñòi ñèñòåìè (3.38) â òåðìiíàõ ¨¨ êîåôiöi¹íòiâ.

Ñèñòåìó (3.38) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

y′′j = −λ2
jyj − ε

q∑
s=1

Pjs(t)ys(t− h).
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Ïîçíà÷èìî zj = y′/λj, òîäi îäåðæèìî ñèñòåìó

y′j = λjzj, z′j = −λjyj − ε

λj

q∑
s=1

Pjs(t)ys(t− h).

Ïåðåéäåìî äî êîìïëåêñíèõ çìiííèõ uj = yj + izj, òîäi

u′j = −iλjuj − εi

2λj

q∑
s=1

Pjs(t)(us(t− h) + ūs(t− h)).

Çðîáèâøè çàìiíó uj = xjexp(−iλjt), îäåðæèìî ñèñòåìó â ñòàíäàðòíié

ôîðìi

x′ = εF (t)x(t− h) + εG(t)x̄(t− h), (3.40)

äå x = (x1, ..., xq)
T , F (t) òà G(t) � ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè

Fjs(t) = − i

2λj
Pjs(t)e

i(λj−λs)teiλsh, Gjs(t) = − i

2λj
Pjs(t)e

i(λj+λs)te−iλsh (3.41)

âiäïîâiäíî.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (3.39) ó (3.41), îäåðæèìî

Fjs(t) = − i

2λj
eiλsh

n∑
m=1

(bjsmei(λj−λs+am)t + b̄jsmei(λj−λs−am)t),

Gjs(t) = − i

2λj
e−iλsh

n∑
m=1

(bjsmei(λj+λs+am)t + b̄jsmei(λj+λs−am)t).

Ïîçíà÷èìî cj = bjj1 + b̄jj1.

Òåîðåìà 3.6. Íåõàé a1 = 0, am > 0 ïðè m ≥ 2 i âiäñóòíié ðåçîíàíñ,

òîáòî λj − λs + am 6= 0 ïðè |j − s| + |m − 1| > 0, λj + λs − am 6= 0 äëÿ

âñiõ j, s,m. Òîäi íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.38) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé,

ÿêùî cjsin(λjh) < 0 ïðè j = 1, ..., q, i íåñòiéêèé, ÿêùî cjsin(λjh) 6= 0 äëÿ

âñiõ j, òà iñíó¹ k, äëÿ ÿêîãî cksin(λkh) > 0.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ iç òåîðåìè Õåéëà [109] i íàâåäåíî â [95].

Íåõàé òåïåð am > 0 äëÿ âñiõ m. Òîäi ïåðøå íàáëèæåííÿ â ìåòîäi

óñåðåäíåííÿ íå äà¹ âiäïîâiäi íà ïèòàííÿ ïðî ñòiéêiñòü.
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Ïîçíà÷èìî ds = Re{δs},

δs =

q∑

k=1

n∑
m=1

(
bskmb̄ksmexp(i(2λs + am)h)

i(λk − λs − am)(λs + λk + am)
+

+
b̄skmbksmexp(i(2λs − am)h)

i(λk − λs + am)(λs + λk − am)
).

Ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi P (t) ìà¹ìî bksm = bskm, îòæå,

ds =

q∑

k=1

n∑
m=1

|bskm|2( sin((2λs + am)h)

(λk − λs − am)(λs + λk + am)
+

+
sin((2λs − am)h)

(λk − λs + am)(λs + λk − am)
). (3.42)

Òåîðåìà 3.7. Íåõàé am > 0 äëÿ âñiõ m i âiäñóòíié ðåçîíàíñ, òîáòî

λj−λs+am−ak 6= 0 ïðè |j−s|+|m−k| > 0, λj +λs−am 6= 0, λj−λs+am 6= 0,

λj + λs + am − ak 6= 0, λj + λs − am − ak 6= 0, λj − λs + am + ak 6= 0 äëÿ âñiõ

j, s, m, k. Òîäi íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.38) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé,

ÿêùî ds > 0 ïðè s = 1, ..., q i íåñòiéêèé, ÿêùî ds 6= 0 äëÿ âñiõ s òà iñíó¹ k,

äëÿ ÿêîãî dk < 0.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàâåäåíî â [95]. Äëÿ äîâåäåííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

äðóãå íàáëèæåííÿ â ìåòîäi óñåðåäíåííÿ. Ó ñèñòåìi (3.40) âèêîíó¹òüñÿ çàìiíà

x(t) = ξ(t) + εF̃ (t)ξ(t) + εG̃(t)ξ̄(t), äå F̃ (t) òà G̃(t) � ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè

F̃js(t) = − i

2λj
eiλsh

n∑
m=1

(
bjsm

i(λj − λs + am)
ei(λj−λs+am)t+

+
b̄jsm

i(λj − λs − am)
ei(λj−λs−am)t), G̃js(t) = − i

2λj
e−iλsh

n∑
m=1

(
bjsm

i(λj + λs + am)
×

×ei(λj+λs+am)t +
b̄jsm

i(λj + λs − am)
ei(λj+λs−am)t).

Òîäi îäåðæèìî ñèñòåìó

ξ′ = ε2F (t)F̃ (t− h)ξ + ε2F (t)G̃(t− h)ξ̄ + ε2G(t)×
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× ¯̃F (t− h)ξ̄ + ε2G(t) ¯̃G(t− h)ξ + O(ε3). (3.43)

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.7 äîñèòü âèêîðèñòàòè ìåòîä óñåðåäíåííÿ äëÿ

ñèñòåìè (3.43).

3.3 Àïðîêñèìàöiÿ íåàñèìïòîòè÷íèõ êîðåíiâ êâàçiïîëiíîìiâ äëÿ
ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæåíî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ íåàñèìïòîòè÷íèõ

êîðåíiâ ìàòðè÷íèõ êâàçiïîëiíîìiâ äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü

çàïiçíþþ÷îãî òà íåéòðàëüíîãî òèïiâ, ùî áàçó¹òüñÿ íà àïðîêñèìàöi¨

äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü ñèñòåìàìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü. Ðåçóëüòàòè îäåðæàíi Ë.À. Ïiääóáíîþ òà I.Ì. ×åðåâêîì i

îïóáëiêîâàíi â [114].

Ðîçìiùåííÿ êîðåíiâ êâàçiïîëiíîìiâ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ

ðiâíÿíü ìà¹ âàæëèâå çíà÷åííÿ ïðè äîñëiäæåííi ñòiéêîñòi òà îñöèëÿöi¨

ðîçâ'ÿçêiâ, ó çàäà÷àõ ñòàáiëiçàöi¨ é êåðóâàííÿ. Ñèñòåìàòè÷íîìó âèâ÷åííþ

âëàñòèâîñòåé êâàçiïîëiíîìiâ ïðèñâÿ÷åíî ïðàöi [115, 116] òà iíøi. Ïðè

öüîìó äëÿ êîðåíiâ ç âåëèêèìè ìîäóëÿìè (àñèìïòîòè÷íi êîðåíi) ïîáóäîâàíi

åôåêòèâíi àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè.

Îñíîâíèé âïëèâ íà äèíàìi÷íi âëàñòèâîñòi êâàçiïîëiíîìiâ ìàþòü éîãî

íåàñèìïòîòè÷íi êîðåíi. Çîêðåìà, ÿêùî âñi êîðåíi êâàçiïîëiíîìà ëåæàòü ó

ëiâié ïiâïëîùèíi, òî öå ¹ íåîáõiäíîþ é äîñòàòíüîþ (çà âèíÿòêîì âèêëþ÷íèõ

âèïàäêiâ) óìîâîþ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî

äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíiâ ðîçðîáëåíî áàãàòî óíiâåðñàëüíèõ

àëãîðèòìiâ, ùî âêëþ÷åíi â áàçîâå ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ ñó÷àñíèõ ÅÎÌ.

Îäíàê, äëÿ çíàõîäæåííÿ êîðåíiâ êâàçiïîëiíîìiâ íåìà¹ åôåêòèâíèõ îá÷èñ-
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ëþâàëüíèõ àëãîðèòìiâ. Îá÷èñëåííÿ êîðåíiâ êâàçiïîëiíîìiâ ç âåëèêèìè

ìîäóëÿìè, ùî ðîçìiùåíi âçäîâæ äåÿêèõ êðèâèõ, ìîæíà çäiéñíèòè çà

äîïîìîãîþ àñèìïòîòè÷íèõ ôîðìóë, ÿêi âèïèñóþòüñÿ áåçïîñåðåäíüî ÷åðåç

êîåôiöi¹íòè êâàçiïîëiíîìà.

Ó ïðàöÿõ [117, 118] ïîáóäîâàíi àëãîðèòìè çíàõîäæåííÿ íåàñèìïòîòè÷íèõ

êîðåíiâ ñêàëÿðíèõ êâàçiïîëiíîìiâ, â ÿêèõ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñõåìà àïðîêñè-

ìàöi¨ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü [119, 120] ñèñòåìîþ çâè÷àéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi öåé ïiäõiä âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

äëÿ íàáëèæåííÿ íåàñèìïòîòè÷íèõ êîðåíiâ ìàòðè÷íèõ êâàçiïîëiíîìiâ äëÿ

äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü çàïiçíþþ÷îãî òà íåéòðàëüíîãî òèïiâ.

Âiäçíà÷èìî, ùî âèïàäîê äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü çàïiçíþþ÷îãî

òèïó ðîçãëÿäàâñÿ â ïðàöi [121].

3.3.1 Àïðîêñèìàöiÿ êâàçiïîëiíîìiâ äëÿ ñèñòåì iç çàïiçíåííÿì.
Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåííÿì

x′(t) = Ax(t) + Bx(t− τ), (3.44)

äå A,B - ñòàëi n× n ìàòðèöi, x ∈ Rn, τ > 0.

Êâàçiïîëiíîì ðiâíÿííÿ (3.44) ìà¹ âèãëÿä

Φ(λ) = det(A− λE + Be−λτ). (3.45)

Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ðiâíÿííþ (3.44) çà ñõåìîþ Êðàñîâñüêîãî [119]

ñèñòåìó çâè÷àéíèõ ìàòðè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

y′0 = Ay0 + Bym,

y′j = µ(yj−1 − yj), j = 1, ..., m.
(3.46)

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä
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Ψm(λ) = det




A− λE 0 . . . 0

µE −(µ + λ)E . . . 0

0 µE . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . −(µ + λ)E




= 0. (3.47)

Åëåìåíòè âèçíà÷íèêà (3.47) ¹ êâàäðàòíi n× n ìàòðèöi.

Âðàõîâóþ÷è ñòðóêòóðó âèçíà÷íèêà (3.47), äëÿ éîãî îá÷èñëåííÿ ìîæíà

îäåðæàòè çðó÷íó ôîðìóëó.

Ëåìà 3.1. Äëÿ âèçíà÷íèêà (3.47) ïðàâèëüíå ñïiââiäíîøåííÿ

Ψm(λ) = det

(
A− λE +

µm

(µ + λ)m
B

)
(µ + λ)mn. (3.48)

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ôóíêöiÿ

Ψm(λ) = det

(
A− λE +

µm

(µ + λ)m
B

)
(3.49)

àïðîêñèìó¹ êâàçiïîëiíîì (3.45) ïðè m →∞. Âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ µ = m
τ ,

òà ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè m →∞, îäåðæèìî

lim
m→∞

Ψm(λ) = det
(
A− λE + Be−λτ

)
.

Îòæå, ôóíêöiÿ Ψm(λ), âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (3.49), àïðîêñèìó¹ ïðè m →∞
êâàçiïîëiíîì (3.45). Öþ âëàñòèâiñòü ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ íàáëèæåíîãî

çíàõîäæåííÿ êîðåíiâ êâàçiïîëiíîìà (3.45).

Îñêiëüêè íóëi ôóíêöié Ψm(λ) i Ψm(λ) çáiãàþòüñÿ, òî íóëi õàðàêòåðèñòè÷-

íîãî ìíîãî÷ëåíà Ψm(λ) ìîæíà âçÿòè çà íàáëèæåíi çíà÷åííÿ

íåàñèìïòîòè÷íèõ êîðåíiâ êâàçiïîëiíîìà (3.45).

3.3.2 Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü íåéòðàëüíîãî
òèïó. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ íåéòðàëüíîãî



105

òèïó

(x(t)− Cx(t− τ))′ = Ax(t) + Bx(t− τ), (3.50)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0], (3.51)

äå A,B, C - ñòàëi n×n ìàòðèöi, x ∈ Rn, τ > 0, ϕ(t) � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà

íà [−τ, 0] ôóíêöiÿ.

Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨

yj (t) =




y1j(t)

y2j(t)

...

ynj(t)




, j = 0,m, m ∈ N,

ÿê ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

y′0 = Ay0 + µCym−1 + (B − µC)ym,

y′j = µ(yj−1 − yj),
(3.52)

µ =
m

τ
, j = 1, ..., m , m ∈ N,

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

yj(0) = ϕ(−jτ

m
), j = 0,m. (3.53)

Íàáëèæåíà çàìiíà ðiâíÿííÿ (3.50) ñèñòåìîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü (3.52) äîñëiäæóâàëàñü ó ïðàöÿõ [122, 123]. Çîêðåìà, ÿêùî âëàñíi

çíà÷åííÿ ìàòðèöi Ñ ëåæàòü â îäèíè÷íîìó êðóçi, òîäi çàäà÷à Êîøi (3.52)�

(3.53) àïðîêñèìó¹ ïî÷àòêîâó çàäà÷ó (3.50)�(3.51) i ïðàâèëüíi ñïiââiäíîøåííÿ
∣∣∣x(t− j

τ

m
)− yj(t)

∣∣∣ ≤ Qjω(x(t),
τ

m
),

t ∈ [0, T ], T > 0,
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äå Qj, j = 0,m - äîäàòíi ñòàëi, à ω(x, τ
m) � ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨

x(t) íà [−τ, T ].

Êâàçiïîëiíîì äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (3.50) ìà¹ âèãëÿä

Φ(λ) = det(A− λE + Be−λτ + λCe−λτ). (3.54)

Âèïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (3.52)

Ψm(λ) = det




A− λE 0 . . . µC B − µC

µE −(µ + λ)E . . . 0 0

0 µE . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . µE −(µ + λ)E




. (3.55)

Ëåìà 3.2. Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà àïðîêñèìóþ÷î¨ ñèñòåìè

(3.51) ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Ψm(λ) = det

(
A− λE +

µm

(µ + λ)m
B +

µm

(µ + λ)m
λC

)
(µ + λ)mn. (3.56)

Äîâåäåííÿ. Ðîçiá'¹ìî âèçíà÷íèê Ψm(λ) íà ÷îòèðè áëîêè A, B, C, D,

ïîêëàâøè

A = (A− λE), B = (0, 0, . . . , µC, B − µC),

C =




µE

0

0

...

0




, Dm =




−(µ + λ)E . . . 0

µE . . . 0

. . . . . . . . .

0 . . . −(µ + λ)E




.

Òóò A, Dm - êâàäðàòíi ìàòðèöi i, î÷åâèäíî, det(Dm) = (−1)mn(µ + λ)mn.

Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê Ψm, âèêîðèñòàâøè âëàñòèâîñòi áëî÷íèõ ìàòðèöü [124]
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àíàëîãi÷íî âèïàäêó ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåííÿì [117]:

Ψm(λ) = det


 A B

C Dm


 = det(A−BD−1

m C) · det(Dm), (3.57)

äå D−1
m - îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî ìàòðèöi Dm.

Ïîäàìî D−1
m ó âèãëÿäi

D−1
m =




d11 d12 . . . d1m

d21 d22 . . . d2m

d31 d32 . . . d3m

. . . . . . . . . . . .

dm1 dm2 . . . dmm




.

Ïiäðàõó¹ìî äîáóòîê ìàòðèöü:

BD−1
m C = (0, 0, . . . , µC, B − µC)×




d11 d12 . . . d1m

d21 d22 . . . d2m

. . . . . . . . . . . .

dm1 dm1 . . . dmm







µE

0

0

...

0




=

= (µC · dm−1,1 + (B − µC)dm1)µE = µ2Cdm−1,1 + µ(B − µC)dm1. (3.58)

Çíàéäåìî áëîêè dm1, dm−1,1 îáåðíåíî¨ ìàòðèöi D−1
m . Äëÿ öüîãî ðîçiá'¹ìî

ìàòðèöþ Dm íà ÷îòèðè áëîêè Dm−1, 0, Ci K, ââàæàþ÷è, ùî

C =
(

0 0 0 . . . µE
)

,

K = −(µ + λ)E , 0 =




0

. . .

0


 ,
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Dm =


 Dm−1 0

C K


 .

Òåïåð ìà¹ìî D−1
m =


 D−1

m−1 0

U K−1


, äå K−1 = − 1

(µ+λ)E.

Çíàéäåìî áëîê U , âèêîðèñòàâøè ðiâíiñòü

DD−1
m =


 E 0

CD−1
m−1 + KU E


 =


 E 0

0 E


 .

Îòæå,

U = −K−1CD−1
m−1 =

1

(µ + λ)
ECD−1

m−1 =

=
1

(µ + λ)
(µdm−1,1 µdm−1,2 . . . µdm−1,m−1).

Ïðèðiâíþþ÷è ïåðøi êîìïîíåíòè âåêòîðiâ, çíàõîäèìî, ùî

dm1 =
µ

µ + λ
dm−1,1 = ... =

µm−1

(µ + λ)m−1d1,1 = − µm−1

(µ + λ)m
E. (3.59)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (3.58), (3.59) ó ñïiââiäíîøåííÿ (3.57), îäåðæó¹ìî

Ψm(λ) = det

(
A− λE +

µmC

(µ + λ)m−1 +
µm(B − µC)

(µ + λ)mn

)
(µ + λ)mn =

= det

(
A− λE +

µmB

(µ + λ)m
+

µm

(µ + λ)m
λC

)
(µ + λ)mn.

Ëåìà 3.2 äîâåäåíà.

Ðîçãëÿíåìî ôiêñîâàíå λ ∈ Z. Òîäi λ 6= m
τ çà ìîæëèâèì âèíÿòêîì îäíîãî

çíà÷åííÿ m. Îòæå, ôóíêöiÿ Ψm(λ) âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ m ∈ N çà ìîæëèâèì

âèíÿòêîì îäíîãî m ∈ N .

Âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ µ = m
τ i ðiâíiñòü (3.56), ìà¹ìî

Ψm(λ) = det
(
A− λE +

mm

(m + λτ)m
B +

mm

(m + λτ)m
λC

)
. (3.60)
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Íà ïiäñòàâi âiäîìî¨ ãðàíèöi

lim
m→∞

(
m

m + λτ
)m = e−λτ

îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

lim
m→∞

(A− λE + (
m

(m + λτ)
)mB+

+(
m

(m + λτ)
)mλC) = A− λE + Be−λτ + λCe−λτ .

Îòæå, ïåðåõîäÿ÷è â ðiâíîñòi (3.60) äî ãðàíèöi ïðè m →∞, äëÿ ôiêñîâàíîãî

λ ∈ Z îäåðæèìî

lim
m→∞

Ψm(λ) = det(A− λE + Be−λτ + λCe−λτ).

Ëåìà 3.3. Äëÿ ôiêñîâàíèõ λ ∈ Z ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

Ψm(λ) =
Ψm(λ)

(µ + λ)mn
, m ∈ N,

çáiãà¹òüñÿ ïðè m →∞ äî êâàçiïîëiíîìà (3.54).

Çàóâàæåííÿ 3.2. Ôóíêöiÿ Ψm(λ), âèçíà÷åíà ñïiââiäíîøåííÿì (3.60),

àïðîêñèìó¹ ïðè m → ∞ êâàçiïîëiíîì (3.54). Öþ âëàñòèâiñòü ìîæíà

âèêîðèñòàòè äëÿ íàáëèæåíîãî çíàõîäæåííÿ íåàñèìïòîòè÷íèõ êîðåíiâ

êâàçiïîëiíîìà (3.54). Îñêiëüêè íóëi ôóíêöié Ψm(λ) i Ψm(λ), çãiäíî ç ðiâíiñòþ

(3.56), çáiãàþòüñÿ, òî êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (3.55) ìîæíà áðàòè

ÿê íàáëèæåíi çíà÷åííÿ íåàñèìïòîòè÷íèõ êîðåíiâ êâàçiïîëiíîìà (3.54).
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4 ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÒÀ ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÈÕ
ÌÎÄÅËÅÉ ÅÊÎËÎÃÎ-ÅÊÎÍÎÌI×ÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

ßê âiäîìî, ñîöiàëüíî-åêîíîìi÷íi, çîêðåìà åêîëîãî-åêîíîíîìi÷íi, âèðîáíè÷i

òà iíøi ïðîöåñè, íàëåæàòü äî òèõ óíiêàëüíèõ îá'¹êòiâ ïiçíàííÿ, ïðè âèâ÷åííi

ÿêèõ ìåòîäàì ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïðàêòè÷íî íåìà¹ àëüòåðíàòèâè.

Öå â çíà÷íié ìiði ïîÿñíþ¹ àêòóàëüíiñòü òà ïðiîðèòåòíiñòü çàñòîñóâàííÿ

ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó äëÿ ôîðìàëiçàöi¨ ïðîöåñiâ ñó÷àñíî¨ åêîíîìiêè, ¨õ

ìàøèííî¨ iìiòàöi¨ òà ìîäåëüíîãî àíàëiçó ç ìåòîþ ðîçðîáêè âiäïîâiäíî¨

ñèñòåìè ïðèéíÿòòÿ ñîöiàëüíî�åêîíîìi÷íèõ ðiøåíü.

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî òà äîñëiäæåíî åêîíîìiêî-ìàòåìàòè÷íi

ìîäåëi ðîçâèòêó ïðîìèñëîâîãî ïîòåíöiàëó ðåãiîíó òà ðîçâèòêó ðåãiîíàëü-

íèõ iíâåñòèöiéíèõ ïîòîêiâ. Çîêðåìà, ïîáóäîâàíî êîðåëÿöiéíî�ðåãðåñiéíi

ìîäåëi, â òîìó ÷èñëi ëàãîâi, ùî îïèñóþòü çâ'ÿçêè ìiæ iíâåñòèöiÿìè

òà ìàêðîåêîíîìi÷íèìè ïîêàçíèêàìè [126, ñ.130�142, 215�216, 325�353].

Âñòàíîâëåíî òiñíèé çâ'ÿçîê â Óêðà¨íi òà ×åðíiâåöüêié îáëàñòi ìiæ

iíâåñòèöiÿìè â îñíîâíèé êàïiòàë íåâèðîáíè÷îãî ïðèçíà÷åííÿ òà îáñÿãàìè

áóäiâåëüíî-ìîíòàæíèõ ðîáiò, ìiæ iíâåñòèöiÿìè â îñíîâíèé êàïiòàë òà

iíäåêñîì ôiçè÷íîãî îáñÿãó âàëîâî¨ äîäàíî¨ âàðòîñòi, ìiæ iíâåñòèöiÿìè â

îñíîâíèé êàïiòàë æèòëîâîãî áóäiâíèöòâà òà ââåäåííÿì â åêñïëóàòàöiþ

æèòëîâèõ áóäèíêiâ, ìiæ iíøèìè ïîêàçíèêàìè. Íà áàçi öèõ ìîäåëåé çíàéäåíî

âiääà÷ó âiä iíâåñòèöiéíî¨ äiÿëüíîñòi, åëàñòè÷íiñòü ïàðàìåòðiâ âiäíîñíî

êàïiòàëîâêëàäåíü, çðîáëåíî àíàëiç õàðàêòåðèñòèê iíâåñòèöiéíî¨ äiÿëüíîñòi,

ïîðiâíÿíî ¨õ çàãàëüíîóêðà¨íñüêi òà ðåãiîíàëüíi çíà÷åííÿ, çðîáëåíî ïðîãíîçè

òà âèñíîâêè.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïðîìèñëîâîãî ïîòåíöiàëó ðåãiîíó ïîáóäîâàíî [126, ñ.289�
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303] åêîíîìiêî-ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ó ôîðìi ìàêðîåêîíîìi÷íî¨ ìóëüòèïëiêà-

òèâíî¨ âèðîáíè÷î¨ ôóíêöi¨. Âèçíà÷åíî îñíîâíi õàðàêòåðèñòèêè âèðîáíè÷î¨

ôóíêöi¨: çíàéäåíî ñåðåäíi òà ãðàíè÷íi åôåêòèâíîñòi ôàêòîðiâ, åëàñòè÷íîñòi

âèïóñêó çà ðåñóðñàìè òà åëàñòè÷íiñòü âèðîáíèöòâà, ãðàíè÷íi íîðìè çàìiíè

ìiæ ðåñóðñàìè; ïîäàíî âèñíîâêè ïðî åêîíîìiêó ðåãiîíó. Äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ

ïðîìèñëîâîãî ïîòåíöiàëó ðåãiîíó ïîáóäîâàíî òðåíäè äëÿ ÷àñîâèõ ðÿäiâ

ðåñóðñiâ, âèêîðèñòàíî ïðîãíîçíi çíà÷åííÿ âåëè÷èí ðåñóðñiâ òà âèðîáíè÷ó

ôóíêöiþ äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ âèïóñêó ïðîìèñëîâî¨ ïðîäóêöi¨.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó íàëåæàòü Â.Ñ.Ãðèãîðêiâó, Â.É.Êóøíið÷óêó òà

Â.Ñ.Äðîíþ [125, 126].

4.1 Áàãàòîêðèòåðiàëüíà îïòèìiçàöiéíà ìîäåëü ç íåëiíiéíèì
åêîëîãî-åêîíîìi÷íèì ìiæãàëóçåâèì áàëàíñîì

Íà ñüîãîäíiøíié äåíü ëþäñüêå ñóñïiëüñòâî ïåðåáóâà¹ íà ïîðîçi ãëîáàëüíî¨

åêîëîãi÷íî¨ êðèçè. Ïðèðîäà íàøî¨ ïëàíåòè íåâïiçíàííî çáiäíiëà, âiäáóâà¹òüñÿ

äåãðàäàöiÿ ãðóíòiâ, âòðà÷à¹òüñÿ ¨õ ðîäþ÷iñòü, íåâïèííî çðîñòà¹ ¨õ îòðó¹ííÿ

íàôòîïðîäóêòàìè, âàæêèìè ìåòàëàìè, ïåñòèöèäàìè. Âåëè÷åçíà êiëüêiñòü

ïðîäóêòiâ çàáðóäíåííÿ îòðóþ¹ ïîâiòðÿ òà âîäó. Îñíîâíèì äæåðåëîì

çàáðóäíåííÿ ¹ âèðîáíè÷î-åêîíîìi÷íà äiÿëüíiñòü ëþäèíè, òîìó, î÷åâèäíî,

äëÿ ïîäîëàííÿ åêîëîãi÷íî¨ êðèçè ïîòðiáíî çäiéñíèòè ðiøó÷èé ïåðåõiä äî

åêîëîãiçàöi¨ åêîíîìiêè i âèðîáíèöòâà, äî ïîñòiíäóñòðiàëüíî¨ åêîëîãi÷íî

îði¹íòîâàíî¨ öèâiëiçàöi¨. Ñòàëî çðîçóìiëèì, ùî âçà¹ìîäiÿ ëþäèíè ç ïðèðîäîþ

ïîâèííà âèâ÷àòèñü ó ðàìêàõ ¹äèíî¨ åêîëîãî-åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè.

Âiäðàäíî, ùî â îñòàííi ðîêè ïðîãðåñèâíà ÷àñòèíà ëþäñòâà ïðîÿâëÿ¹

îñîáëèâó àêòèâíiñòü, ñïðÿìîâàíó íà ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåì îõîðîíè ïðèðîäè òà

äîâêiëëÿ. Çîêðåìà, ó 1992 ð. âiäáóëàñü Êîíôåðåíöiÿ ÎÎÍ ç íàâêîëèøíüîãî
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ñåðåäîâèùà i ðîçâèòêó, íà ÿêié êåðiâíèêè 179 êðà¨í ñâiòó, âêëþ÷àþ÷è Óêðà¨íó,

ñïiëüíî âèðîáèëè âñåñâiòíþ ïðîãðàìó äié ïiä íàçâîþ �Ïîðÿäîê äíÿ íà

ÕÕI ñòîëiòòÿ� [127, 128]. Îñíîâó ïðîãðàìè ñêëàäàþòü 27 ïðèíöèïiâ, ÿêi

óòî÷íþþòü ïðàâèëà ðàöiîíàëüíî¨ ïîâåäiíêè êðà¨í ñâiòó (ïðàâà i çîáîâ'ÿçàííÿ)

íà øëÿõó ïåðåõîäó äî çáàëàíñîâàíîãî â åêîëîãi÷íîìó, åêîíîìi÷íîìó òà

ñîöiàëüíîìó ñåíñi ðîçâèòêó. Òàêèé ðîçâèòîê áóâ íàçâàíèé ñòàëèì (ñòiéêèì,

ñàìîâiäòâîðþâàíèì).

Íàóêà àêòèâíî âêëþ÷èëàñü ó âèâ÷åííÿ òà ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåì ñòàëîãî

ðîçâèòêó. Öi ïðîáëåìè ñòàëè òàêîæ îñíîâíèìè â áàãàòüîõ åêîíîìiêî-

ìàòåìàòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ, áåç ÿêèõ, î÷åâèäíî, íå ìîæíà îáiéòèñÿ,

îñêiëüêè àáñòðàãóâàííÿ âiä ðåàëüíèõ åêîëîãî-åêîíîìi÷íèõ ñèñòåì i ïðîöåñiâ

äî ¨õ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, òà, íàâïàêè, ïåðåõiä âiä ÿêiñíîãî (ïðåäìåòíîãî)

àíàëiçó ìîäåëåé äî âèñíîâêiâ ïðî ðåàëüíi åêîëîãî-åêîíîìi÷íi îá'¹êòè � îäèí

ç íàéáiëüø åôåêòèâíèõ òà åêîíîìíèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ öèõ ïðîáëåì.

Îñíîâîþ äëÿ ïîáóäîâè áàãàòüîõ åêîíîìiêî-ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé åêîëîãî-

åêîíîìi÷íî¨ âçà¹ìîäi¨ ñòàëà ëiíiéíà ñòàòè÷íà ìiæãàëóçåâà ìîäåëü Ëåîíòü¹âà-

Ôîðäà [129], ÿêà âêëþ÷à¹ äâi ãðóïè ãàëóçåé: îñíîâíå âèðîáíèöòâî (ãàëóçi

ìàòåðiàëüíîãî âèðîáíèöòâà) i äîïîìiæíå âèðîáíèöòâî (ãàëóçi, ùî çíèùóþòü

øêiäëèâi âiäõîäè).

Íèæ÷å ðîçãëÿäà¹òüñÿ áàãàòîêðèòåðiàëüíèé ïiäõiä äî ïîáóäîâè îïòèìiçà-

öiéíèõ ìîäåëåé ñòàòè÷íîãî íåëiíiéíîãî åêîëîãî-åêîíîìi÷íîãî áàëàíñó òà

ïðîïîíó¹òüñÿ àëãîðèòì ðîçâ'ÿçàííÿ âiäïîâiäíèõ çàäà÷ íà îñíîâi ìåòîäó

ìîæëèâèõ íàïðÿìêiâ.

Ñòàòè÷íèé íåëiíiéíèé åêîëîãî-åêîíîìi÷íèé ìiæãàëóçåâèé áàëàíñ çàïèøå-
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ìî ó âèãëÿäi ñïiââiäíîøåíü [127, 130]:

x(1) = α11(x(1)) + α12(x(2)) + y(1), (4.1)

x(2) = α21(x(1)) + α22(x(2))− y(2), (4.2)

äå x(1) = (x
(1)
1 , ..., x

(1)
n )T , x(2) = (x

(2)
1 , ..., x

(2)
m )T , y(1) = (y

(1)
1 , ..., y

(1)
n )T ,

y(2) = (y
(2)
1 , ..., y

(2)
m )T � âåêòîðè-ñòîâïöi (T� çíàê îïåðàöi¨ òðàíñïîíóâàííÿ)

âiäïîâiäíî âàëîâîãî âèïóñêó îñíîâíî¨ ïðîäóêöi¨, çíèùåíèõ çàáðóäíþâà÷iâ,

êiíöåâî¨ ïðîäóêöi¨, íåçíèùåíèõ çàáðóäíþâà÷iâ,

α11(x(1)) = (α11
1 (x(1)), ..., α11

n (x(1)))T ; α12(x(2)) = (α12
1 (x(2)), ..., α12

n (x(2)))T ;

α21(x(1)) = (α21
1 (x(1)), ..., α21

m (x(1)))T ; α22(x(2)) = (α22
1 (x(2)), ..., α22

m (x(2)))T ;

α11
i (x(1)) =

n∑

j=1

ϕ11
ij (x

(1)
j ), i = 1, n; α12

i (x(2)) =
m∑

l=1

ϕ12
il (x

(2)
l ), i = 1, n;

α21
l (x(1)) =

n∑

j=1

ϕ21
lj (x

(1)
j ), l = 1,m; α22

l (x(2)) =
m∑

s=1

ϕ22
ls (x(2)

s ), l = 1,m.

Ôóíêöi¨ ϕ11
ij (x

(1)
j ) (i, j = 1, n), ϕ12

il (x
(2)
l ) (i = 1, n; l = 1,m),

ϕ21
lj (x

(1)
j ) (l = 1,m; j = 1, n), ϕ22

ls (x
(2)
s ) (l, s = 1,m) ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹

íåëiíiéíèìè i ìàþòü òàêèé çìiñò:

ϕ11
ij (x

(1)
j )� çàòðàòè ïðîäóêöi¨ i íà âèïóñê ïðîäóêöi¨ j êiëüêiñòþ x

(1)
j îäèíèöü;

ϕ12
il (x

(2)
l ) � çàòðàòè ïðîäóêöi¨ i íà çíèùåííÿ çàáðóäíþâà÷iâ l êiëüêiñòþ x

(2)
l

îäèíèöü; ϕ21
lj (x

(1)
j ) � âèïóñê çàáðóäíþâà÷iâ l ïiä ÷àñ âèïóñêó ïðîäóêöi¨ j

êiëüêiñòþ x
(1)
j îäèíèöü; ϕ22

ls (x
(2)
s ) � âèïóñê çàáðóäíþâà÷iâ l ïðè çíèùåííi

çàáðóäíþâà÷iâ s êiëüêiñòþ x
(2)
s îäèíèöü. Ç åêîíîìi÷íîãî çìiñòó ôóíêöié

çàòðàò i âèïóñêiâ âèïëèâà¹, ùî öi ôóíêöi¨ ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷èìè â îáëàñòi

íåâiä'¹ìíèõ àðãóìåíòiâ i íàáóâàþòü íóëüîâèõ çíà÷åíü ó íóëi.

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ (4.1) âiäîáðàæà¹ òèïîâèé ðîçïîäië îñíîâíî¨

ïðîäóêöi¨ ìiæ çàòðàòàìè íà îñíîâíå i äîïîìiæíå âèðîáíèöòâà òà êiíöåâó
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ïðîäóêöiþ, à ðiâíÿííÿ (4.2) âiäòâîðþ¹ áàëàíñ äëÿ çíèùåíîãî çàáðóäíåííÿ, ÿêå

äîðiâíþ¹ ðiçíèöi ìiæ âèðîáëåíèì çàáðóäíåííÿì i íåçíèùåíèì çàáðóäíåííÿì.

Îñíîâíîþ çàäà÷åþ ïðè ñêëàäàííi ïðîãíîçiâ òà ïëàíîâèõ ðîçðàõóíêàõ

¹ çíàõîäæåííÿ ïðè çàäàíèõ âåêòîðàõ y(1) i y(2) âiäïîâiäíèõ îá'¹ìiâ

âèðîáíèöòâà x(1) i çíèùåííÿ çàáðóäíþâà÷iâ x(2). ßêùî âèáðàòè òîé ÷è iíøèé

êðèòåðié ðîçâèòêó åêîëîãî-åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè (ñêàëÿðíèé ÷è âåêòîðíèé),

òî çãàäàíà âèùå çàäà÷à ìîæå áóòè ôîðìàëiçîâàíà ó âèãëÿäi äåÿêî¨

îïòèìiçàöiéíî¨ çàäà÷i. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî çà ñâî¹þ ïðèðîäîþ äîâiëüíèé

åêîëîãî-åêîíîìi÷íèé ïðîöåñ ¹ áàãàòîêðèòåðiàëüíèì, õî÷à ïðè ðîçâ'ÿçàííi

áàãàòüîõ ðåàëüíèõ çàäà÷ ÷àñòiøå âñüîãî âèäiëÿþòü îäèí, íàéáiëüø âàãîìèé,

êðèòåðié. Öå, çâè÷àéíî, ñïðîùó¹ ïîøóê ðàöiîíàëüíîãî (àáî îïòèìàëüíîãî)

ðîçâ'ÿçêó, àëå íå âèðiøó¹ ïðîáëåìè àäåêâàòíîñòi âiäïîâiäíî¨ ìîäåëi. Ïðè

ïîáóäîâi îïòèìiçàöiéíèõ ìîäåëåé ñêëàäàþòü iíòåðåñ òi, ùî çâîäÿòüñÿ

äî áàãàòîêðèòåðiàëüíèõ îïòèìiçàöiéíèõ çàäà÷. Äî òèõ êðèòåði¨â, ÿêi

÷àñòî ôiãóðóþòü ïðè ìîäåëþâàííi åêîëîãî-åêîíîìi÷íèõ îá'¹êòiâ, íàëåæàòü,

íàïðèêëàä, ìiíiìiçàöiÿ òðóäîâèõ ðåñóðñiâ f0(x
(1), x(2)) òà ìàêñèìiçàöiÿ

òi¹¨ ÷àñòèíè äîõîäó f1(x
(1), x(2)) âiä âèðîáíèöòâà îñíîâíî¨ ïðîäóêöi¨, ÿêà

çàëèøèëàñü ïiñëÿ êîìïëåêñíèõ çàòðàò íà çíèùåííÿ çàáðóäíþâà÷iâ.

Ðîçãëÿíåìî äâîêðèòåðiàëüíó îïòèìiçàöiéíó ìîäåëü ç íåëiíiéíèì åêîëîãî-

åêîíîìi÷íèì áàëàíñîì. Âñi íàâåäåíi äàëi âèêëàäåííÿ ùîäî öi¹¨ ìîäåëi ëåãêî

ïåðåíîñÿòüñÿ íà âèïàäîê ìîäåëi ç n-êðèòåðiàëüíèì ïðîñòîðîì (n > 2).

Íåõàé f0(x
(1); x(2) =

n∑
j=1

ψ
(1)
j (x

(1)
j ) +

m∑
l=1

ψ
(2)
l (x

(2)
l ), f2(x

(1)) =
n∑

j=1
ξ

(1)
j (x

(1)
j ),

f3(x
(2)) =

m∑
l=1

η
(2)
l (x

(2)
l ), f1(x

(1), x(2)) = f2(x
(1))−f3(x

(2)), äå ψ
(1)
j (x

(1)
j ) i ψ(2)

l (x
(2)
l )

� âiäïîâiäíî òðóäîâi ðåñóðñè, ÿêi íåîáõiäíi äëÿ âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ j

êiëüêiñòþ x
(1)
j îäèíèöü i çíèùåííÿ çàáðóäíþâà÷iâ l êiëüêiñòþ x

(2)
l îäèíèöü;
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ξ
(1)
j (x

(1)
j ) � äîõiä âiä âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ j êiëüêiñòþ x

(1)
j îäèíèöü; η(2)

l (x
(2)
l )

� êîìïëåêñíi çàòðàòè íà çíèùåííÿ çàáðóäíþâà÷iâ l êiëüêiñòþ x
(2)
l îäèíèöü.

Ïðè íàÿâíîñòi âêàçàíèõ êðèòåði¨â çàäà÷ó ðàöiîíàëüíîãî ïëàíóâàííÿ

åêîëîãî-åêîíîìi÷íîãî ðîçâèòêó iç óðàõóâàííÿì (4.1), (4.2) ìîæíà çàïèñàòè

òàê: 



f0(x
(1), x(2)) 7→ min,

f1(x
(1), x(2)) 7→ max,

g(x(1), x(2)) = x(1) − α11(x(1))− α12(x(2)) ≥ y(1),

h(x(1), x(2)) = −α21(x(1)) + x(2) − α22(x(2)) ≥ −y(2),

x(1) ≥ 0 ∈ Rn, x(2) ≥ 0 ∈ Rm.

(4.3)

Ïðîöåñ ðîçâ'ÿçàííÿ äâîêðèòåðiàëüíî¨ çàäà÷i íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ

(4.3), î÷åâèäíî, çàëåæèòü âiä êîíêðåòèçàöi¨ òèõ ôóíêöié, ùî ôîðìóþòü

çàäà÷ó.

Áiëüøiñòü âiäîìèõ ïiäõîäiâ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i áàãàòîêðèòåðiàëüíî¨

îïòèìiçàöi¨ áàçó¹òüñÿ íà ¨¨ çâåäåííi äî çàäà÷i íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Îäíèì ç îñíîâíèõ ìåòîäiâ òàêîãî òèïó ¹ ìåòîä çãîðòîê, â ÿêîìó âñi êðèòåði¨

çãîðòàþòüñÿ â îäèí êðèòåðié. Âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêîæ ìóëüòèïëiêàòèâíi

çãîðòêè, ìåòîäè ïîñòóïîê, öiëüîâîãî ïðîãðàìóâàííÿ òà iíøi.

Àëå ç óñïiõîì çàñòîñîâó¹òüñÿ é iíøèé ïiäõiä, â ÿêîìó íå ïðîâîäèòüñÿ

ïîïåðåäíié ïåðåõiä äî çàäà÷i íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ â ÿâíîìó âèãëÿäi.

Ôàêòè÷íî òàêi ìåòîäè ¹ óçàãàëüíåííÿì âiäîìèõ ëîêàëüíèõ i ãëîáàëüíèõ

ìåòîäiâ íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ íà çàäà÷i ç êiëüêîìà êðèòåðiÿìè.

Îäíèì ç òàêèõ ìåòîäiâ ¹ ìåòîä ìîæëèâèõ íàïðÿìêiâ, çàïðîïîíîâàíèé

Çîéòåíäåéêîì äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ îïóêëîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Ïîäàëüøi

ìîäèôiêàöi¨ öüîãî ìåòîäó ñòîñóâàëèñÿ éîãî çàñòîñóâàííþ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

çàäà÷ íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Ðiçíi âåðñi¨ ìåòîäó âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ
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ñîáîþ ÿê âèäîì äîïîìiæíî¨ çàäà÷i, òèïîì íîðìóþ÷èõ îáìåæåíü, âèáîðîì

êðîêó ñïóñêó, òàê i ðiçíèìè ñïîñîáàìè áîðîòüáè ç �çèãçàãîïîäiáíiñòþ� ðóõó.

Òàê, ÿêùî ìåòîä òðàêòóâàòè ÿê ìåòîä ìiíiìiçàöi¨ äåÿêî¨ äîïîìiæíî¨

ôóíêöi¨, ÿêà çàëåæèòü íå òiëüêè âiä âèõiäíèõ ïðÿìèõ çìiííèõ, àëå é

âiä îöiíêè çâåðõó îïòèìàëüíîãî çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨, òî ìîæíà

óçàãàëüíèòè éîãî íà âèïàäîê ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ áàãàòîêðèòåðiàëüíî¨

îïòèìiçàöi¨ [131].

Àíàëîãi÷íî ìîæíà óçàãàëüíèòè é iíøi ìåòîäè íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ

� øòðàôíèõ ôóíêöié, ëiíåàðèçàöi¨, öåíòðiâ, ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà òîùî.

Ìåòîä ìîæëèâèõ íàïðÿìêiâ äåùî ïîñòóïà¹òüñÿ çà òî÷íiñòþ ðîçâ'ÿçêó

iíøèì ìåòîäàì. Àëå âií íå âèìàãà¹ äîñèòü òî÷íèõ ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü äëÿ

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ i äîçâîëÿ¹ äåùî çìåíøèòè îá'¹ì îá÷èñëåíü. Ðåçóëüòàòè,

îäåðæàíi ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ ìåòîäîì ìîæëèâèõ íàïðÿìêiâ ìîæóòü áóòè

äîáðèìè ïî÷àòêîâèìè íàáëèæåííÿìè äëÿ ïîäàëüøèõ ðîçðàõóíêiâ iíøèìè

ìåòîäàìè.

Ïîçíà÷èìî x = (x(1), x(2))T ∈ Rn+m� âåêòîð-ñòîâïåöü (n + m)-ìiðíîãî

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó, u(x) = [f0(x
(1), x(2)),−f1(x

(1), x(2))],

v(x) = [y(1) − g(x(1), x(2)),−y(2) − h(x(1), x(2)),−x(1),−x(2)] � âåêòîð-

ôóíêöi¨, ÿêi çäiéñíþòü, âiäïîâiäíî, âiäîáðàæåííÿ u : Rn+m → R2, v : Rn+m →
R2(n+m). Áóäåìî ââàæàòè ôóíêöi¨, ùî ôîðìóþòü çàäà÷ó (4.3), íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíèìè. Òîäi i âåêòîð-ôóíêöi¨ u(x) òà v(x) òàêîæ íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíi i çàäà÷ó (4.3) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi




u(x) 7→ min,

v(x) ≤ 0.
(4.4)

Çíà÷åííÿ âåêòîð-ôóíêöi¨ u(x) âèçíà÷àþòü ó ïðîñòîði R2 ìíîæèíó
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äîñÿæíèõ îöiíîê

U = {w ∈ R2|w = u(x), v(x) ≤ 0}.

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.4), à òîìó i (4.3), áóäåìî ðîçóìiòè ìíîæèíó ñëàáêî

îïòèìàëüíèõ çà Ïàðåòî îöiíîê [132] ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

U∗ = {w∗ ∈ U |max(w1 − w∗
1, w2 − w∗

2) ≥ 0,∀w ∈ U}.

Ìíîæèíi U ∗ âiäïîâiäà¹ ìíîæèíà ñëàáêî îïòèìàëüíèõ çà Ïàðåòî òî÷îê

X∗ = u−1(U ∗).

Íåõàé l = 2(m + n + 1). Âiçüìåìî âåêòîð w ∈ R2 i ÷åðåç z(x,w) ïîçíà÷èìî

l-ìiðíó âåêòîð-ôóíêöiþ, ïåðøà êîìïîíåíòà ÿêî¨ u1(x)−w1, äðóãà êîìïîíåíòà

u2(x)−w2, à íàñòóïíèìè êîìïîíåíòàìè ¹ ôóíêöi¨ vj(x), j = 1, 2, ..., 2(m+n).

Óòâîðèìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ

Z(x,w) = max
1≤i≤l

z(x,w).

Ìîæíà äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ:

ÿêùî iñíóþòü x∗ ∈ Rn+m i w∗ ∈ R2 òàêi, ùî

Z(x∗, w∗) = 0, (4.5)

x∗ ∈ Argmin
x∈Rn+m

Z(x,w∗), (4.6)

òî x∗ ∈ X∗.

Ç öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i (4.4) çâîäèòüñÿ äî

çíàõîäæåííÿ òàêèõ x∗, w∗, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (4.5), (4.6). Îïèøåìî

÷èñëîâèé ìåòîä âiäøóêàííÿ òàêèõ òî÷îê. Âèáåðåìî ïî÷àòêîâèé âåêòîð w0 i

äîâiëüíèé äîäàòíèé íàïðÿìîê e. Íåõàé, êðiì òîãî, âiäîìà ïî÷àòêîâà òî÷êà

x0 ∈ Rn+m. Iòåðàöi¨ ó ìåòîäi âåäóòüñÿ çà òàêîþ ðåêóðåíòíîþ ñõåìîþ:

wk+1 = wk − β(xk, wk, e) · e, (4.7)



118

xk+1 = xk + λk · sk, (4.8)

äå sk � íàïðÿìîê ñïàäàííÿ ôóíêöi¨ Z(x,wk) ó òî÷öi (xk, wk+1), ÿêèé ¹

ðîçâ'ÿçêîì äîïîìiæíî¨ çàäà÷i ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ; λk �äåÿêèé êðîê

ñïóñêó. Êîåôiöi¹íò β(x,w, e) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ β(x,w, e) =

min(w1−u1(x)
e1

, w2−u2(x)
e2

).

Ðiçíi âàðiàíòè ìåòîäó ìîæëèâèõ íàïðÿìêiâ ìîæíà îäåðæàòè ç ðåêóðåíòíî¨

ñõåìè (4.7), (4.8), âèêîðèñòîâóþ÷è ðiçíi ñõåìè ïîáóäîâè íàïðÿìêó ñïàäàííÿ

ôóíêöi¨ ìàêñèìóìó Z(x,wk), à òàêîæ ðiçíi ñõåìè âèáîðó êðîêó λk.

Äîâiëüíà ãðàíè÷íà òî÷êà ïîñëiäîâíîñòi {xk}, ïîáóäîâàíî¨ çà iòåðàöiéíèì

ïðîöåñîì (4.7), (4.8) íàëåæèòü ìíîæèíi X∗.

Ó ðåçóëüòàòi ðîáîòè ìåòîäó îäåðæó¹òüñÿ îäíà ñëàáêî îïòèìàëüíà çà

Ïàðåòî îöiíêà. Âèáið ðiçíèõ ïî÷àòêîâèõ âåêòîðiâ w0 ïðèâîäèòü äî ðiçíèõ

îïòèìàëüíèõ îöiíîê ç U∗ i âiäïîâiäíèõ ¨ì òî÷îê ç X∗. Iñíó¹ òàêîæ

iíøèé ñïîñiá çíàõîäæåííÿ ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (4.4): çàôiêñóâàâøè w0 i

çìiíþþ÷è íàïðÿìîê e ó ìåæàõ äîäàòíîãî îðòàíòà, ìîæíà îäåðæàòè âñi îöiíêè

ç U ∗.

Ñóòü ìåòîäó ìîæëèâèõ íàïðÿìêiâ ïðîäåìîíñòðó¹ìî íà ïðèêëàäi. Âiçüìåìî

âåêòîðè i ôóíêöi¨, ÿêi óòâîðþþòü çàäà÷ó ðàöiîíàëüíîãî ïëàíóâàííÿ åêîëîãî-

åêîíîìi÷íîãî ðîçâèòêó (4.3) òàêèìè:

x(1) = (x
(1)
1 , x

(1)
2 )T , x(2) = (x

(2)
1 ), y(1) = (y

(1)
1 ) = 1, y(2) = (y

(2)
1 ) = 1,

f0(x
(1), x(2)) = (x

(1)
1 + 3x

(1)
2 + x

(2)
1 ) + 4(x

(1)
1 − x

(2)
1 − 1)2,

f1(x
(1), x(2)) = 20− (x

(1)
1 + 3x

(1)
2 + x

(2)
1 )− 4(x

(1)
1 − x

(2)
1 + 1)2,

g(x(1), x(2)) = x
(1)
1 + x

(1)
2 + x

(2)
1 , h(x(1), x(2)) = 4x

(2)
1 + 6x

(1)
2 − (x

(1)
1 )3 − 4.

Òîäi äâîêðèòåðiàëüíà çàäà÷à (4.4) çàïèñó¹òüñÿ ó òàêîìó âèãëÿäi:
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ìiíiìiçóâàòè ôóíêöi¨

u1(x) = (x
(1)
1 + 3x

(1)
2 + x

(2)
1 ) + 4(x

(1)
1 − x

(2)
1 − 1)2 7→ min,

u2(x) = (x
(1)
1 + 3x

(1)
2 + x

(2)
1 ) + 4(x

(1)
1 − x

(2)
1 + 1)2 − 20 7→ min,

çà óìîâ

v1(x) = x
(1)
1 + x

(1)
2 + x

(2)
1 − 1 = 0,

v2(x) = 3− 4x
(2)
1 − 6x

(1)
2 + (x

(1)
1 )3 ≤ 0,

x
(1)
1 ≥ 0, x

(1)
2 ≥ 0, x

(2)
1 ≥ 0.

Â óñiõ ðîçðàõóíêàõ áóëà âèáðàíà ïî÷àòêîâà òî÷êà x0 = (0.1, 0.7, 0.2).

Ñëàáêî îïòèìàëüíi çà Ïàðåòî îöiíêè öi¹¨ çàäà÷i áóëè îäåðæàíi äâîìà

ñïîñîáàìè. Ïðè ôiêñîâàíîìó íàïðÿìêó e = (1, 1) i ïî÷àòêîâîìó çíà÷åííi w0 =

(12,−10) çà 27 iòåðàöié áóëà îäåðæàíà îöiíêà u(xk) = (7.00709,−14.99392)

i âiäïîâiäíà òî÷êà xk = (0.338879, 0.197242, 0.463879). Òîáòî ìiíiìàëüíå

çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f0(x
(1), x(2)) äîðiâíþ¹ 7.00709, à ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ f1(x
(1), x(2)) äîðiâíþ¹ 14.99392 i âîíè äîñÿãàþòüñÿ ïðè x

(1)
1 =

0.338879, x
(1)
2 = 0.197242, x

(2)
1 = 0.463879. ßêùî æ âèáðàòè ïî÷àòêîâå

çíà÷åííÿ w0 = (20, 0) i çäiéñíþâàòè ðóõ ó íàïðÿìêó e = (4, 3), òî çà

32 iòåðàöi¨ îäåðæó¹òüñÿ îöiíêà u(xk) = (5.50584,−10.87082) i âiäïîâiäíà

òî÷êà xk = (0.422181, 0.382097, 0.195722). Òîáòî ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

f0(x
(1), x(2)) äîðiâíþ¹ 5.50584, à ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f1(x

(1), x(2))

äîðiâíþ¹ 10.87082.

Çàóâàæèìî, ùî òóò ðîçãëÿíóòî óçàãàëüíåííÿ ëèøå îäíîãî âàðiàíòà

ìåòîäó ìîæëèâèõ íàïðÿìêiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ äâîêðèòåðiàëüíî¨ çàäà÷i (4.3).

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi é iíøi ñõåìè ìåòîäó ìîæëèâèõ

íàïðÿìêiâ.
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4.2 Äèíàìi÷íà ìîäåëü ôóíêöiîíóâàííÿ ôðàí÷àéçèíãó
Îçíà÷èìî ìåõàíiçì ôóíêöiîíóâàííÿ ôðàí÷àéçèíãó òà äåÿêi ïðèïóùåííÿ,

ùî äîïîìîæóòü éîãî ôîðìàëiçóâàòè [128, 129].

Ôðàí÷àéçåð � öå âëàñíèê iäå¨, òåõíîëîãi¨ ÷è íîó-õàó, ÿêà äîçâîëÿ¹ âèâåñòè

íà ðèíîê íîâèé òîâàð ÷è ïîñëóãó (äëÿ ñêîðî÷åííÿ ãîâîðèòèìåìî ïðî íîâèé

òîâàð). Ôðàí÷àéçåð îñîáèñòî íå âèãîòîâëÿ¹ òîâàð, âií òiëüêè ïðîäà¹ ïðàâî

öå ðîáèòè ìàëèì ïiäïðè¹ìñòâàì i ôiðìàì, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ôðàí÷àéçi.

Óãîäà, ùî íàäà¹ ïðàâî ôðàí÷àéçi ïðîäóêóâàòè íîâèé òîâàð, íàçèâà¹òüñÿ

ôðàíøèçîþ.

Ïðèðîäíèìè ìîæóòü áóòè òàêi ïðèïóùåííÿ.

1. Ôðàí÷àéçi âèêóïîâó¹ ó ôðàí÷àéçåðà ôðàíøèçó òiëüêè íà îáìåæåíèé

òåðìií.

2. Ôðàíøèçà ïåðåäáà÷à¹ ñòðîãå äîòðèìàííÿ òåõíîëîãi¨, ùî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ

ôðàí÷àéçåðîì. Ó âèïàäêó ïîðóøåííÿ òåõíîëîãi¨ ôðàí÷àéçåð ìà¹ ïðàâî áåç

êîìïåíñàöi¨ ðîçiðâàòè óãîäó.

3. Ôðàí÷àéçi ïåðåðàõîâóþòü ïåâíèé âiäñîòîê âiä ðåàëiçàöi¨ òîâàðó.

4. Îñíîâíó ðåêëàìíó êàìïàíiþ òîâàðó âåäå ôðàí÷àéçåð. Ôðàí÷àéçi

ðåêëàìóþòü ñâié òîâàð òiëüêè ó ðàìêàõ çàãàëüíî¨ êîíöåïöi¨.

Äëÿ ôîðìàëiçàöi¨ ìîäåëi ôðàí÷àéçèíãó ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

t � ÷àñ (ó ðîêàõ), ùî ïðîéøîâ iç ïî÷àòêó äiÿëüíîñòi ôðàí÷àéçèíãó;

V (t) � çàãàëüíèé îáñÿã ïðîäàæó òîâàðó ÷è ïîñëóãè çà îäèíèöþ ÷àñó

ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó t;

Vmax � ïîòåíöiéíèé ïëàòiæîñïðîìîæíèé ïîïèò íà òîâàð ÷è ïîñëóãó çà

îäèíèöþ ÷àñó;

n(t) � êiëüêiñòü ôðàí÷àéçi ó ìîìåíò t.
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Äëÿ âèçíà÷åííÿ òåìïó çðîñòàííÿ îáñÿãiâ ïðîäàæó òîâàðó ÷è íàäàííÿ

ïîñëóãè ìîæíà çàïèñàòè òàêó ïî÷àòêîâó çàäà÷ó

dV (t)

dt
= (α(t) + β(t)n(t) + γ(t)V (t))(Vmax − V (t)),

V (0) = 0, (4.5)

äå α(t) � êîåôiöi¹íò, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ iíòåíñèâíiñòü ðåêëàìíî¨ êàìïàíi¨

ôðàí÷àéçåðîì;

β(t) � êîåôiöi¹íò, ùî õàðàêòåðèçó¹ ñåðåäíié âïëèâ íà çðîñòàííÿ îáñÿãó

ïðîäàæó âiä äiÿëüíîñòi îäíîãî ôðàí÷àéçi;

γ(t) � õàðàêòåðèñòèêà ðiâíÿ ñïiëêóâàííÿ ìiæ ñïîæèâà÷àìè òîâàðó ÷è

ïîñëóãè.

Ó ìîäåëi (4.5) ëiâà ÷àñòèíà � öå òåìï çðîñòàííÿ îáñÿãó ïðîäàæó, òîáòî

çáiëüøåííÿ îáñÿãó ïðîäàæó çà îäèíèöþ ÷àñó. Ìíîæíèê (Vmax−V (t)) îçíà÷à¹,

ùî çáiëüøåííÿ îáñÿãó ïðîäàæó ïðÿìî ïðîïîðöiéíå ðiçíèöi ìiæ ïîòåíöiéíèì

i íàÿâíèì ïðîäàæåì. Êðiì òîãî, òåìï çðîñòàííÿ îáñÿãó ïðîäàæó çàëåæèòü

âiä iíòåíñèâíîñòi ðåêëàìíî¨ êàìïàíi¨ α(t), äiÿëüíîñòi ôðàí÷àéçi β(t)n(t) i

ïîñåðåäíüî¨ ðåêëàìè âíàñëiäîê ñïiëêóâàííÿ ñïîæèâà÷iâ γ(t)V (t). Çàóâàæèìî,

ùî âåëè÷èíà γ âèçíà÷à¹òüñÿ, ÿê ïðàâèëî, çà äîïîìîãîþ îïèòóâàííÿ.

Ïîáóäîâàíå ðiâíÿííÿ çàäà÷i (4.5) óçàãàëüíþ¹ óæå âiäîìi ìîäåëi. ßêùî

ôðàí÷àéçi íåìà¹, òîáòî "ôðàí÷àéçåð"ñàì ¹ âèðîáíèêîì ïðîäóêöi¨ é

ïîñòà÷àëüíèêîì ¨¨ íà ðèíîê, òî n(t) = 0, t > 0 i îäåðæó¹ìî ìîäåëü

dV (t)

dt
= (α(t) + γ(t)V (t))(Vmax − V (t)), (4.6)

ÿêà ¹ àíàëîãîì ìîäåëi ðåêëàìíî¨ êàìïàíi¨ [133]. Çîêðåìà, ÿêùî âåëè÷èíà

α(t) íàáàãàòî áiëüøà çà γ(t)V (t) (öå íàé÷àñòiøå áóâà¹ íà ïî÷àòêó ðåêëàìíî¨

êàìïàíi¨, òîáòî ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ t), òî ç (4.6) îäåðæó¹ìî ìîäåëü òèïó



122

ìîäåëi ïîïóëÿöi¨ Ìàëüòóñà
dV (t)

dt
= α(t)(Vmax − V (t)).

ßêùî æ ðåêëàìà ïðèïèíÿ¹òüñÿ (α(t) = 0) àáî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ïðÿìîþ

i ïîñåðåäíüîþ ðåêëàìîþ íà êîðèñòü îñòàííüî¨, òî ç (4.6) ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

ëîãiñòè÷íî¨ êðèâî¨
dV (t)

dt
= γ(t)V (t)(Vmax − V (t)).

Äîñëiäèìî ìîäåëü (4.5). Êîæíà çi ñêëàäîâèõ α, β i γ ìà¹, ÿê ïðàâèëî,

äîäàòíå çíà÷åííÿ. I òîäi ðiâíÿííÿ ç (4.5) çàäà¹ çðîñòàííÿ îáñÿãiâ ïðîäàæó

òîâàðó ÷è ïîñëóãè. Ïðîòèëåæíi âèïàäêè âêàçóþòü íà íåçàäîâiëüíèé õiä

ðåêëàìíî¨ êàìïàíi¨. Ó [128] îïèñàíî öi âèïàäêè i äëÿ êîæíîãî ïîäàíî

âèñíîâêè � ðåêîìåíäàöi¨ ùîäî êîðåãóâàííÿ ñèñòåìè.

ßêùî íå áóäå ñïåöiàëüíèõ çàóâàæåíü, òî ñêðiçü íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî

âåëè÷èíè α, β i γ ¹ äîäàòíèìè àáî ïðèíàéìíi íåâiä'¹ìíèìè.

Äîñëiäæåííÿ ìîäåëi (4.5) ïðîâîäèòüñÿ íà ðiçíèõ åòàïàõ äiÿëüíîñòi

ôðàí÷àéçèíãó.

I åòàï � "çàðîäæåííÿ". Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü (4.5) â îêîëi òî÷êè t = 0.

Äëÿ ìàëîãî ÷àñó õàðàêòåðíà ìàëà êiëüêiñòü iíôîðìàöi¨ ïðî ïðîäóêò ñåðåä

ñïîæèâà÷iâ i òîìó íóëüîâèé ðiâåíü ïîïèòó íà íüîãî V (t) = 0. Ðiâíÿííÿ ç

(4.5) ìàòèìå ïðîñòó ëiíiéíèé ôîðìó
dV (t)

dt
= (α(t) + β(t)n(t))Vmax. (4.7)

Ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ (4.7) ìà¹ âèãëÿä

V (t) = Vmax

t∫

0

(α(τ) + β(τ)n(τ))dτ. (4.8)

Îáñÿã ïðîäàíî¨ çà îäèíèöþ ÷àñó ïðîäóêöi¨, âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (4.8),

ïðè äóæå ìàëié çìiíi ÷àñó (âiä ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè t = 0) çìiíþ¹òüñÿ ç
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÷àñîì ëiíiéíî (ïàðàìåòðè α i β ôàêòè÷íî íå çìiíþþòüñÿ). Òîáòî íà åòàïi

"çàðîäæåííÿ" ãðàôiê ôóíêöi¨ V (t), t > 0 ñïî÷àòêó áëèçüêèé äî ïðÿìî¨,

ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò, à ïîòiì ïî÷èíà¹ çðîñòàòè øâèäøå,

íiæ ïðÿìà (îïóêëèé âíèç). Öå âiäïîâiäà¹ ñïî÷àòêó ëiíiéíîìó, à ïîòiì

ëàâèíîïîäiáíîìó âàðiàíòàì ðîçâèòêó ôðàí÷àéçèíãó, îïèñàíèõ Å.Ëåãåéäîþ

[134].

Ç ôîðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçêó (4.8) ìîæíà ëåãêî âèçíà÷èòè ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ

çàãàëüíèìè âèòðàòàìè ôðàí÷àéçåðà i éîãî äîõîäîì. Ïîçíà÷èìî:

p(t) � ÷àñòèíà öiíè îäèíèöi ïðîäàíîãî òîâàðó (ïîñëóãè), ÿêà íàäõîäèòü

ôðàí÷àéçåðó ïðîòÿãîì ðîêó t;

f(t) � âàðòiñòü ôðàíøèçè â ìîìåíò t;

s(t) � âàðòiñòü åëåìåíòàðíî¨ ðåêëàìíî¨ äi¨ äëÿ ôðàí÷àéçåðà ïðîòÿãîì ðîêó

t;

w(t) � ñåðåäíi çàòðàòè íà ìîíiòîðèíã îäíîãî ôðàí÷àéçi ïðîòÿãîì ðîêó t.

Ïåðøèé åòàï äiÿëüíîñòi ôðàí÷àéçåðà ¹ äóæå êîðîòêèé ó ÷àñi. Äëÿ

ñïðîùåííÿ ìîæíà ââàæàòè, ùî âií òðèâà¹ îäèí ðiê. Òîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî

âåëè÷èíè p, f , s i w ó öåé ïåðiîä íå çàëåæàòü âiä ÷àñó. Îñêiëüêè çà çìiñòîì

α � öå êiëüêiñòü ðiâíîçíà÷íèõ ðåêëàìíèõ äié çà îäèíèöþ ÷àñó, òî çàòðàòè

ôðàí÷àéçåðà íà ðåêëàìíó êàìïàíiþ ïðîòÿãîì ÷àñó t âiä ïî÷àòêó äiÿëüíîñòi

ôðàí÷àéçèíãó ñòàíîâëÿòü s
t∫

0
α(t)dt. Çàòðàòè íà ìîíiòîðèíã ôðàí÷àéçi

ïðîòÿãîì ïåðøîãî åòàïó äîðiâíþþòü wn(1). Äîõiä ôðàí÷àéçåðà ó ïåðøîìó

ðîöi ôóíêöiîíóâàííÿ òàêîæ ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí: äîõîäó âiä ïðîäàæó

ôðàíøèçè � fn(1) i äîõîäó âiä ïðîäàæó ïðîäóêöi¨ ÷è íàäàííÿ ïîñëóãè

p

1∫

0

V (t)dt = p

1∫

0


Vmax

t∫

0

(α(τ) + β(τ)n(τ))dτ


 dt.
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Ïîðiâíþþ÷è äîõiä i ñïîæèâàííÿ ìîæíà ïîáà÷èòè ïåðåâàãè ôðàí÷àéçèíãó

íàä âëàñíîþ ôiðìîâîþ ìåðåæåþ óæå íà ïî÷àòêîâîìó åòàïi. Ó âèïàäêó

ñàìîñòiéíî¨ äiÿëüíîñòi ôiðìè äîõiä áiëüøèé çà âèòðàòè òiëüêè ó âèïàäêó

pVmax > s, ùî áóâà¹ äóæå ðiäêî. Òîáòî ôiðìà íà ïî÷àòêó ñâî¹¨ ðåêëàìíî¨

êàìïàíi¨ íàé÷àñòiøå òåðïèòü çáèòêè, ÿêi ïîâèííi ïîêðèâàòèñÿ íà ïiçíiøèõ

åòàïàõ.

Äëÿ ïðèáóòêó ôðàí÷àéçåðà íà åòàïi "çàðîäæåííÿ" óìîâà pVmax > s íå ¹

îáîâ'ÿçêîâîþ. Îñíîâíèé äîõiä íà öüîìó åòàïi ôðàí÷àéçåð ìà¹ âiä ïðîäàæó

ôðàíøèçè.

II åòàï � "ñòàíîâëåííÿ". Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü (4.5) ïðè ìàëèõ t > 0. Äëÿ

òàêèõ çíà÷åíü ÷àñó çàëèøà¹òüñÿ ìàëîþ êiëüêiñòü iíôîðìàöi¨ ïðî ïðîäóêò

ñåðåä ñïîæèâà÷iâ. I õî÷à iñíó¹ äåÿêèé ïîïèò íà òîâàð ÷è ïîñëóãó (V (t) > 0),

ïîñåðåäíÿ ðåêëàìà ¹ ùå äóæå ìàëîþ: γV (t) ≈ 0. Ðiâíÿííÿ ç (4.5) íàáóäå

âèãëÿäó
dV (t)

dt
= (α(t) + β(t)n(t))(Vmax − V (t)). (4.9)

Ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ (4.9) ìà¹ âèãëÿä

V (t) = Vmax


1− exp


−

t∫

0

(α(τ) + β(τ)n(τ))dτ





 . (4.10)

Íà âiäìiíó âiä ãðàôiêà ðîçâ'ÿçêó (4.8), ãðàôiê äëÿ îáñÿãó ïðîäàíî¨

ïðîäóêöi¨, çàäàíîãî ôîðìóëîþ (4.10) îäðàçó çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi

ôðàí÷àéçi. ßêùî ¨õ êiëüêiñòü íå çðîñòà¹ (à òèì áiëüøå, ÿêùî çìåíøó¹òüñÿ),

òî ãðàôiê ôóíêöi¨ V çàäàíèé ôîðìóëîþ (4.10) ¹ îïóêëèé âãîðó. Â òàêîìó

ðåæèìi ïðèðiñò îáñÿãó ïðîäàíî¨ ïðîäóêöi¨ çà îäèíè÷íi ïðîìiæêè ÷àñó iç

çðîñòàííÿì ÷àñó áóäå çìåíøóâàòèñÿ. Öå âiäïîâiäà¹ äèíàìi÷íîìó âàðiàíòó

ðîçâèòêó ôðàí÷àéçèíãó çà Å. Ëåãåéäîþ.
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ßêùî êiëüêiñòü ôðàí÷àéçi çáiëüøó¹òüñÿ, òî ãðàôiê îáñÿãó ïðîäàæó òîâàðó

çà îäèíèöþ ÷àñó áóäå S�ïîäiáíèì. Òîáòî öåé åòàï "ñòàíîâëåííÿ" òàêîæ

ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâi ÷àñòèíè � íà ÷àñòèíó iç ëàâèíîïîäiáíèì ðîçâèòêîì òà

÷àñòèíó iç äèíàìi÷íèì ðîçâèòêîì ôðàí÷àéçèíãó.

×àñ òðèâàëîñòi äðóãîãî åòàïó òàêîæ âiäíîñíî íåâåëèêèé. Òîìó ÿê i âèùå,

ìîæíà ïðèïóñêàòè, ùî öiíà òîâàðó, çîêðåìà òà ¨¨ ÷àñòèíà p, ùî íàëåæèòü

ôðàí÷àéçåðó, ñåðåäíi ði÷íi çàòðàòè íà ìîíiòîðèíã îäíîãî ôðàí÷àéçi w, à

òàêîæ âàðòiñòü îäèíè÷íî¨ äi¨ ðåêëàìíî¨ êàìïàíi¨ s ïðîòÿãîì äàíîãî ïåðiîäó

çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè. ßêùî äðóãèé ïåðiîä óìîâíî ðîçïî÷àâñÿ ó ÷àñ t1 âiä

ïî÷àòêó äiÿëüíîñòi ôðàí÷àéçèíãó, òî çàãàëüíi âèòðàòè ôðàí÷àéçåðà ïðîòÿãîì

åòàïó "ñòàíîâëåííÿ" iç ðîçðàõóíêó íà 1 ðiê äîðiâíþþòü

S = s

t1+1∫

t1

α(t)dt + wn(t1 + 1),

ði÷íèé äîõiä ôðàí÷àéçåðà �

P = f(t1)(n(t1 + 1)− n(t1))+

+pVmax


1−

t1+1∫

t1


exp


−

t∫

0

(α(τ) + β(τ)n(τ))dτ





 dt


 .

III åòàï � "ðîçâèòîê". Íà òðåòüîìó åòàïi, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî ìîìåíòó t2,

âiä÷óòíèì ñòà¹ âïëèâ ïîñåðåäíüî¨ ðåêëàìè âíàñëiäîê ñïiëêóâàííÿ ïîêóïöiâ.

Ó ðiâíÿííi ç (4.5) ïðèñóòíi âñi äîäàíêè, òîáòî âîíà ñòà¹ íåëiíiéíîþ, i òîìó

íàáàãàòî ñêëàäíiøîþ. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.5) ìîæíà âiäíîñíî ëåãêî îäåðæàòè

ó âèïàäêó ñòàëèõ âåëè÷èí α, β, γ i n:
dV (t)

dt
= (α + βn + γV (t))(Vmax − V (t)), t ≥ t2. (4.11)

Ñòàöiîíàðíå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè çíàõîäèìî ç óìîâè dV (t)
dt = 0. Âîíî

äîñÿãà¹òüñÿ ó äâîõ âèïàäêàõ: Vmax − V (t) = 0 i α + βn + γV (t) = 0. Ïåðøèé
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âèïàäîê îçíà÷à¹, ùî îáñÿã ïðîäàæó äîñÿã ïîòåíöiéíîãî (ìàêñèìàëüíî

ìîæëèâîãî) ïîïèòó. Òîìó ïîäàëüøîãî çðîñòàííÿ îáñÿãó íå ìîæå áóòè. Ó

äðóãîìó âèïàäêó α+βn = −γV (t) . Òîáòî âií íàñòà¹, êîëè äåÿêi ç ïàðàìåòðiâ

α, β, γ âiä'¹ìíi. ßêùî α + βn < 0, òî γ > 0, òîáòî ó öiëîìó ðåêëàìà

ôðàí÷àéçåðà é óñiõ ôðàí÷àéçi ìà¹ íåãàòèâíèé åôåêò, à òîâàð (ïîñëóãà)

ÿêiñíèé i ìà¹ õîðîøi âiäãóêè ñïîæèâà÷iâ (öå ðiäêiñíèé âèïàäîê). ßêùî

α + βn > 0, òî γ < 0, òîáòî âñÿ ðåêëàìà ìîæå òiëüêè óðiâíîâàæèòè

íåãàòèâíó äóìêó ïðî òîâàð ó ñïîæèâà÷iâ (áiëüø ïîøèðåíèé âèïàäîê). Ùîá

çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.11) çðîáèìî çñóâ íà âåëè÷èíó α+βn
γ , òîáòî çàìiíó

W (t) = V (t) + α+βn
γ . Äëÿ W îäåðæèìî çàäà÷ó

dW (t)

dt
= γW (t)(Wmax −W (t)),

W (0) =
α + βn

γ
, (8)

äå Wmax = Vmax + α+βn
γ . Çàäà÷à (8) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

W (t) =
WmaxW (t2) exp(Wmaxγt)

Wmax −W (t2)(1− exp(Wmaxγt))
.

Ïîâåäiíêà ôóíêöi¨ W (à, çíà÷èòü, ôóíêöi¨ V ) îïèñó¹òüñÿ òàê çâàíîþ

ëîãiñòè÷íîþ êðèâîþ. Ïðè äîâiëüíîìó W (t2) öÿ âåëè÷èíà ïðÿìó¹ äî

ðiâíîâàæíîãî çíà÷åííÿ Wmax, ïðè÷îìó òèì ïîâiëüíiøå, ÷èì âåëè÷èíà W (t)

áëèæ÷å äî W (t2).

Ç ðiâíÿííÿ iç çàäà÷i (4.12) âèïëèâà¹, ùî ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî ìîìåíòó,

ïðîäîâæóâàòè ðåêëàìó ñòà¹ íåâèãiäíî. Äiéñíî, ïðè W (t), áëèçüêèõ äî Wmax,

ðiâíÿííÿ (4.12) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi
dW (t)

dt
= γWmax(Wmax −W (t)).

Éîãî ðîçâ'ÿçîê ïðÿìó¹ ïðè t → ∞ äî ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ Wmax (ïðè

öüîìó ôóíêöiÿ V (t) ïðÿìó¹ äî Vmax) çà ïîâiëüíèì åêñïîíåíöiàëüíèì çàêîíîì.
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Çà îäèíèöþ ÷àñó íàäçâè÷àéíî ìàëî çðîñòà¹ îáñÿã ïðîäàæó i äîäàòêîâèé

ïðèáóòîê íå ìîæå ïîêðèòè âèäàòêè íà ðåêëàìó.

Îòæå, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî ÷àñó t3 ôðàí÷àéçi âiäìîâëÿ¹òüñÿ âiä ðåêëàìè:

α(t) = 0, t > t3. Òîìó âèòðàòè ôðàí÷àéçåðà ïiñëÿ öüîãî ìîìåíòó ç ðîçðàõóíêó

íà 1 ðiê äîðiâíþþòü

S =

t3+1∫

t3

w(t)n(t)dt.

Äîõiä ôðàí÷àéçåðà òàêîæ ìà¹ òiëüêè îäíó ïðèðîäó � âiäñîòîê âiä öiíè

ðåàëiçàöi¨ (âiä ïðîäàæó ôðàíøèçè äîõîäó íåìà¹):

P =

t3+1∫

t3

p(t)V (t)dt.

, äå V (t) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.11). Öåé ðîçâ'ÿçîê, à òîìó, é âåëè÷èíà P

ïåâíèì ÷èíîì çàëåæàòü âiä êiëüêîñòi ôðàí÷àéçi n(t). Íà åòàïi "ðîçâèòêó"

ôðàí÷àéçåð áóäå îïòèìiçîâóâàòè öþ êiëüêiñòü. Ïåðåâiðÿþ÷è ôðàí÷àéçi

íà ïðåäìåò äîòðèìàííÿ òåõíîëîãi¨, âií áóäå ç äåÿêèìè ðîçðèâàòè óãîäè.

Êiëüêiñòü ôðàí÷àéçi áóäå çìåíøóâàòèñÿ äîïîêè âèêîíóâàòèìåòüñÿ íåðiâíiñòü
dP
dn < w. ßê òiëüêè dP

dn = w, òî öå îçíà÷àòèìå, ùî ôðàí÷àéçåð îïòèìiçóâàâ

êiëüêiñòü ôðàí÷àéçi i öèì ñàìèì çáiëüøèâ äî ìàêñèìàëüíî ìîæëèâîãî çà

äàíèõ óìîâ ñâié ïîòî÷íèé ïðèáóòîê.

4.3 Ìîäåëü íàêîïè÷åííÿ åëåìåíòiâ îðòøòåéíiâ
Ó ïiäðîçäiëi ïîáóäîâàíî òà äîñëiäæåíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ïðîöåñó

íàêîïè÷åííÿ åëåìåíòà çìiííî¨ âàëåíòíîñòi (çàëiçà, ìàðãàíöþ òîùî) â

ãðóíòîâèõ íîâîóòâîðåííÿõ (îðòøòåéíàõ) ó âñiõ ìîæëèâèõ ðåæèìàõ. Ó

êîæíîìó ç âèïàäêiâ ìîäåëü ÿâëÿ¹ ñîáîþ êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ

äèôóçi¨ ç âiäïîâiäíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ¨¨, ìîæíà:
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1) çà ãðóíòîâèìè òà ãiäðîëîãi÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè âèçíà÷èòè äèíàìiêó

ãóñòèíè åëåìåíòà ó ãðóíòi òà ñåðåäíüî¨ éîãî ìàñè â îðòøòåéíàõ; 2) çà

âiäîìèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ãðóíòó, âèáiðêîâèìè çíà÷åííÿìè ìàñîâèõ ÷àñòîê

îðòøòåéíiâ ó ãðóíòi òà îêèñëåíî¨ ôîðìè åëåìåíòà â îðòøòåéíi çíàéòè

ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ òðèâàëiñòþ ïåðiîäiâ ðîç÷èíåííÿ åëåìåíòà òà éîãî

ñåãðåãàöi¨. Ñòâîðåíî ïðîãðàìíèé ïðîäóêò, ÿêèé ÷èñåëüíî ðîçâ'ÿçó¹ öi çàäà÷i

äëÿ äîâiëüíîãî ëàíöþæêà ðåæèìiâ. Ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó 4.3 íàëåæàòü Â.Ñ

Äðîíþ i ââiéøëè äî ìîíîãðàôi¨ [136, c.31, 70�74] òà òåç [137, 138].

4.3.1 Ïðîöåñ íàêîïè÷åííÿ åëåìåíòiâ îðòøòåéíiâ. Îðòøòåéíàìè

íàçèâàþòü  ðóíòîâi íîâîóòâîðåííÿ îêðóãëî¨ ÷è îâàëüíî¨ ôîðìè ðîçìiðîì âiä

0,5 äî 20 ìì [135]. Îðòøòåéíè ìiñòÿòü ïiäâèùåíó â ïîðiâíÿííi ç îòî÷óþ÷îþ

ïîðîäîþ êiëüêiñòü çàëiçà, ìàðãàíöþ, ôîñôîðó òà iíøèõ ìiêðîåëåìåíòiâ. Òîìó

¨õ òàêîæ íàçèâàþòü çàëiçî-ìàðãàíöåâi êîíêðåöi¨.

Ïðîöåñ ôîðìóâàííÿ îðòøòåéíiâ ó  ðóíòi ìà¹ öèêëi÷íèé õàðàêòåð, à

êîæíèé ïåðiîä ðîçáèâà¹òüñÿ íà êiëüêà åòàïiâ [136]. Ðîçãëÿíåìî ¨õ íà ïðèêëàäi

ïðîöåñó íàêîïè÷åííÿ çàëiçà.

Çàëiçî â  ðóíòi âõîäèòü äî ñêëàäó ðiçíèõ ñïîëóê (ìiíåðàëüíèõ, îðãàíi÷íèõ,

îðãàíîìiíåðàëüíèõ) ó äâîõâàëåíòíié Fe2+ i òðüîõâàëåíòíié Fe3+ ôîðìàõ.

Âiäíîâëåíå äâîõâàëåíòíå çàëiçî Fe2+ ìà¹ âèñîêó ðîç÷èííiñòü, à òîìó

ìîæå ïåðåìiùóâàòèñÿ ÿê ç  ðóíòîâèì ðîç÷èíîì, òàê i â íüîìó. Îêèñëåíå

êðèñòàëi÷íå òðüîõâàëåíòíå çàëiçî ¹ âîäîíåðîç÷èííèì. Ñêóï÷åííÿ çàëiçà òàêî¨

ôîðìè ìiñòèòüñÿ â îðòøòåéíàõ.

Ó áiîõiìi¨ ïîíÿòòÿ îêèñíî�âiäíîâíèé ïîòåíöiàë (ÎÂÏ) Eh çàäà¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿì îêèñëåíèõ i âiäíîâëåíèõ ñïîëóê i âèìiðþ¹òüñÿ ó ìiëiâîëüòàõ.

Iñíó¹ îáåðíåíà çàëåæíiñòü ìiæ êîåôiöi¹íòîì Eh i âîëîãiñòþ  ðóíòó.
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Ïðè ïåðåçâîëîæåííi ðiçêî çìåíøó¹òüñÿ iíòåíñèâíiñòü ãàçîîáìiíó ìiæ  ðóí-

òîì òà àòìîñôåðîþ, ùî çà óìîâè àêòèâíîãî ôóíêöiîíóâàííÿ ìiêðîáîöåíîçó

âåäå äî ïîñòóïîâîãî çíèæåííÿ âìiñòó âiëüíîãî êèñíþ òà ðîçâèòêó âiäíîâíèõ

óìîâ. Âiäáóâà¹òüñÿ ïîñòóïîâå âiäíîâëåííÿ âñiõ îêèñíî�âiäíîâíèõ ñèñòåì

 ðóíòó, â òîìó ÷èñëi i ñïîëóê åëåìåíòiâ çìiííî¨ âàëåíòíîñòi. Öå ïðèçâîäèòü

äî çíèæåííÿ îêèñíî-âiäíîâíîãî ïîòåíöiàëó. Çîêðåìà, ÿêùî Eh < 300 ìÂ, òî

öå çíà÷èòü, ùî çàëiçî çíàõîäèòüñÿ â âiäíîâëåíié äâîõâàëåíòíié ôîðìi.

Íàñòóïíå çìåíøåííÿ ïåðåçâîëîæåíîñòi âåäå äî çðîñòàííÿ àåðàöi¨ i

ïîñòóïîâîãî ïiäâèùåííÿ ÎÂÏ  ðóíòó. Êèñíþ â ãðóíòi çáiëüøó¹òüñÿ, àëå ïðè

Eh ∈ [300; 350] íåäîñòàòíüî åíåðãi¨ äëÿ îêèñëåííÿ çàëiçà. Ó öüîìó âèïàäêó

õiìi÷íèõ çìií íå âiäáóâà¹òüñÿ.

Êîëè ÎÂÏ çíàõîäèòüñÿ â ìåæàõ [350;400], ãðóíòîâi õåìîëiòîòðîôíi

ìiêðîîðãàíiçìè çäàòíi îêèñëèòè çàëiçî (Fe2+ − e → Fe3+ + Q), ïðè öüîìó

ïîãëèíàþ÷è åíåðãiþ Q, ùî âèäiëÿ¹òüñÿ. Çíèæåííÿ êîíöåíòðàöi¨ çàëiçà â çîíi

ïåðåáóâàííÿ ìiêðîîðãàíiçìiâ ïðèçâîäèòü äî äèôóçi¨ âiäíîâëåíîãî çàëiçà äî

öèõ çîí i îñàäæåííÿ ó íîâîóòâîðåííÿõ. Òàêèì ÷èíîì, çáiëüøó¹òüñÿ âìiñò

çàëiçà ó êîíêðåöi¨, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öåíòði êîëîíi¨ ìiêðîîðãàíiçìiâ.

Äîñÿãíåííÿ Eh ïîçíà÷êè 400 ìÂ i áiëüøå îçíà÷à¹, ùî âiäáóâà¹òüñÿ ïðîöåñ

õiìi÷íîãî îêèñëåííÿ çàëiçà i éîãî êðèñòàëiçàöi¨.

Îòæå, çà çíà÷åííÿì ÎÂÏ ó  ðóíòi ìîæíà âèäiëèòè ÷îòèðè âiäìiííèõ

ðåæèìè ïðîöåñó êîíêðåöióòâîðåííÿ i ìîäåëü çìiíè ìàñè çàëiçà â îðòøòåéíi

ñêëàäàòèìåòüñÿ ç ÷îòèðüîõ ðiçíèõ ìîäåëåé:

1) ïðè Eh < 300 ìÂ, êîëè ïðîõîäèòü ðîç÷èíåííÿ çàëiçà,

2) ïðè Eh â ìåæàõ 300 � 350 ìÂ, êîëè iñíó¹ âiäíîâëåíå çàëiçî, àëå éîãî

îêèñëåííÿ i çìiíà ìàñè â îðòøòåéíàõ ¹ íåìîæëèâèìè,
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3) ïðè Eh â ìåæàõ 350 � 400 ìÂ, êîëè âiäáóâà¹òüñÿ îêèñëåííÿ çàëiçà ó

çîíàõ äi¨ õåìîòðîôíèõ ìiêðîîðãàíiçìiâ i éîãî ñåãðåãàöiÿ,

4) âèïàäîê âèñîêîãî ðiâíÿ ÎÂÏ (Eh > 400 ìÂ), êîëè ó  ðóíòi iñíóþòü

òiëüêè îêèñëåíi ôîðìè çàëiçà i âiäáóâà¹òüñÿ çìåíøåííÿ äî ìiíiìóìó éîãî

äèôóçi¨.

4.3.2 Ïîáóäîâà ìîäåëi. Äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi öüîãî

ïðîöåñó ââåäåìî òàêi âåëè÷èíè: V � îá'¹ì  ðóíòó; ν - êiëüêiñòü êîíêðåöié

â öüîìó îá'¹ìi (ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî âîíè ðîçïîäiëåíi ðiâíîìiðíî); w = V
ν �

îá'¹ì íàâêîëî îäíi¹¨ êîíêðåöi¨; R =
( 3V

4πν

)1/3 � óñåðåäíåíèé ðàäióñ âïëèâó

îäíi¹¨ êîíêðåöi¨.

Ââàæàòèìåìî, ùî ãóñòèíà çàëiçà (ó ðiçíèõ ôîðìàõ; ó ìåæàõ ðàäióñà

âïëèâó) çàëåæèòü òiëüêè âiä âiäñòàíi âiä ïîâåðõíi êîíêðåöi¨. Òîìó ñòàí

ñèñòåìè îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ âåëè÷èíà ρ(t, x) � ëiíiéíà ãóñòèíà çàëiçà â

ìîìåíò ÷àñó t ≥ 0 íà âiäñòàíi âiä ïîâåðõíi êîíêðåöi¨, 0 ≤ x ≤ R.

Ó êîæíîìó ç ÷îòèðüîõ ðåæèìiâ âiäáóâà¹òüñÿ ïðîöåñ äèôóçi¨ áåç çîâíiøíiõ

äæåðåë i âïëèâiâ:

∂tρ(x, t) =
k(t)

c
∂2

xρ(x, t),

äå k(t) � êîåôiöi¹íò äèôóçi¨ ó ìîìåíò ÷àñó t, = const � êîåôiöi¹íò ïîðèñòîñòi

 ðóíòó.

Ïî÷àòêîâà óìîâà äëÿ âñiõ ÷îòèðüîõ ðåæèìiâ îäíàêîâà:

ρ(x, t) |t=0= µ(x), x ∈ [0; R]

Íà ïîâåðõíi ñôåðè ðàäióñà R ìàòèìåìî

k(t)∂xρ(x, t) |x=R= 0, t ≥ 0,
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äëÿ âñiõ ÷îòèðüîõ ðåæèìiâ, òîáòî ââàæà¹ìî, ùî äèôóçiÿ âiäáóâà¹òüñÿ òiëüêè

â ìåæàõ îá'¹ìó, ùî ¹ êóëåþ ðàäióñà R íàâêîëî êîíêðåöi¨.

Ïåðøèé ðåæèì ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâà âèïàäêè. Îñêiëüêè ïðè íüîìó

ïðîõîäèòü ðîç÷èíåííÿ çàëiçà ç êîíêðåöi¨, òî ïåðøèé âèïàäîê ïîâèíåí

îïèñóâàòè ïðîöåñ, êîëè ó êîíêðåöi¨ ùå ìiñòèòüñÿ çàëiçî ó ôîðìi Fe3+. Ó

äðóãîìó âèïàäêó ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî çàëiçî â êîíêðåöi¨ ïîâíiñòþ ðîç÷èíèëîñÿ.

Îòæå, ó ïåðøîìó âèïàäêó ìà¹ìî êðàéîâó óìîâó

k(t)∂xρ(x, t) |x=0= C1(ρ0 − ρ(0, t)), t ≥ 0, (4.13)

äå ρ0 � ãóñòèíà íàñè÷åííÿ, C1 > 0 - êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi. Óìîâà (4.13)

îçíà÷à¹, ùî ïîòiê çàëiçà â îêîëi òî÷êè x = 0 ñïðÿìîâàíèé â áiê çðîñòàííÿ

êîîðäèíàòè x (âiä êîíêðåöi¨) i ïðîïîðöiéíèé ðiçíèöi ìiæ ãóñòèíîþ íàñè÷åííÿ

òà iñíóþ÷îþ ãóñòèíîþ çàëiçà áiëÿ êîíêðåöi¨.

Îñêiëüêè â äðóãîìó âèïàäêó çàëiçà â êîíêðåöi¨ íåìà¹, òî ïîòiê ÷åðåç ìåæó

x = 0 âiäñóòíié. Òîáòî ìà¹ìî òàêó êðàéîâó óìîâó:

k(t)∂xρ(x, t) |x=0= 0, t ≥ 0,

Ïðè äðóãîìó ðåæèìi íå âiäáóâàþòüñÿ îêèñíî-âiäíîâíi ïðîöåñè çàëiçà, òîìó

êiëüêiñòü çàëiçà â îðòøòåéíi íå çìiíþ¹òüñÿ i éîãî ðóõó ÷åðåç ìåæó x = 0

íåìà¹. Ìàòèìåìî òàêó êðàéîâó óìîâó:

k(t)∂xρ(x, t) |x=0= 0, t ≥ 0,

Ïðè òðåòüîìó ðåæèìi âiäáóâà¹òüñÿ ñåãðåãàöiÿ (íàêîïè÷åííÿ) òðüîõ-

âàëåíòíîãî çàëiçà â êîíêðåöi¨ çà ðàõóíîê ìiêðîîðãàíiçìiâ. Êðàéîâà óìîâà ìà¹

âèãëÿä

k(t)∂xρ(x, t) |x=0= −min{C2ρ(0, t); α(t)}, t ≥ 0, (4.14)
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äå α(t) � ïîòóæíiñòü áàêòåðiàëüíîãî îêèñëåííÿ. Óìîâà (4.14) îçíà÷à¹, ùî

ïîòiê çàëiçà âiäáóâà¹òüñÿ â áiê îðòøòåéíà ïðîïîðöiéíî äî êîíöåíòðàöi¨ çàëiçà

áiëÿ ïîâåðõíi îðòøòåéíà, àëå íå øâèäøå íiæ ïîòóæíiñòü áàêòåðiàëüíîãî

îêèñëåííÿ.

Ïðè ÷åòâåðòîìó ðåæèìi çà ðàõóíîê âiäñóòíîñòi âiäíîâëåíèõ ôîðì çàëiçà,

éîãî äèôóçiÿ âiäñóòíÿ (k(t) = 0) i òîìó ðiâíÿííÿ âèðîäæó¹òüñÿ, ðóõ çàëiçà

âiäñóòíié. Êðàéîâà óìîâà ¹ çàéâîþ.

Îòæå, ìîäåëi íàêîïè÷åííÿ çàëiçà â îðòøòåéíi çàëåæíî âiä ÎÂÏ ìiñòÿòü

ñïiëüíó ÷àñòèíó:

∂tρ(x, t) =
k(t)

c
∂2

xρ(x, t), x ∈ (0, R), t > 0,

i âiäìiííi ÷àñòèíè (îäíó ç êðàéîâèõ óìîâ)

I. à) (Eh < 300 ìÂ, m > 0) k(t)∂xρ(x, t) |x=0= C1(ρ0 − ρ(0, t)), t ≥ 0;

I. b) (Eh < 300 ìÂ, m = 0) k(t)∂xρ(x, t) |x=0= 0, t ≥ 0;

II. (300 ìÂ < Eh < 350 ìÂ) k(t)∂xρ(x, t) |x=0= 0, t ≥ 0;

III. ( 350 ìÂ < Eh < 400 ìÂ) k(t)∂xρ(x, t) |x=0= −min{C2ρ(0, t); α(t)}, t ≥
0;

IV. (Eh > 400 ìÂ) Äèôóçiÿ âiäñóòíÿ.

Ó çàäà÷àõ I ÷åðåç m ïîçíà÷åíî óñåðåäíåíå çíà÷åííÿ ìàñè çàëiçà â

êîíêðåöiÿõ.

4.3.3 Ïiäõîäè äî äîñëiäæåííÿ ìîäåëi. Äîñëiäæåííÿ ìîäåëi, ÿêà

ïîáóäîâàíà âèùå, äîöiëüíî ðîçïî÷èíàòè ïiñëÿ òîãî, ÿê ñèñòåìà ïåðåáóâàëà

â äðóãîìó ðåæèìi, êîëè âiäáóâà¹òüñÿ äèôóçiÿ áåç õiìi÷íèõ çìií. Ìîæíà

ïðèïóñòèòè, ùî â öåé ìîìåíò êîíöåíòðàöiÿ çàëiçà ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëèòüñÿ ó

 ðóíòi íàâêîëî îðòøòåéíiâ. Òîìó ãóñòèíó ρ(t, x)|t=0 = µ(x), x ∈ [0, R] ìîæíà

ââàæàòè ñòàëîþ i çà µ(x) áðàòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ iç âèáiðêè µ1, µ2, ..., µi0, äå
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µi � âèáiðêîâå çíà÷åííÿ êîíöåíòðàöi¨ çàëiçà â  ðóíòi, i0 � îáñÿã âèáiðêè. Òîáòî

µ(x) = µcep = const.

Ïiñëÿ äðóãîãî ðåæèìó ìîæå íàñòóïàòè àáî ïåðøèé, àáî òðåòié ðåæèìè,

òîáòî ìà¹ìî ëàíöþæêè: II → I → II àáî II → III [→ IV → III] → II. Áóäå ÷è

íå áóäå ñèñòåìà ïåðåáóâàòè â ÷åòâåðòîìó ðåæèìi íå âïëèâàòèìå íà äðóãèé

ëàíöþæîê, îñêiëüêè ÷åòâåðòèé ðåæèì ¹ ðåæèìîì ñòàëîñòi.

Ïiñëÿ çàêií÷åííÿ êîæíîãî ç ëàíöþæêiâ, òîáòî ïiñëÿ ïîâòîðíîãî çàêií÷åííÿ

äðóãîãî ðåæèìó, äîöiëüíî ïðîâåñòè âèìiðþâàííÿ ãóñòèíè çàëiçà â  ðóíòi,

ÿêiñíå i êiëüêiñíå äîñëiäæåííÿ êîíêðåöié ç ìåòîþ çâiðêè åêñïåðèìåíòàëüíèõ

çíà÷åíü ç ìîäåëüíèìè i óòî÷íåííÿ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi.

Ïiñëÿ óòî÷íåííÿ, çà ìîäåëëþ ìîæíà: 1) çà ãðóíòîâèìè òà ãiäðîëîãi÷íèìè

õàðàêòåðèñòèêàìè âèçíà÷èòè äèíàìiêó ãóñòèíè åëåìåíòà ó ãðóíòi òà

ñåðåäíüî¨ éîãî ìàñè â îðòøòåéíàõ; 2) çà âiäîìèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ãðóíòó,

âèáiðêîâèìè çíà÷åííÿìè ìàñîâèõ ÷àñòîê îðòøòåéíiâ ó ãðóíòi òà îêèñëåíî¨

ôîðìè åëåìåíòà â îðòøòåéíi çíàéòè ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ òðèâàëiñòþ ïåðiîäiâ

ðîç÷èíåííÿ åëåìåíòà òà éîãî ñåãðåãàöi¨.

4.3.4 Àíàëiòè÷íå ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ çíàõîäæåííÿ äèíàìiêè çìiíè

ãóñòèíè çàëiçà (òîáòî ñëiäêóâàííÿ çà ñòàíîì ñèñòåìè) àíàëiòè÷íî ó âèïàäêó

ïåðøîãî ëàíöþæêà II → I → II ç ÷àñîâèìè iíòåðâàëàìè [0, t1], [t1, t2]

ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ñïî÷àòêó I çàäà÷à

∂tρ(x, t) = k(t)∂2
xρ(x, t), 0 < x < R, t ∈ [0, t1],

ρ(x, t)|t=0 = µ, x ∈ [0, R],

ρ(x, t)|x=R = 0, t ∈ [0, t1],

ρ(x, t)|x=0 = C1(ρ0 − ρ(0, t)), t ∈ [0, t1].
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Âîíà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

ρ(x, t) = L(x−R)2+
∞∑

n=1

((
Bn − An

ϕ2
nk

)
e−ϕ2

nkt +
An

ϕ2
nk

)(
cos ϕnx− C1

ϕnk
sin ϕnx

)
,

äå

L = − C1ρ0

2kR− C1R2 , An =
4L

Rϕn

(
sin ϕnR +

C1

ϕnk
(cos ϕnR− 1)

)
,

Bn =
2

Rϕnk
(((µϕ3

nk + 2Lϕnk) sin ϕnR + (2Lϕ2
nC1) cos ϕnR)−

−(ϕ2
n(µC1 + 2LRk − LR2C1) + 2LC1)),

à ϕn, n ∈ N, � êîðåíi ðiâíÿííÿ

tgλR = −C1

λk
. (4.14)

Äàëi çíàõîäèòüñÿ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i II íà ÷àñîâîìó âiäðiçêó t ∈ [t1, t2]. Âîíà

çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

∂tρ(x, t) = k(t)∂2
xρ(x, t), 0 < x < R, t ∈ [t1, t2],

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi óìîâè

∂xρ(x, t)|x=R = 0, ∂xρ(x, t)|x=0 = 0, t ∈ [t1, t2]

i ïî÷àòêîâó óìîâó

ρ(x, t)|t=t1 = L(x−R)2+

+
∞∑

n=1

((
Bn − An

ϕ2
nk

)
e−ϕ2

nkt1 +
An

ϕ2
nk

)(
cos ϕnx− C1

ϕnk
sin ϕnx

)
, x ∈ [0; R],

äå

L = − C1ρ0

2kR− C1R2 , An =
4L

Rϕn

(
sin ϕnR +

C1

ϕnk
(cos ϕnR− 1)

)
,

Bn =
2

Rϕnk
(((µϕ3

nk + 2Lϕnk) sin ϕnR + (2Lϕ2
nC1) cos ϕnR)−

−(ϕ2
n(µC1 + 2LRk − LR2C1) + 2LC1)),

à ϕn, n ∈ N, � êîðåíi ðiâíÿííÿ (4.14).
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè, íàâåäåíèìè â çâiòi, ¹ òàêi:

� äëÿ îäíîãî êëàñó −→
2b�ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì, ÿêi ìîæóòü ìàòè

âèðîäæåííÿ íà ïî÷àòêîâié ãiïåðïëîùèíi òà êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ìîæóòü

íåîáìåæåíî çðîñòàòè ïðè |x| → ∞, ïîáóäîâàíà ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ

ðîçâ'ÿçêiâ, âèâ÷åíi ¨¨ âëàñòèâîñòi, âñòàíîâëåíà êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi àáî ñëàáêîãî âèðîäæåííÿ i

çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ, êîëè âèðîäæåííÿ ñèëüíå;

� äëÿ −→2b�ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì ó íåîáìåæåíèõ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ îáëàñòÿõ

óâåäåíi Λm,r
δ �óìîâè, ÿêi âèäiëÿþòü ñïåöiàëüíi êëàñè òàêèõ ñèñòåì; äëÿ

ñèñòåì iç öèõ êëàñiâ äîâåäåíi òåîðåìè ïðî ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i

Êîøi, êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ, òèïó Ëióâiëëÿ i

ïðî ïîáóäîâó òà îöiíêè ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi ðîçâ'ÿçêiâ −→2b�åëiïòè÷íèõ
ñèñòåì, ïîðîäæåíèõ −→2b�ïàðàáîëi÷íèìè;

� äëÿ îäíîãî êëàñó âèðîäæåíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òèïó Êîëìîãîðîâà

äîñëiäæåíi âëàñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó òà êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü

çàäà÷i Êîøi ó âàãîâèõ Lp�ïðîñòîðàõ i ïðîñòîðàõ Ãåëüäåðà;

� âñòàíîâëåíi íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè íåòðèâiàëüíîñòi ïðîñòîðiâ W
−→
Ω−→

M
òà

çâ'ÿçîê ìiæ ïðîñòîðàìè W
−→
Ω−→

M
, W

−→
Ω i W−→

M;

� îïèñàíà òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà ïðîñòîðiâ, ÿêi ¹ ðîçøèðåííÿì ïðîñòîðiâ

òèïó W òà ç'ÿñîâàíå ïèòàííÿ ¨õíüî¨ äâî¨ñòîñòi çà Ôóð'¹;

� çíàéäåíi êðèòåði¨ çãîðòóâà÷iâ òà ìóëüòèïëiêàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ òèïó S,

à òàêîæ êëàñè çãîðòóâà÷iâ ó öèõ ïðîñòîðàõ, ÿêi ìiñòÿòü ó ñîái êëàñ ôiíiòíèõ

óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié;

� ïîáóäîâàíèé îïåðàòîð Áåññåëÿ äðîáîâîãî iíòåãðî-äèôåðåíöiþâàííÿ ç
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äîäàòíèì ïàðàìåòðîì ó ïðîñòîðàõ òèïó S òà éîãî ïðîäîâæåííÿ íà ïðîñòîðè

óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ïîâiëüíîãî çðîñòàííÿ;

� âñòàíîâëåíà êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ

çà Ïåòðîâñüêèì, Åéäåëüìàíîì i Øèëîâèì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à

òàêîæ äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîëiíîìiàëüíîãî

òà iíòåãðàëüíîãî âèãëÿäiâ ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè â ïðîñòîðàõ òîïîëîãi÷íî

ñïðÿæåíèõ äî ïðîñòîðiâ, ïîðîäæåíèõ âèçíà÷àëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè ¨õ

âiäïîâiäíèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ;

� îïèñàíi "ìàêñèìàëüíi" êëàñè ïî÷àòêîâèõ äàíèõ çàçíà÷åíèõ çàäà÷ Êîøi,

ÿêi çàáåçïå÷óþòü íå ëèøå iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ, à é íàÿâíiñòü ó

öèõ ðîçâ'ÿçêiâ òèõ âëàñòèâîñòåé ãëàäêîñòi òà ïîâåäiíêè â îêîëàõ íåñêií÷åííî

âiääàëåíèõ òî÷îê, ùî é ó ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷;

� çàïðîïîíîâàíèé àëüòåðíàòèâíèé ìåòîä äîñëiäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ çà Øèëîâèì ðiâíÿíü, ÿêèé íå

âèêîðèñòîâó¹ äîäàòêîâó õàðàêòåðèñòèêó � ðiä ðiâíÿííÿ;

� äîâåäåíi òåîðåìè ïðî ÿêiñíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Êîøi;

� ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ ïîøèðåíèé íà íîâèé êëàñ ëiíié-

íèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü iç

âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó â øâèäêèõ i ïîâiëüíèõ çìiííèõ;

� çà äîïîìîãîþ öåíòðàëüíîãî é ñòiéêîãî iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ ëiíiéíà

ñèíãóëÿðíî çáóðåíà ñèñòåìà iç çàïiçíåííÿì ó øâèäêèõ i ïîâiëüíèõ çìiííèõ

çâîäèòüñÿ äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íà öåíòðàëüíîìó

ìíîãîâèäi òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü íà ñòiéêîìó ìíîãîâèäi;

� îäåðæàíèé íàáëèæåíèé ðîçêëàä iíòåãðàëüíîãî ìíîãîâèäó çà ñòåïåíÿìè

ìàëîãî ïàðàìåòðà äëÿ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíî-
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ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü;

� äëÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü ó ñòàíäàðòíié ôîðìi

îäåðæàíå äðóãå íàáëèæåííÿ ó ìåòîäi óñåðåäíåííÿ òà äîñëiäæåíà ñòiéêiñòü

ñèñòåìè ñëàáêî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ iç çàïiçíåííÿì;

� çíàéäåíèé àëãîðèòì íàáëèæåíîãî çíàõîäæåííÿ íåàñèìïòîòè÷íèõ

êîðåíiâ ìàòðè÷íèõ êâàçiïîëiíîìiâ äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ñèñòåì

çàïiçíþþ÷îãî òà íåéòðàëüíîãî òèïiâ;

� ðåàëiçîâàíèé áàãàòîêðèòåðiàëüíèé ïiäõiä äî ïîáóäîâè îïòèìiçàöié-

íèõ ìîäåëåé ñòàòè÷íîãî íåëiíiéíîãî åêîëîãî-åêîíîìi÷íîãî áàëàíñó òà

çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ðîçâ'ÿçàííÿ âiäïîâiäíèõ çàäà÷ íà îñíîâi ìåòîäó

ìîæëèâèõ íàïðÿìêiâ;

� ïîáóäîâàíà òà äîñëiäæåíà äèíàìi÷íà ìîäåëü ôóíêöiîíóâàííÿ

ôðàí÷àéçèíãó; çíàéäåíî óìîâè îïòèìiçàöi¨ ñèñòåìè ôðàí÷àéçåðîì ó ïèòàííi

âåäåííÿ ðåêëàìíî¨ êîìïàíi¨ òà ó ïèòàííi êiëüêîñòi ôðàí÷àéçi;

� ïîáóäîâàíà òà äîñëiäæåíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ïðîöåñó íàêîïè÷åííÿ

åëåìåíòà çìiííî¨ âàëåíòíîñòi â ãðóíòîâèõ íîâîóòâîðåííÿõ ó âñiõ ìîæëèâèõ

ðåæèìàõ;

� ïîáóäîâàíi òà äîñëiäæåíi åêîíîìiêî-ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ðîçâèòêó

ïðîìèñëîâîãî ïîòåíöiàëó ðåãiîíó òà ðîçâèòêó ðåãiîíàëüíèõ iíâåñòèöiéíèõ

ïîòîêiâ.

Ðîçðîáêà ïèòàíü, ÿêèì ïðèñâÿ÷åíèé çâiò, ¹ àêòóàëüíîþ â çâ'ÿçêó

iç âíóòðiøíiìè çàïèòàìè ðîçâèòêó òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i

ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, à òàêîæ iç íåîáõiäíiñòþ ïîáóäîâè é äîñëiäæåííÿ

ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ.

Óñi íàâåäåíi â çâiòi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè i ìàþòü íàóêîâó öiííiñòü. Âîíè
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ìîæóòü çàñòîñîâóâàòèñü ó òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ i ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü, òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííÿ

ôiçè÷íèõ, òåõíi÷íèõ, ñîöiàëüíî-åêîíîìi÷íèõ i âèðîáíè÷èõ ïðîöåñiâ.
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