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Р Е Ф Е Р А Т 

Звіт про НДР: 147 с., 197 джерел. 

Об’єкт дослідження – параболiчні системи типу Шилова та вироджені 

параболiчні системи рiвнянь типу Колмогорова векторного порядку, системи 

регулярно та сингуляpно збурених диференцiально-функціональних рівнянь,   

квазілінійні рiвняння Кортевега – де Фрiза з перетвореним аргументом, крайові 

задачі для рiвнянь лiнiйної теорiї пружностi з граничними умовами типу 

Неймана. 

Мета роботи – дослiдження фундаментальних розв’язкiв задачi Кошi для 

нових класiв параболiчних систем типу Шилова та вироджених параболiчних 

системи рiвнянь типу Колмогорова векторного порядку, аналiз асимптотичної 

поведiнки розв’язкiв диференцiально-функцiональних рiвнянь, побудова схем 

апроксимацiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь, доведення мiнiмаксних 

оцінок функціоналів від розв’язків крайових задач та дослiдження і  

математичне моделюванню динамiчної моделi теорiї ризикiв. 

Для одного класу вироджених параболiчних рiвнянь типу Колмогорова зi 

зростаючими коефiцiєнтами в групi молодших членiв у спецiальних вагових 

просторах дослiджено фундаментальний розв’язок задачi Кошi, а з його допо- 

могою доведено теореми про коректну розв’язнiсть задачi Кошi та iнтегральне 

зображення розв’язку. Означено новий клас параболiчних систем типу Г. Є. 

Шилова з невiд’ємним родом i коефiцiєнтами, залежними вiд часової та 

просторової змiнниx, та встановлено коректну розв’язнiсть задачi Кошi для 

систем рiвнянь iз означеного класу у випадку, коли початковi данi є 

узагальненими функцiями типу розподiлiв I. М. Гельфанда i Г. Є. Шилова. 

Обґрунтовано алгоритми пiдвищеної точностi наближеного знаходження 

неасимптотичних коренiв квазiполiномiв для лiнiйних автономних диференцi- 

ально-рiзницевих рiвнянь iз багатьма запiзненнями і запропоновано схему  

знаходження коефiцiєнтних областей стiйкостi лiнiйних автономних диферен-

цiальних рiвнянь iз багатьма запiзненнями. Дослiджено поведiнку процесу 

ризику з перестрахуванням, знайдено граничнi умови поведiнки розв’язку 

процесу ризику за умови невiд’ємного перестрахування та отримано представ-

лення для мiнiмаксних оцiнок функцiоналiв вiд розв’язкiв крайових задач для 

рiвнянь лiнiйної теорiї пружностi з граничними умовами типу Неймана 

Усi наведенi в звiтi результати є новими. Вони можуть застосовуватись у 

теорiї диференцiальних, диференцiально-функцiональних рівнянь, теорiї 

випадкових процесiв, при математичному моделювання фiзичних, технiчних, 

економiчних i виробничих процесiв.  

 

ПАРАБОЛІЧНІ, ЕВОЛЮЦІЙНІ, ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ, ДИФЕРЕНЦІАЛЬ-

НО-ФУНКЦІОНАЛЬНІ РІВНЯННЯ, ВИРОДЖЕННЯ, СИНГУЛЯРНІ 

ЗБУРЕННЯ, ЗАДАЧА КОШІ, КРАЙОВА ЗАДАЧА, КОРЕКТНА РОЗВ’ЯЗ-

НІСТЬ, ІНТЕГРАЛЬНИЙ МНОГОВИД, МЕТОД УСЕРЕДНЕННЯ, МІНІМАК-

СНЕ ОЦІНЮВАННЯ, СХЕМА АПРОКСИМАЦІЇ, ПРОЦЕС РИЗИКУ. 
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ВСТУП

У звiтi наведенi результати, якi одержанi протягом 2011-2015 рр. спiвробi-
тниками кафедри математичного моделювання ЧНУ при виконаннi НДР "Ме-
тоди аналiзу диференцiально-функцiональних i еволюцiйних рiвнянь та матема-
тичне моделювання процесiв з пiслядiєю та випадковостями". Цi дослiдження
є продовженням виконаної в 2006-2010 рр. кафедрою математичного моделю-
вання НДР "Якiсне дослiдження та математичне моделювання процесiв, що
описуються диференцiальними та диференцiально-функцiональними рiвняння-
ми".

У звiтi представленi в основному результати, що стосуються дослiдження
фундаментальних розв’язкiв задачi Кошi для нових класiв параболiчних систем
типу Шилова та вироджених параболiчних системи рiвнянь типу Колмогорова
векторного порядку, аналiзу асимптотичної поведiнки розв’язкiв диференцiаль-
но-функцiональних рiвнянь, побудови схем апроксимацiї диференцiально-рiзни-
цевих рiвнянь, а також математичному моделюванню процесiв з випадковостя-
ми. Звiт складається з 4 роздiлiв.

Результати, що представленi в першому роздiлi, стосуються вивчення фун-
даментальних розвязкiв задачi Кошi для параболiчних рiвнянь зi зростаючими
при |x| → ∞ коефiцiєнтами. Одержанi результати про ФРЗК застовано до вста-
новлення коректної розв’язностi та iнтегрального зображення розв’язкiв задачi
Кошi у просторах швидкозростаючих при |x| → ∞ функцiй.

Другий роздiл мiстить результати про побудову та дослiдження фундамен-
тальної матрицi розв’язкiв задачi Кошi для параболiчних за Шиловим систем
рiвнянь iз залежними вiд часу коефiцiєнтами. Дослiджено умови рiзного виду
рiвномiрної та слабкої стабiлiзацiї до нуля розв’язку задачi Кошi. Для нового
класу вироджених параболiчних систем рiвнянь типу Колмогорова векторно-
го порядку побудовано ФМРЗК, дослiджено її якiснi властивостi гладкостi та
поведiнки в околi нескiнченно вiддалених просторових точок.

У третьому роздiлi наведено результати, пов’язанi iз дослiдженням си-
стем сингуляpно збурених диференцiально-рiзницевих рiвнянь. Одержано зо-
браження iнтегрального многовиду таких систем та достатню умову стiйкостi
(нестiйкостi) лiнiйної системи диференцiально-рiзницевих рiвнянь. Побудована
розщеплююча замiна змiнних для сингулярно збуреної системи лiнiйних ди-
ференцiальних рiвнянь з двома малими параметрами та дослiджено побудову
асимптотичних розкладiв iнтегральних многовидiв, за допомогою яких здiйсню-
ється розщеплення вихiдної системи. У цьому роздiлi здiйснено аналiз точно-
стi апроксимацiї векторного елемента запiзнення для рiзних вхiдних функцiй
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та обгрунтування схем апроксимацiї лiнiйних та квазiлiнiйних диференцiально-
функцiональних рiвнянь послiдовнiстю систем звичайних диференцiальних рiв-
нянь.

У четвертому роздiлi наводяться результати застосування схем апрокси-
мацiї систем диференцiально-рiзницевих рiвняннь з багатьма запiзненнями для
наближеного знаходження неасимптотичних коренiв квазiполiномiв пiдвищеної
точностi, побудови областей стiйкостi лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз за-
пiзненням, а також знаходження областi значень запiзнення для яких вихiдна
система зберiгає властивостi стiйкостi. У цьому ж роздiлi отримано мiнiмакснi
оцiнки функцiоналiв та здiйсненно дослiдження динамiчної моделi теорiї ризи-
кiв.

Дослiдження, результати яких увiйшли до звiту, використовуються при
виконаннi студентами курсових, дипломних i магiстерських робiт. За їх мате-
рiалами захищено кандидатськi дисертацiї А. С. Перцова (2013 р., науковий
керiвник Ю. К. Подлiпенко), С. А. Iлiки (2013 р., науковий керiвник I. М. Че-
ревко), I. М. Довжицької (2014 р., науковий керiвник В. А. Лiтовченко).

Виконавцi НДР брали активну участь у роботi мiжнародних та всеукраїн-
ських наукових конференцiй. Ними зроблено 80 доповiдей.
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1 ЗАДАЧА КОШI ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНИХ ТА
ВИРОДЖЕНИХ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ

ДРУГОГО ПОРЯДКУ

У цьому роздiлi наводяться результати дослiджень, що доповнюють i роз-
вивають проведенi в працi [32] дослiдження фундаментальних розв’язкiв задачi
Кошi (ФРЗК) для параболiчних рiвнянь зi зростаючими при |x| → +∞ кое-
фiцiєнтами та рiвнянь iз класiв E22. Рiвняння з класу E22 є узагальненнями
класичного рiвняння дифузiї з iнерцiєю А.М. Колмогорова [33], є виродженими
параболiчними рiвняннями, належать до класу ультрапараболiчних рiвнянь i
зустрiчаються при дослiдженнi рiзних фiзичних явищ в так званому дифузiй-
ному наближеннi. Цi математичнi моделi в багатьох важливих випадках (на-
приклад, при вивченнi броунiвського руху) досить адекватно i вiдносно просто
описують реальнi явища. Часто цi рiвняння визначають еволюцiю марковсько-
го випадкового процесу, який функцiонує в неперервному часi. Природно такi
рiвняння називають рiвняннями Фоккера–Планка–Колмогорова.

Результати про ФРЗК застовано до встановлення коректної розв’язностi
та iнтегрального зображення розв’язкiв задачi Кошi у просторах швидкозро-
стаючих при |x| → ∞ функцiй.

Наведенi в цьому роздiлi результати отриманi Пасiчник Г.С. спiльно з про-
фесором Iвасишеним С.Д. (п. 1.1 та 1.2) та Iвасюк Г.П. i Фратавчан Т.М. спiльно
з професором Iвасишеним С.Д.(п. 1.3), опублiковано в працях [1–31] та висвiт-
лено в 21 доповiдi на наукових конференцiях рiзного рангу.

Сформульованi далi теореми та їх наслiдки є результатами реалiзацiї для
рiвняння (1.1) конструкцiї Ейдельмана–Iвасишена, описаної i реалiзованої для
параболiчних рiвнянь з обмеженими коефiцiєнтами [32, 34]. Ця конструкцiя дає
можливiсть отримувати точнi результати про коректну розв’язнiсть задачi Кошi
та зображення визначених у вiдкритому шарi Π(0,T ], де ΠH := H × Rn, H ⊂
R розв’язкiв через їх граничнi значення на початковiй гiперплощинi {t = 0}.
Згiдно з цiєю конструкцiєю еволюцiя по часу t розв’язкiв характеризується їх
належнiстю до сiмейства банахових просторiв, залежних вiд t.

Наведемо деякi позначення, якi використовуються в цьому роздiлi. Нехай
n1, n2, n3 – заданi натуральнi числа такi, що n3 ≤ n2 ≤ n1; n := n1 + n2 + n3;
змiнна x ∈ Rn складається з трьох груп змiнних xl := (xl1, . . . , xlnl

) ∈ Rnl,
l ∈ {1, 2, 3}, так що x := (x1, x2, x3); x1 := (x′1, x

′′
1, x

′′′
1 ), x̂1 := (x′1, x

′′
1), де x′1 :=

(x11, ..., x1n3), x′′1 := (x1(n3+1), ..., x1n2), x′′′1 := (x1(n2+1), ..., x1n1); x2 := (x′2, x
′′
2), де

x′2 := (x21, ..., x2n3), x′′2 := (x2(n3+1), ..., x2n2).
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1.1 Задача Кошi для деяких параболiчних рiвнянь зi зростаючими
коефiцiєнтами

У теорiї випадкових процесiв i статистичнiй радiотехнiцi виникають па-
раболiчнi рiвняння другого порядку, в яких коефiцiєнти при похiдних першого
порядку за просторовими змiнними є лiнiйними функцiями цих змiнних, а iншi
коефiцiєнти є сталими. Такi рiвняння є рiвномiрно параболiчними за I.Г. Пе-
тровським рiвняннями зi змiнними необмежено зростаючими на нескiнченностi
коефiцiєнтами. У цьому пунктi розглядаються деякi зi згаданих рiвнянь.

Розглядається рiвняння вигляду

(Lu)(t, x) :=

(
∂t −

n∑
j,l=1

ajl∂xj∂xl − a0

)
u(t, x)− b

n∑
j=1

∂xj(xju(t, x)) = 0,

t > 0, x ∈ Rn, (1.1)

i спряжене до нього рiвняння

(L∗v)(τ, ξ) :=

(
∂τ −

n∑
j,l=1

ajl∂ξj∂ξl − a0

)
v(τ, ξ) + b

n∑
j=1

ξj ∂ξjv(τ, ξ) = 0,

τ < 0, x ∈ Rn, (1.2)

де n – задане натуральне число, ajl, aj, a0 i b – заданi дiйснi числа, ajl = alj,
{j, l} ⊂ {1, . . . , n}, i виконується умова параболiчностi

∃ δ > 0 ∀σ ∈ Rn :
n∑

j,l=1

ajlσjσl ≥ δ|σ|2. (1.3)

Позначимо через A матрицю (ajl)
n
j,l=1. Умову (1.3) можна переписати у

виглядi
∃ δ > 0 ∀σ ∈ Rn : (Aσ, σ) ≥ δ|σ|2. (1.4)

Умова (1.4) гарантує iснування оберненої матрицi A−1 := (ajl)nj,l=1 та сталої
δ0 > 0 такої, що

∀σ ∈ Rn : (A−1σ, σ) ≥ δ0|σ|2. (1.5)

Означення 1.1. ФРЗК для рiвняння (1.1) називається функцiя G(t −
τ, x, ξ), t > τ , {x, ξ} ⊂ Rn, яка є розв’язком у сенсi теорiї узагальнених фун-
кцiй задачi

LG(t− τ, x, ξ) = 0, t > τ,

G(t− τ, x, ξ) |t=τ+= δξ(x), x ∈ Rn,
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де τ – довiльне число з R i ξ – будь-яка точка з Rn, а δξ – дельта-функцiя
Дiрака, що зосереджена в точцi ξ.

Зазначимо, що рiвняння (1.2), спряжене до параболiчного рiвняння (1.1), є
обернено параболiчним, тобто перетворюється в параболiчне, якщо замiсть −τ
запровадити нову незалежну змiнну τ ′.

Означення ФРЗК для спряженого рiвняння (1.2) виглядає так.
Означення 1.2. ФРЗК для рiвняння (1.2) називається функцiя

G∗(τ − t, ξ, x), τ < t, {ξ, x} ⊂ Rn, яка є розв’язком у сенсi теорiї узагальнених
функцiй задачi

L∗G∗(τ − t, ξ, x) = 0, τ < t,

G∗(τ − t, ξ, x) |τ=t−= δx(ξ), ξ ∈ Rn,

для довiльних t ∈ R i x ∈ Rn.
Для функцiї G знайдена така формула:

G(t, x, ξ) = (4πq(t))−n/2(detA)−1/2×

× exp

{
(a0 + nb)t− 1

4q(t)

n∑
j,l=1

ajl(ebtxj + ajp(t)− ξj)(e
btxl + alp(t)− ξl)

}
,

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn, (1.6)

де

p(t) :=

{ 1

b
(ebt − 1), b ̸= 0,

t, b = 0,
q(t) :=

{ 1

2b
(e2bt − 1), b ̸= 0,

t, b = 0.
(1.7)

З формул (1.6) отримано наступнi властивостi ФРЗК G.

10. Функцiя G(t − τ, x, ξ), 0 ≤ τ < t, {x, ξ} ⊂ Rn, як функцiя t i x є
розв’язком рiвняння (1.1), а як функцiя τ i ξ – розв’язком спряженого рiвняння
(1.2).

20. ∫
Rn

G(t, x, ξ) dξ = e(a0+nb)t, t > 0, x ∈ Rn,

∫
Rn

G(t, x, ξ) dx = ea0t, t > 0, ξ ∈ Rn.
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30. Для будь-яких мультиiндексiв {α, β} ⊂ ⊂ Zn+ справджуються оцiнки

|∂αx∂
β
ξG(t, x, ξ)| ≤ Cαβ(q(t))

−(n+|α|+|β|)/2eλ
b
|α|Eb

c(t, x, ξ),

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn, (1.8)

в яких Cαβ i c – додатнi сталi,

λb|α| := (a0 + (n+ |α|)b)t+ δ0
4
|⃗a|2 r(t),

r(t) :=
p2(t)

q(t)
=


2(ebt − 1)

b(ebt + 1)
, b ̸= 0,

t, b = 0,

Eb
c(t, x, ξ) := exp{−c|e

btx− ξ|2

q(t)
},

де функцiї p i q означенi в (1.7), δ0 – стала з нерiвностi (1.5).
З тверджень 20 i 30 отримуємо, що для будь-якої неперервної та обмеженої

в Rn функцiї φ iнтеграли

u(t, x; τ) :=

∫
Rn

G(t− τ, x, ξ)φ(ξ) dξ, t > τ, x ∈ Rn,

i
v(τ, ξ; t) :=

∫
Rn

G(t− τ, x, ξ)φ(x) dx, τ < t, ξ ∈ Rn,

задовольняють вiдповiдно умови

lim
t→τ+

u(t, x; τ) = φ(x), x ∈ Rn, (1.9)

i
lim
t→τ−

v(τ, ξ; t) = φ(ξ), ξ ∈ Rn. (1.10)

На пiдставi твердження 10 та спiввiдношень (1.9) i (1.10) можна стверджу-
вати, що функцiя G(t− τ, x, ξ), t > τ , {x, ξ} ⊂ Rn, є ФРЗК для рiвняння (1.1),
а функцiя

G∗(τ − t, ξ, x) := G(t− τ, x, ξ), τ < t, {ξ, x} ⊂ Rn,

є ФРЗК для рiвняння (1.2).
Наведемо iншi властивостi ФРЗК, якi встановлюються добре вiдомими

способами, що грунтуються на використаннi вiдповiдної формули Грiна–Ост-
роградського.
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40. ФРЗК для рiвняння (1.1) єдиний.

50. Є правильною формула згортки

G(t− τ, x, ξ) =

∫
Rn

G(t− γ, x, y)G(γ − τ, y, ξ) dy,

τ < γ < t, {x, ξ} ⊂ Rn.

Щоб сформулювати наступну властивiсть, рiвняння (1.1) перепишемо у
виглядi

(Lu)(t, x) =

(
∂t −

n∑
j,l=1

ajl∂xj∂xl −
n∑
j=1

bj(x)∂xj − b0

)
u(t, x) = 0,

t > 0, x ∈ Rn, (1.11)

де bj(x) := aj + bxj, j ∈ {1, . . . , n}, b0 := a0 + nb.
У теорiї дифузiйних випадкових процесiв рiвняння (1.11) є рiвнянням Фок-

кера–Планка–Колмогорова вiдповiдного дифузiйного процесу. Цей процес ха-
рактеризується матрицею дифузiї A := (ajl)

n
j,l=1, вектором переносу b(x) :=

(b1(x), . . . , bn(x)), x ∈ Rn, i коефiцiєнтом обриву (коефiцiєнтом iнтенсивностi
лiнiйних джерел) b0. ФРЗК G для рiвняння (1.11) трактується як густина пе-
рехiдних ймовiрностей дифузiйного процесу.

У наступнiй властивостi наводяться зображення елементiв матрицi дифузiї
A, координат вектора переносу b(x), x ∈ Rn, i коефiцiєнта обриву b0 через
густину перехiдних iмовiрностей G.

60. Справджуються такi рiвностi

ajl =
1

2
lim
t→0

(
1

t

∫
Rn

G(t, 0, z)zjzl dz

)
, {j, l} ⊂ {1, . . . , n};

bj(x) = lim
t→0

(
1

t

∫
Rn

G(t, 0, z)zj dz

)
+ bxj, j ∈ {1, . . . , n};

b0 = lim
t→0

(
1

t

(∫
Rn

G(t, 0, z) dz − 1

))
.

Застосуємо результати про ФРЗК до встановлення коректної розв’язно-
стi та iнтегрального зображення розв’язкiв задачi Кошi для рiвняння (1.1) у
просторах швидкозростаючих при |x| → ∞ функцiй.
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У шарi Π(0,T ] скiнченної товщини T > 0 розглянемо задачу Кошi для рiв-
няння (1.1), тобто задачу

(Lu)(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.12)
u(t, x) |t=0+= φ(x), x ∈ Rn. (1.13)

Введемо функцiї k i k̂, визначенi формулами

k(t, a) :=
c0ae

2bt

c0 − aq(t)
, k̂(t, a) :=

c0ae
2|b|t

c0 − aq(t)
, t ∈ [0, T ].

Зауважимо, що k(0, a) = k̂(0, a) = a, k(t, a) = k̂(t, a), t ∈ [0, T ], якщо
b > 0, i k(t, a) < k̂(t, a), t ∈ (0, T ], при b < 0; функцiя k̂ монотонно зростає вiд
значення k̂(0, a) до значення k̂(T, a); функцiя k має напiвгрупову властивiсть

k(t− τ, k(τ, a)) = k(t, a), 0 ≤ τ ≤ t ≤ T.

Введемо ваговi функцiї

Ψν(t, x) := exp{ν k(t, a)|x|2},
Ψ̂ν(t, x) := exp{ν k̂(t, a)|x|2},

(t, x) ∈ Π[0, T ], ν ∈ R.

Поведiнка при |x| → ∞ функцiй з означених нижче просторiв описувати-
меться функцiями Ψν i Ψ̂ν з ν ∈ {−1, 1}.

Використовуватимемо для функцiй u : Π[0,T ] → C при кожному t ∈ [0, T ]
такi ваговi норми:

||u(t, ·)||k(t,a)0 := sup
x∈Rn

(
|u(t, x)|Ψ−1(t, x)

)
,

||u(t, ·)||k(t,a)p := ||u(t, ·)Ψ−1(t, ·)||Lp(Rn),

||u(t, ·)||k̂(t,a)p := ||u(t, ·)Ψ̂−1(t, ·)||Lp(Rn),

p ∈ [1,∞].

Позначимо через Ck(t,a) i Ca простори неперервних функцiй φ : Rn → C,
для яких є скiнченними вiдповiдно норми ||φ(·)||k(t,a)0 i ||φ(·)||a0 := ||φ(·)||k(0,a)0 ,
та через Lk(t,a)p , Lk̂(t,a)p i Lap – простори вимiрних за Лебегом функцiй φ : Rn → C
зi скiнченними вiдповiдно нормами ||φ(·)||k(t,a)p , ||φ(·)||k̂(t,a)p i ||φ(·)||a0. Говорити-
мемо, що функцiя u : Π(0,T ] → C належить до просторiв Ck(·,a) i Lk(·,a)p , якщо
вiдповiдно u(t, ·) ∈ Ck(t,a) i u(t, ·) ∈ L

k(t,a)
p для кожного t ∈ (0, T ].
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Нехай B – σ-алгебра борельових множин простору RRn, a M – сукупнiсть
усiх злiченно адитивних функцiй ν : B → C (узагальнених борельових мiр),
якi мають скiнченну повну варiацiю |ν|. Через Ma позначимо сукупнiсть усiх
борельових мiр µ : B → C таких, що функцiя

ν(A) =

∫
A

Ψ−1(0, x) d µ(x), A ∈ B,

належить до простору M . При цьому для довiльної µ ∈Ma

∥µ∥ap :=
∫
A

Ψ−1(0, x) d |µ|(x) <∞,

де |µ| – повна варiацiя µ.
Використовуватимемо ще такi простори:
W1 – простiр усiх вимiрних за Лебегом функцiй η : Rn → C, для яких

скiнченною є норма
∥η∥W1

:= ∥η(·)Ψ̂1(T, ·)∥L1(Rn);

W0 – простiр усiх неперервних функцiй η : Rn → C таких, що

Ψ̂1(T, x) |η(x)| −−−−−→
|x|→+∞

0.

ФРЗК для рiвняння (1.12) породжує iнтеграл Пуассона функцiї φ

(Pφ)(t, x) :=

∫
Rn

G(t, x, ξ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.14)

та iнтеграл Пуассона узагальненої мiри µ

(P0µ)(t, x) :=

∫
Rn

G(t, x, ξ) dµ(x), (t, x) ∈ Π(0,T ]. (1.15)

Основними результатами є наступнi теореми.

Теорема 1.1. Якщо в задачi (1.12), (1.13) φ ∈ Ca, то формулою

u(t, x) = (Pφ)(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.16)

визначається єдиний розв’язок задачi Кошi (1.12), (1.13), який належить до
простору Ck(·,a) i для якого справджується оцiнка

∥u(t, ·)∥k(t,a)0 ≤ C∥φ(·)∥a0, t ∈ (0, T ],
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та для довiльного компакта K ⊂ Rn u(t, x) −−→
t→0

φ(x) рiвномiрно щодо x ∈ K.

Теорема 1.2. Є правильними такi твердження:
1) для довiльної функцiї φ ∈ Lap формула (1.16) визначає єдиний розв’язок

рiвняння (1.12), який належить до простору Lk(·,a)p i для якого справджується
оцiнка

∥u(t, ·)∥k(t,a)p ≤ C ∥φ(·)∥ap, t ∈ (0, T ],

при p ∈ [1,∞) – рiвнiсть

lim
t→0

∥u(t, x)− φ(x)∥k̂(t,a)p = 0, (1.17)

а при p = ∞ – спiввiдношення

lim
t→0

∫
Rn

η(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

η(x)φ(x)dx (1.18)

для будь-якої функцiї η ∈ W1;
2) для будь-якої узагальненої мiри µ ∈Ma формулою

u(t, x) = (P0µ)(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.19)

визначається єдиний розв’язок рiвняння (34), який належить до простору
L
k(·,a)
1 i для якого справджується оцiнка

∥u(t, ·)∥k(t,a)1 ≤ C∥µ∥a, t ∈ (0, T ],

i спiввiдношення
lim
t→0

∫
Rn

η(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

η(x) dµ(x) (1.20)

для довiльної функцiї η ∈W0.
Наступна теорема є в певному сенсi оберненою до теореми 2.

Теорема 1.3. Нехай u – розв’язок рiвняння (1.12) в Π(0,T ], для якого
справджується нерiвнiсть

∥u(t, ·)∥k(t,a)p ≤ C, t ∈ (0, T ], (1.21p)

з деякими сталими C > 0 i p ∈ [1,∞]. Тодi при p ∈ (1,∞] iснує єдина функцiя
φ ∈ Lap, a при p = 1 – єдина узагальнена мiра µ ∈ Ma такi, що розв’язок u
зображxується вiдповiдно у виглядi (1.16) i (1.19).

Наслiдок 1.1. З теорем 2 i 3 випливають такi твердження:
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1) простори Lap i Ma є множинами початкових значень розв’якiв рiвнян-
ня (1.12) тодi й тiльки тодi, коли цi розв’язки задовольняють умову ( 1.21p)
при p ∈ (1,∞] i при p = 1 вiдповiдно;

2) для зображення розв’якiв рiвняння (1.12) у виглядi (1.16) чи (1.19) з
φ ∈ Lap i µ ∈Ma необхiдно й досить, щоб виконувалась умова ( 1.21p);

3) розв’язки рiвняня (34), для яких виконується умова ( 1.21p) задоволь-
няють початковi умови при t = 0 в сенсi (1.17), (1.18) i (1.20).

Наслiдок 1.2. Нехай Up – клас усiх розв’язкiв рiвняння (1.12), якi нале-
жать до простору Lk(·,a)p i для яких виконується умова ( 1.21p). З теорем 2
i 3 та наслiдку 1 випливає, що класи Up, p ∈ (1,∞], i U1 є множинами зна-
чень операторiв P i P0, визначених формулами (1.14) i (1.15) на вiдповiдно
просторах Lap Ma, причому цi оператори встановлюють вiдповiдно гомеомор-
фiзми Lap ↔ Up i Ma ↔ U1.

Сформульванi тут результати доведенi в [5].
Як видно, ФРЗК для рiвняння (1.1) визначений формулою (1.6) та його

оцiнки (1.8) справджуються для всiх t > 0. Це дозволяє подiбно до дослiджу-
вати властивостi розв’язкiв рiвняння (1.1) на необмежених часових iнтерва-
лах, зокрема встановлювати коректну розв’язнiсть та iнтегральне зображення
розв’язкiв задачi Кошi на часовому iнтервалi (0,∞) i задачi без початкових
умов на iнтервалi (−∞, T ], T ∈ R, а також доводити теореми про стiйкiсть
нульового розв’язку задачi Кошi та теореми типу Лiувiлля.

1.2 Задача Кошi для одного класу вироджених параболiчних
рiвнянь другого порядку зi зростаючими коефiцiєнтами в
групi молодших членiв

Розглядається рiвняння вигляду(
∂t −

n2∑
j=1

x1j∂x2j −
n3∑
j=1

x2j∂x3j −
n1∑
j,l=1

ajl∂x1j∂x1l − b

n1∑
j=1

x1j∂x1j

)
u(t, x) = 0,

t > 0, x ∈ Rn, (1.22)

де ajl i b – дiйснi сталi, причому ajl = alj, {j, l} ⊂ {1, ..., n1}, i виконується умова
параболiчностi

∃ δ > 0 ∀σ1 := (σ11, ..., σ1n1) ∈ Rn1 :

n1∑
j,l=1

ajlσ1jσ1l ≥ δ|σ1|2. (1.23)
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Позначатимемо через Anlnk матрицю (ajs)
nl,nk

j,s=1, {l, k} ⊂ {1, 2, 3}. Умову (1.23)
можна переписати у виглядi

∃ δ > 0 ∀σ1 ∈ Rn1 : (An1n1σ1, σ1) ≥ δ|σ1|2. (1.24)

З цiєї умови, очевидно, випливають також умови

∃ δ > 0 ∀σs ∈ Rns : (Ansnsσs, σs) ≥ δ|σs|2, s ∈ {2, 3}. (1.25)

Умови (1.24) i (1.25) гарантують iснування обернених матрицьA−1
nsns

:= (ajls )
ns
j,l=1,

s ∈ {1, 2, 3}, та сталої δ0 > 0 такої, що

∀σs ∈ Rns : (A−1
nsns

σs, σs) ≥ δ0|σs|2, s ∈ {1, 2, 3}.

Означення 1.3. ФРЗК для рiвняння (1.22) називається функцiя
G(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t, {x, ξ} ⊂ Rn, така, що формула

u(t, x) =

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)φ(ξ) dξ, t > τ, x ∈ Rn,

визначає розв’язок рiвняння (1.22) при t > τ , x ∈ Rn, який задовольняє поча-
ткову умову

u(t, x)

∣∣∣∣
t=τ

= φ(x), x ∈ Rn,

для будь-якого τ ≥ 0 i довiльної неперервної та обмеженої функцiї φ.
Оскiльки коефiцiєнти рiвняння (1.22) не залежать вiд часової змiнної t, то

ФРЗК для цього рiвняння залежить лише вiд рiзницi t− τ , тобто

G(t, x; τ, ξ) = G0(t− τ, x, ξ), 0 ≤ τ < t, {x, ξ} ⊂ Rn. (1.26)

Для функцiї G0 знайдена така формула:

G0(t, x, ξ) = (4π)−n/2(detAn1n1detAn2n2detAn3n3)
−1/2×

×(p(t))−n1/2(q(t))−n2/2(r(t))−n3/2×

× exp
{
− 1

4p(t)

n1∑
j,l=1

ajl1 (e
btx1j − ξ1j)(e

btx1l − ξ1l)−
1

4q(t)

n2∑
j,l=1

ajl2 ×

×
(
x2j − ξ2j + f(t)(x1j + ξ1j)

)(
x2l − ξ2l + f(t)(x1l + ξ1l)

)
−

− 1

4r(t)

n3∑
j,l=1

ajl3

(
x3j − ξ3j +

t

2
(x2j + ξ2j) + g(t)(x1j − ξ1j)

)
×

×
(
x3l − ξ3l +

t

2
(x2l + ξ2l) + g(t)(x1l − ξ1l)

)}
,

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn, (1.27)
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де

p(t) :=
e2bt − 1

2b
, q(t) :=

t

b2
− 2(ebt − 1)

b3(ebt + 1)
,

r(t) :=
t

b4
+

t3

12b2
− t2

b3
ebt + 1

2(ebt − 1)
,

f(t) :=
ebt − 1

b(ebt + 1)
, g(t) :=

1

b2

(tb(ebt + 1)

2(ebt − 1)
− 1
)
.

Виходячи з формул (1.26) i (1.27), встановлено наступнi властивостi ФРЗК
G.

1. Для довiльного T > 0 i будь-яких мультиiндексiв {kl,ml} ⊂ Znl+ , l ∈
{1, 2, 3}, справджуються оцiнки

|∂k1x1∂
k2
x2
∂k3x3∂

m1

ξ1
∂m2

ξ2
∂m3

ξ3
G(t, x; τ, ξ)| ≤ Ck1k2k3m1m2m3

3∏
l=1

(pl(t−τ))−(nl+|kl|+|ml|)/2×

×Ec(t−τ, x, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (1.28)

де Ck1k2k3m1m2m3
i c – додатнi сталi, якi залежать лише вiд коефiцiєнтiв ajl,

b, n1, n2 i n3, а також вiд T тiльки у випадку, коли b > 0;

Ec(t, x, ξ) := exp

{
− c

( |ebtX1(t)− ξ1|2

p1(t)
+

3∑
l=2

|Xl(t)− ξl|2

pl(t)

)}
,

X1(t) := x1, X2(t) := x2 + αb(t)x̂1, X3(t) := x3 + tx′2 +
αb(t)− t

b
x′1,

αb(t) :=


ebt − 1

b
, b ̸= 0,

t, b = 0,

p1(t) :=


e2bt − 1

2b
b ̸= 0,

t, b = 0,
,

p2(t) :=

12
( t

b2
− 2(ebt − 1)

b3(ebt + 1)

)
, b ̸= 0,

t3, b = 0,

p3(t) :=

720
( t

b4
+

t3

12b2
− t2

b3
ebt + 1

2(ebt − 1)

)
, b ̸= 0,

t5, b = 0.
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Зауважимо, що функцiї pl, l ∈ {1, 2, 3}, є монотонно зростаючими i pl(0) =
0, бо lim

t→0+
pl(t) = 0.

2. Справджуються рiвностi∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) dξ = 1, t > τ, x ∈ Rn,

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) dx = e−n1b(t−τ), t > τ, ξ ∈ Rn.

3. Функцiя

G∗(τ, ξ; t, x) := G(t, x; τ, ξ), τ < t, {x, ξ} ⊂ Rn,

є ФРЗК для рiвняння, спряженого з рiвнянням (1.22).

4. Є правильною формула згортки

G(t, x; τ, ξ) =

∫
Rn

G(t, x; γ, z)G(γ, z; τ, ξ) dz, τ < γ < t, {x, ξ} ⊂ Rn.

5. Iснує тiльки один ФРЗК для рiвняння (1.22), який має попереднi вла-
стивостi.

6. Коефiцiєнти ajl рiвняння (1.22) виражаються через ФРЗК G за фор-
мулами

ajl =
1

2
lim
τ→t

1

t− τ

∫
Rn

(ξ1j − eb(t−τ)x1j)(ξ1l − eb(t−τ)x1l)G(t, x; τ, ξ) dξ,

{j, l} ⊂ {1, ..., n1}.

Використовуючи цi властивостi ФРЗК, дослiджуються властивостi вiдпо-
вiдних iнтегралiв Пуассона й на їх основi доводяться теореми про коректну
розв’язнiсть задачi Кошi у випадку, коли початковi данi належать до спецiаль-
них вагових просторiв La⃗p функцiй чи просторiв M a⃗ узагальнених мiр. Сформу-
люємо вiдповiднi теореми, доведенi в [14, 15].

Означимо сiмейства банахових просторiв Lk⃗(t,⃗a)p , t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞], фун-
кцiй, швидко зростаючих з ростом просторових змiнних. Еволюцiя розв’язкiв
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рiвняння (1.22) буде характеризуватися належнiстю їх до цих просторiв. Наве-
демо означення як указаних, так i iнших просторiв, якi далi використовувати-
муться. Для цього введемо такi набори функцiй, визначених для t ∈ [0, T ]:

k⃗(t, a⃗) := (k1(t, a1), k2(t, a2), k3(t, a3)),

k1(t, a1) :=
c0a1e

2bt

c0 − a1p1(t)
, kl(t, al) :=

c0al
c0 − alpl(t)

, l ∈ {2, 3};

s⃗(t) := (s1(t), s2(t), s3(t)),

s⃗l(t) := (sl1(t), . . . , slnl
(t)), l ∈ {1, 2, 3},

s1j(t) := k1(t, a1) + 2θ(n2 − j)(αb(t))
2k2(t, a2) + 4

(αb(t)− t

b

)2
θ(n3 − j)k3(t, a3),

j ∈ Nn1,

s2j(t) := 2k2(t, a2) + 4t2θ(n3 − j)k3(t, a3), j ∈ Nn2,

s3j(t) := 4k3(t, a3), j ∈ Nn3,

де c0 ∈ (0, c), c – стала з оцiнок (1.28), a⃗ := (a1, a2, a3) – набiр таких невiд’ємних
чисел, що pl(T ) < c0/al, l ∈ {1, 2, 3}, θ(τ) = 1 для τ ≥ 0 i θ(τ) = 0 для τ < 0, а
також ваговi функцiї

Φν(t, x) := exp
{
ν

3∑
l=1

kl(t, al)|Xl(t)|2
}
,

Ψν(t, x) := exp
{
ν

3∑
l=1

nl∑
j=1

slj(t) |xlj|2
}
,

(t, x) ∈ Π[0,T ], ν ∈ R,

i норми

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a)p := ∥u(t, ·)Φ−1(t, ·)∥Lp(Rn),

∥u(t, ·)∥s⃗(t)p := ∥u(t, ·)Ψ−1(t, ·)∥Lp(Rn),

t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞].

Зазначимо, що s1j(t) ≥ a1, slj(t) > al, l ∈ {2, 3}, t ∈ [0, T ], тому для φ ∈ La⃗p
маємо

∥φ∥s⃗(t)p ≤ ∥φ∥a⃗p, t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞].

Використовуватимемо такi простори: Lk⃗(t,⃗a)p – простiр вимiрних за Лебегом
функцiй φ : Rn → C зi скiнченною нормою ∥φ∥k⃗(t,⃗a)p , La⃗p := L

k⃗(0,⃗a)
p ; M a⃗ – простiр

20



узагальнених борелiвських мiр µ : B −→ C таких, що

∥µ∥a⃗ :=
∫
Rn

Φ−1(0, x) d|µ|(x) <∞,

де B – σ-алгебра борелiвських множин простору Rn i |µ| – повна варiацiя
µ; L−s⃗(T )

1 – простiр вимiрних функцiй ψ : Rn → C зi скiнченною нормою
∥ψ(·)Ψ1(T, ·)}∥L1(Rn); C

−s⃗(T )
0 – простiр непрервних функцiй ψ : Rn → C таких,

що
|ψ(x)|Ψ1(T, x) −→

|x|→∞
0.

ФРЗК G породжує iнтеграли Пуассона вiдповiдно функцiї φ та узагальне-
ної мiри µ за формулами

u(t, x) =

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)φ(ξ) dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.29)

та
u(t, x) =

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ) dµ(ξ), (t, x) ∈ Π(0,T ]. (1.30)

Теорема 1.4. Для довiльної функцiї φ ∈ La⃗p, p ∈ [1,∞], та узагальненої
мiри µ ∈ M a⃗ формули (1.29) та (1.30) визначають єдинi розв’язки рiвняння
(1.22) в шарi Π(0,T ], якi мають такi властивостi: iснує не залежна вiд φ i µ
стала C > 0 така, що справджуються вiдповiдно нерiвностi

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a)p ≤ C∥φ∥a⃗p, t ∈ (0, T ], (1.31)

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a)1 ≤ C∥µ∥a⃗, t ∈ (0, T ]; (1.32)

при p ∈ [1,∞) виконується спiввiдношення

lim
t→0+

∥u(t, ·)− φ(·)∥s⃗(t)p = 0, (1.33)

a при p = ∞ i для функцiї (1.30) u(t, ·) сл−→
t→0+

φ, u(t, ·) сл−→
t→0+

µ, тобто справджу-
ються спiввiдношення

∀ψ ∈ L
−s⃗(T )
1 : lim

t→0+

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)φ(x)dx, (1.34)

∀ψ ∈ C
−s⃗(T )
0 : lim

t→0+

∫
Rn

ψ(x)u(t, x) dx =

∫
Rn

ψ(x) dµ(x). (1.35)
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Теорема 1.5. Нехай φ ∈ La⃗p, p ∈ [1,∞], i µ ∈ M a⃗. Тодi правильнi такi
твердження:

1) розв’язок u рiвняння (1.22), який задовольняє умови

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] : ∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a)p ≤ C, (1.36)

при 1 ≤ p <∞ виконується спiввiдношення (1.33) i при p = ∞ – спiввiдноше-
ння (1.34), зображується у виглядi (1.29);

2) для розв’язку u рiвняння (1.22), для якого виконується нерiвнiсть
(1.36) з p = 1 i спiввiдношення (1.35), правильне зображення (1.30).

Теорема 1.6. Нехай u – розв’язок рiвняння (1.22) в шарi Π(0,T ], який за-
довольняє умову

∃C > 0 ∃ p ∈ [1,∞] ∀ t ∈ (0, T ] : ∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a)p ≤ C. (1.37)

Тодi при 1 < p ≤ ∞ iснує єдина функцiя φ ∈ La⃗p, а при p = 1 – єдина узагальне-
на мiра µ ∈M a⃗ такi, що розв’язок u зображується вiдповiдно у виглядi (1.29)
i (1.30).

Наслiдки з теорем 1.4 – 1.6.

1) Якщо φ ∈ La⃗p, p ∈ (1,∞], i µ ∈M a⃗, то розв’язки (1.29) i (1.30) при кожному

фiксованому t ∈ (0, T ] належать вiдповiдно до просторiв Lk⃗(t,⃗a)p i Lk⃗(t,⃗a)1 .

2) Простори La⃗p, p ∈ (1,∞], i M a⃗ є множинами початкових значень розв’язкiв
рiвняння (1.22) тодi й тiльки тодi, коли розв’язки задовольняють умову
(1.37) вiдповiдно з p ∈ (1,∞] i p = 1. Ця умова є необхiдною i достатньою
для зображення розв’язку у виглядi (1.29) i (1.30).

3) Задача про знаходження умов на визначенi в областi розв’язки рiвнян-
ня, якi гарантують iснування граничних значень цих розв’язкiв на межi
областi, є важливою класичною задачею теорiї аналiтичних i гармонiчних
функцiй. Тут ця задача розв’язана для розв’язкiв рiвняння (1.22), якi ви-
значенi в шарi Π(0,T ] i належать для кожного t ∈ (0, T ] до вагових просторiв

L
k⃗(t,⃗a)
p . Цим самим для рiвняння (1.22) реалiзовано описаний в [32, 34] пiд-

хiд С. Д. Ейдельмана та С. Д. Iвасишена, який дає можливiсть отримува-
ти точнi результати про коректну розв’язнiсть та iнтегральне зображення
розв’язкiв задачi Кошi, при цьому повнiстю охарактеризувати вiдповiднi
класи розв’язкiв.

Аналогiчнi результати отриманi в [1] для двох груп змiнних виродження.
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1.3 Властивостi розв’язкiв деяких ультрапараболiчних рiвнянь типу
Колмогорова на необмежених часових iнтервалах

Розглянемо рiвняння вигляду

(Lu)(t, x) := (∂t −
n2∑
j=1

x1j∂x2j −
n3∑
j=1

x2j∂x3j −A(∂x1))u(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Rn+1. (1.38)

Тут

A(∂x1) :=

n1∑
j,k=1

ajk∂x1j∂x1k +

n1∑
j=1

aj∂x1j + a0, (1.39)

де ajk, aj i a0 – заданi дiйснi числа, причому ajk = akj, {j, k} ⊂ {1, . . . , n1}, i
виконується умова параболiчностi

∃ δ > 0 ∀σ1 ∈ Rn1 :

n1∑
j,k=1

ajkσ1jσ1k ≥ δ|σ1|2. (1.40)

Як i для рiвняння (1.22) умова (1.40) гарантує iснування обернених ма-
триць A−1

nsns
:= (ajls )

ns
j,l=1, s ∈ {1, 2, 3}, та сталої δ0 > 0 такої, що

∀σs ∈ Rns : (A−1
nsns

σs, σs) ≥ δ0|σs|2, s ∈ {1, 2, 3}.

Рiвняння (1.38), для якого виконується припущення (1.40), є ультрапара-
болiчним рiвнянням типу Колмогорова [32]. Для випадку, коли n1 = n2 = n3,
воно є рiвнянням Сонiна зi сталими коефiцiєнтами в диференцiальному виразi
(1.39).

Зазначимо, що замiна

u(t, (x1 − at, x2, x3)) e
−a0t = u0(t, x), (t, x) ∈ Rn+1,

де a := (a1, . . . , an1), зводить рiвняння (1.38) для функцiї u до такого рiвняння
для функцiї u0:

(∂t −
n2∑
j=1

x1j∂x2j −
n3∑
j=1

x2j∂x3j −
n1∑

j,k=1

ajk∂x1j∂x1k)u0(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Rn+1. (1.41)

Означення 1.4. ФРЗК для рiвняння (1.22) називається функцiя
G(t, x; τ, ξ), t > τ , {x, ξ} ⊂ Rn, така, що формула

u(t, x) =

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)φ(ξ) dξ, t > τ, x ∈ Rn,
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визначає розв’язок рiвняння (1.38) при t > τ , x ∈ Rn, який задовольняє поча-
ткову умову

u(t, x)

∣∣∣∣
t=τ

= φ(x), x ∈ Rn,

для будь-якого числа τ ∈ R i довiльної гладкої та фiнiтної функцiї φ.
Оскiльки коефiцiєнти рiвняння (1.38) не залежать вiд t, то його ФРЗК G,

як функцiя t i τ , залежить лише вiд t− τ . Маємо

G(t, x; τ, ξ) = ea0(t−τ)G0(t− τ, (x1 + a(t− τ), x2, x3), ξ),

t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, (1.42)

де G0(t− τ, x, ξ), t > τ , {x, ξ} ⊂ Rn, – ФРЗК для рiвняння (1.38).
Для функцiї G знайдено такi формули:

G(t, x; τ, ξ) =M0(t− τ)−M exp{−ρ(t− τ, x, ξ) + a0(t− τ)},
t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, (1.43)

де

M0 := 2−n13n2/2180n3/2π−n/2(detAn1n1 detAn2n2 detAn3n3)
−1/2,

ρ(t, x, ξ) :=
1

4t

n1∑
j,k=1

ajk1 (x1j + ajt− ξ1j)(x1k + akt− ξ1k)−
3

t3
×

×
n2∑

j,k=1

ajk2

(
x2j +

t

2
(x1j + ajt+ ξ1j)− ξ2j

)(
x2k +

t

2
(x1k + akt+ ξ1k)− ξ2k

)
−

−180

t5

n3∑
j,k=1

ajk3

(
x3j +

t

2
(x2j + ξ2j) +

t2

12
(x1j + ajt− ξ1j)− ξ3j

)
×

×
(
x3k +

t

2
(x2k + ξ2k) +

t2

12
(x1k + akt− ξ1k)− ξ3k

)
.

Виходячи з формул (1.43), встановлено наступно такi оцiнки:

|∂αx ∂
β
ξG(t, x; τ, ξ)| ≤ Cαβ(t− τ)−M−Mαβ exp{λ(t− τ)}Ec(t− τ, x, ξ),

t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, (1.44)

де α := (α1, α2, α3) i β := (β1, β2, β3), {αl, βl} ⊂ Znl+ , l ∈ {1, . . . , nl}, – довiльнi
n-вимiрнi мультиiндекси, Cαβ i c – додатнi сталi, λ := a0 + 2c1|a|2, Mαβ :=
[|α1|+ |β1|+ 3(|α2|+ |β2|) + 5(|α3|+ |β3|)]/2, |αl| := αl1 + · · ·+ αlnl, якщо αl :=
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(αl1, . . . , αlnl),

Ec(t, x, ξ) := exp{−c
3∑
l=1

t1−2l|Xl(t)− ξl|2},

X1(t) := x1, X2(t) := x2 + tx̂1, X3(t) := x3 + tx′2 + 2−1t2x′1.

Наведемо теореми, доведенi в [20], про iнтегральнi зображення розв’язкiв
вiдповiдного (1.43) неоднорiдного рiвняння

Lu = f, (1.45)

якi визначенi в областях Π[0,∞) i Π(−∞,T ], де T ∈ R.
Розглянемо спочатку випадок областi Π[0,∞). Для будь-яких t ≥ 0, p ∈

[1,∞] i η := (η1, η2, η3), де ηl ≥ 0, l ∈ {1, 2, 3}, означимо ваговi норми

∥u(t, · ) ∥p, η := ∥u(t, ·)Φη(t, · )∥Lp(Rn), (1.46)

де

Φη(t, x) := exp

{
−

3∑
l=1

ηl|Xl(t)|
}
, x ∈ Rn.

Теорема 1.7. Нехай u – розв’язок рiвняння (1.45) в областi Π[0,∞), який
задовольняє при заданих p i η такi умови:

1) ∀ T0 > 0 ∃C > 0 ∀ t ∈ [0, T0] : ∥u(t, ·) ∥p,η ≤ C;
2) функцiя f в Π[0,∞) неперервна, задовольняє локальну умову Гельдера

за x i для кожного t ≥ 0 є скiнченними величини ∥ f(t, ·) ∥p,η i Fp,η(t) :=
t∫
0

e−λτ ∥ f(τ, ·) ∥p,η dτ.

Тодi є правильними зображення

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ +

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)u(0, ξ) dξ.

для будь-якої точки (t, x) ∈ Π[0,∞) та оцiнка

∥u(t, ·) ∥p,η ≤ CΛη(t)(Fp,η(t) + ∥u(0, ·) ∥p,η), t ≥ 0,

де
Λη(t) := exp

{
λt+

1

c0

(
η21t+

3

2
η22t

3 + η23t
5
)}
,

λ – стала з оцiнок (1.44).
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Перейдемо до випадку областi Π(−∞,T ]. Розглянемо набiр функцiй
−→
k (t) := (k1(t, a1), k2(t, a2), k3(t, a3)),

kl(t, al) := c0al(c0 − alt
2l−1)−1, l ∈ {1, 2, 3}, t ≤ T,

де al, l ∈ {1, 2, 3}, – невiд’ємнi числа такi, що T < min
l∈{1,2,3}

(c0/al)
1/(2l−1), a також

вагову функцiю

Ψν(t, x) := exp{ν
3∑
l=1

kl(t, al)|Xl(t)|2}, (t, x) ∈ Π(−∞,T ], ν ∈ R.

Для p ∈ [1,∞] i t ≤ T означимо норму

∥u(t, ·) ∥
−→
k (t)
p := ∥u(t, ·)Ψ−1(t, ·) ∥Lp(Rn).

Теорема 1.8. Нехай u – розв’язок рiвняння (24) в Π(−∞,T ], який для де-
якого p ∈ [1,∞] задовольняє такi умови:

1) ∀ t0 ≤ T ∃C > 0 ∀ t ∈ [t0, T ] : ∥u(t, ·) ∥
−→
k (t)
p ≤ C,

причому e−λt∥u(t, ·) ∥
−→
k (t)
p → 0 при t→ −∞;

2) функцiя f неперервна i задовольняє локальну умову Гельдера за x в
Π(−∞,T ], а також для кожного t ≤ T є скiнченними величини ∥ f(t, ·) ∥

−→
k (t)
p i

Fp(t) :=

t∫
−∞

e−λτ∥ f(τ, ·) ∥
−→
k (τ)
p dτ.

Тодi є правильними зображення

u(t, x) =

t∫
−∞

dτ

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ, (t, x) ∈ Π(−∞,T ],

та оцiнка
∥u(t, ·) ∥

−→
k (t)
p ≤ CeλtFp(t), t ≤ T.

Зауваження. З теорем 1.7 i 1.8 та результатiв з [32] для випадку обмеже-
них часових iнтервалiв випливають теореми про коректну розв’язнiсть у вiдпо-
вiдних класах функцiй задачi Кошi в областi Π[0,∞) та задачi без початкових
умов для рiвняння (1.45).

Наслiдком теореми 1.7 є наступна теорема про стiйкiсть нульового розв’яз-
ку однорiдного рiвняння (1.38).
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Для вимiрної функцiї u : Π[0,∞) → R означимо норми

∥u ∥g(·)p,η := sup
t≥0

(g(t) ∥u(t, ·) ∥p,η),

де ∥u(t, ·) ∥p,η – норма (1.46), а g : [0,∞) → (0,∞) – деяка неперервна функцiя.

Означення 1.5. Нульовий розв’язок рiвняння (1) називатимемо Eg
p,η-

стiйким, якщо для довiльного ε > 0 iснує таке δ > 0, що для будь-якого
розв’язку u цього рiвняння, який задовольняє умову 1) теореми 1 та умову
∥u(0, ·) ∥p,η < δ, справджується нерiвнiсть ∥u ∥g(·)p,η < ε.

Теорема 1.9. Нульовий розв’язок рiвняння (1) є Eg
p,η-стiйким з довiль-

ним p ∈ [1,∞] i ηl ≥ 0, l ∈ {1, 2, 3}, та функцiєю g(t) = (Λη(t))
−1, t ≥ 0.

Для розв’язкiв рiвняння (1.38), визначених у Π(−∞,T ], є правильними тео-
реми типу Лiувiлля. Наведемо деякi з них.

Теорема 1.10. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1.38) такi, що для його
ФРЗК справджуються оцiнки (1.44) з λ = 0. Якщо u – розв’язок рiвняння
(1.38), який задовольняє умову

∃C > 0 ∃ βl ≥ 0, l ∈ {1, 2, 3}, ∀(t, x) ∈ Π(−∞,T ] : |u(t, x)| ≤ C
3∏
l=1

(1 + |xl|)βl,

то u, як функцiя xl, є многочленом степеня, не вищого нiж цiла частина [βl]
числа βl.

Теорема 1.11. Розв’язок рiвняння (1.38), який визначений в областi
Π(−∞,T ] i задовольняє умову 1) теореми 1.8, є нульовим.
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2 ДОСЛIДЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ ВИРОДЖЕНИХ
ЕВОЛЮЦIЙНИХ РIВНЯНЬ ТА СИСТЕМ

У цьому роздiлi наведено результати дослiдження нових класiв па-
раболiчних систем типу Шилова та вироджених параболiчних систем рiвнянь
типу Колмогорова векторного порядку.

У 1955 р. Г. Є. Шилов [35] дав нове означення параболiчної системи, яке
узагальнює поняття параболiчностi за I. Г. Петровським i приводить до iстотно-
го розширення класу Петровського систем першого порядку за часовою змiнною
iз сталими коефiцiєнтами.

Дослiдженням задачi Кошi для параболiчних за Шиловим систем займа-
лись Г. Є. Шилов, I. М. Гельфанд, К. I. Бабенко, Б. Л. Гуревич, Г. М. Золо-
тарьов, Я. I. Житомирський, С. Д. Ейдельман, Ф. О. Порпер, С. Д. Iвасишен,
В. В. Городецький та iншi науковцi [36-39, 40, 42, 44]. При цьому основна ува-
га придiлялася системам iз сталими коефiцiєнтами. Це пояснюється тим, що
параболiчнi системи Г. Є. Шилова, взагалi кажучи, не є стiйкими у сенсi па-
раболiчностi до змiни коефiцiєнтiв, навiть тих, що знаходяться при нульовiй
похiднiй [45].

Дослiдження нових класiв параболiчних систем Шилова здiйснено у п. 2.1.
У працях [46-59] означено новий клас параболiчно стiйких систем рiвнянь iз
частинними похiдними до змiни своїх (молодших) коефiцiєнтiв. Наведено при-
клади елементiв цього класу та дослiджено його зв’язок з вiдомими класами
параболiчних систем рiвнянь iз частинними похiдними. Побудовано та дослi-
джено фундаментальну матрицю розв’язкiв задачi Кошi для параболiчних за
Шиловим систем рiвнянь iз залежними вiд часу коефiцiєнтами та систем рiв-
нянь iз означеного класу. Встановлено коректну розв’язнiсть задачi Кошi для
систем рiвнянь iз означеного класу у випадку, коли початковi данi є узагаль-
неними функцiями типу розподiлiв I. М. Гельфанда i Г. Є. Шилова. Одержано
форму зображення розв’язку через початкову вектор-функцiю та фундамен-
тальну матрицю розв’язкiв задачi Кошi.

При моделюваннi броунiвського руху фiзичної системи, А.М. Колмогоров
прийшов до ультрапараболiчного рiвняння вiдносно щiльностi ймовiрностi мо-
жливих значень координат системи та їх похiдних за часом [33]. Це рiвняння
має також важливе значення при дослiдженнi теплових i дифузiйних процесiв
з iнерцiєю в однорiдному середовищi.

Це послужило поштовхом до зародження теорiї вироджених параболiчних
рiвнянь типу Колмогорова, в розвитку якої взяло участь багато як вiтчизняних,
так i зарубiжних математикiв (див. [32] i наведену там лiтературу).
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Першою працею, присвяченою дослiдженню систем таких рiвнянь, є [61],
в якiй вивчається питання побудови та дослiдження фундаментальної матрицi
розв’язкiв задачi Кошi (ФМРЗК) для систем вигляду

(∂t − x∂y)uj(t;x, y) =
m∑
l=1

2b∑
k=0

ajlk (t)∂
k
xul(t;x, y), t ∈ (0;T ],

{x, y} ⊂ (−∞;∞), j ∈ Nm.

Дослiдження властивостей ФМРЗК проводилося засобами класичної теорiї па-
раболiчних за Петровським систем рiвнянь з частинними похiдними з неперерв-
ними за t i незалежними вiд просторової змiнної коефiцiєнтами. Варто зазна-
чити, що наявнiсть виродження параболiчностi в такiй системi призводить до
того, що коефiцiєнти старших членiв вiдповiдної двоїстої за Фур’є системи на
характеристиках вже не володiють необхiдною властивiстю рiвномiрної непе-
рервностi за t вiдносно просторової змiнної. Тому застосування цiєї методики
дослiдження у випадку, коли розмiрнiсть змiнної x бiльше за одиницю, пов’я-
зане зi суттєвими труднощами.

Побудова ФМРЗК для вироджених систем рiвнянь типу Колмогорова ви-
вчається у п. 2.2. У працях [62 – 72] означено новий клас вироджених пара-
болiчних систем рiвнянь типу Колмогорова векторного порядка, який мiстить
системи, що розглядалися в [61], i охоплює класи E0

21−E0
23 однорiдних виродже-

них параболiчних рiвнянь типу Колмогорова вищих порядкiв з коефiцiєнтами,
незалежними вiд просторової змiнної, означених у [32]. Для таких систем побу-
довано ФМРЗК, дослiджено її якiснi властивостi гладкостi та поведiнки в околi
нескiнченно вiддалених просторових точок.

Результати цього роздiлу одержанi I. М. Довжицькою та О. Б. Васько су-
мiсно з професором В. А. Лiтовченком.

Наведемо позначення та скорочення, використанi в даному роздiлi:
ФМРЗК – фундаментальна матриця розв’язкiв задачi Кошi;
PSh∞µ≥0 – клас параболiчних типу Г. Є. Шилова систем iз змiнними коефiцiєн-
тами та невiд’ємним родом;
∂kx = ∂k1+···+kn

∂x
k1
1 ...∂xknn

– оператор диференцiювання, k := (k1; . . . ; kn);

S – простiр Л. Шварца нескiнченно диференцiйовних швидкоспадних функцiй,
визначених на Rn;
SEt−→

2b
– клас вироджених параболiчних систем рiвнянь типу Колмогорова ве-

кторного порядку iз коефiцiєнтами, залежними лише вiд часової змiнної;
zl := zl11 . . . z

lm
m , |z|l := |z1|l1 . . . |zm|lm при z = (z1; ...; zm) i l := (l1; . . . ; lm);

k ∈ Zn+ ⇐⇒ k = (k1; k2; k3), kj ∈ Znj+ , j ∈ {1, 2, 3};
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x ∈ Cn ⇐⇒ x = (x1;x2;x3);
x′j := (xj1; ...;xjn3

);
x′′j := (xj(n3+1); ...;xjn2

);
x′′′1 := (x1(n2+1); ...;x1n1);
x̂1 := (x11; ...;x1n2);
x̃ := (x′′′1 ; x

′′
2;x3) ∈ Cn1;

x̌ := (x′2;x
′′
2;x3) ∈ Cn−n1;

−→
2b = (2b1; . . . ; 2bn1) – вектор з парними натуральними координатами;
−→α ∗ :=

(−→
1 −−→

1 /
−→
2b,

̂(−→
1 −−→

1 /
−→
2b
)
,
(−→
1 −−→

1 /
−→
2b
)′) ∈ Rn;

−→
β ∗ :=

−→
1 −−→α ∗ ≡

(−→
1 /

−→
2b,

−̂→
1 /

−→
2b,

−→
1 /

−→
2b′
)
∈ Rn;

Πm
M := {(t; ξ)| t ∈M, ξ ∈ Rm};

Sα, Sα, S−→α , S
−→
β , S

−→
β
−→α – простори типу S Гельфанда I. М. i Шилова Г. Є.

2.1 Дослiдження нових класiв параболiчних систем типу Шилова

2.1.1 Побудова та дослiдження фундаментальної матрицi розв’язкiв
задачi Кошi для параболiчних систем типу Шилова

Цiкавий пiдхiд до розширення класу Шилова тими системами, якi б збе-
рiгали параболiчнiсть за Шиловим при змiнi молодших коефiцiєнтiв, запропо-
нував Житомирський Я. I. [46]. Його iдея полягає в розглядi систем рiвнянь iз
частинними похiдними, для яких матричний диференцiальний вираз стосовно
просторової змiнної допускає зображення у виглядi суми двох доданкiв, один iз
яких є параболiчним за Шиловим матричним диференцiальним виразом iз ста-
лими коефiцiєнтами (головна частина системи), а iнший доданок - це диферен-
цiальний вираз iз молодшими похiдними, коефiцiєнти якого також не залежать
вiд часу, але можуть залежати вже вiд просторової змiнної. Житомирський
запропонував такi системи називати системами, параболiчними типу Шилова.
Для таких систем методом послiдовних наближень Житомирський встановив
iснування розв’язку задачi Кошi у випадку, коли початковi данi є гладкими
обмеженими функцiями та довiв єдинiсть цього розв’язку у класi обмежених
функцiй [46].

Розвиваючи iдею Я. I. Житомирського, у [48] Лiтовченком В. А. означено
новий клас PSh∞µ≥0 параболiчних систем типу Г. Є. Шилова з невiд’ємним ро-
дом i коефiцiєнтами, залежними вiд часової та просторової змiнних. Цей клас
одночасно охоплює та iстотно розширює класи параболiчних за Г. Є. Шило-
вим систем рiвнянь iз невiд’ємним родом та параболiчних за I. Г. Петровським
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лiнiйних систем рiвнянь першого порядку стосовно часової змiнної з обмежени-
ми гладкими змiнними коефiцiєнтами, коефiцiєнти групи старших членiв яких
можуть залежати лише вiд t.

Розглядається система диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними
порядку p на множинi Π(0;T ]

∂tuj(t;x) =
m∑
l=1

{P lj
0 (t; i∂x) + P lj

1 (t, x; i∂x)}ul(t;x), j ∈ Nm, (2.1)

де

P lj
0 (t; i∂x) :=

∑
|k|+≤p

alj0,k(t)i
|k|+∂kx, P lj

1 (t, x; i∂x) :=
∑

|k|+≤p1

alj1,k(t; x)i
|k|+∂kx

– елементи вiдповiдних матричних диференцiальних виразiв P0(t; i∂x) i P1(t, x; i∂x),
причому система

∂tuj(t;x) =
m∑
l=1

P lj
0 (t; i∂x)ul(t;x), j ∈ Nm, (t;x) ∈ Π(0;T ], (2.2)

є параболiчною за Г. Є. Шиловим у шарi Π(0;T ] з показником параболiчностi h,
0 < h ≤ p, зведеним порядком p0 та невiд’ємним родом µ.

Для системи (2.1) припускається виконання ще таких умов:
А) 0 ≤ p1 < γ∗ := h−n(1−hµ/p0)−(m−1)(p−h), 0 ≤ µ ≤ 1,

у випадку γ∗ ≤ 0 матричний диференцiальний вираз P1(t, x; i∂x) ≡ 0;
B) коефiцiєнти alj0,k(t), a

lj
1,k(t;x) є неперервними за змiнною t, нескiнчен-

но диференцiйовними за змiнною x i обмеженими разом iз своїми похiдними
комплекснозначними функцiями в шарi Π[0;T ].

Означення 2.1. Cистему (2.1), для якої виконуються умови А та В,
називатимемо параболiчною типу Г. Є. Шилова системою iз змiнними кое-
фiцiєнтами та невiд’ємним родом.

Позначатимемо сукупнiсть усiх таких систем PSh∞µ≥0. При цьому, поряд-
ком p, зведеним порядком p0, показником параболiчностi h та родом µ системи
iз цього класу називатимемо вiдповiдно p, p0, h i µ вiдповiдної системи (2.2),
а матричнi диференцiальнi вирази P0(t; i∂x) i P1(t, x; i∂x) – групами старших i
молодших її членiв.

Приклади рiвнянь iз цього класу, якi не є параболiчними за Г. Є. Шиловим
i не параболiчнi за I. Г. Петровським, наведено в [48, 49]. Тут також дослiдже-
но зв’язок класу PSh∞µ≥0 з вiдомими класами параболiчних систем рiвнянь iз
частинними похiдними, а саме, встановлено, що: а) клас рiвномiрно параболi-
чних за I. Г. Петровським лiнiйних систем першого порядку стосовно змiнної t
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зi змiнними коефiцiєнтами, старшi з яких можуть залежати лише вiд t, мiсти-
ться у класi PSh∞1 параболiчних систем типу Г. Є. Шилова; б) сукупнiсть усiх
параболiчних за Г. Є. Шиловим систем iз µ ≥ 0 мiститься у класi PSh∞µ≥0.

Означення 2.2. ФМРЗК для системи (2.1) називається функцiональна
матриця Z(t, x; τ, ξ) розмiрностi m × m, визначена для всiх (t;x) ∈ Π(τ ;T ] i
залежна вiд параметричної точки (τ ; ξ) ∈ Π[0;T ) така, що:

1) Z як функцiя (t;x) задовольняє систему (2.1) в шарi Π(τ ;T ], τ ∈ [0;T );
2) виконується граничне спiввiдношення

Z(t, x; τ, ·) −→
t→τ+0

δ(· − x)E

у розумiннi слабкої збiжностi в просторi S ′ розподiлiв Л. Шварца (тут E –
одинична матриця порядку m, a δ(·) – дельта-функцiя Дiрака).

Наступнi двi леми стосуються властивостей ФМРЗКG(t, τ ;x−ξ), (t, τ ;x, ξ) ∈
Π2
T для параболiчної за Г. Є. Шиловим системи (2.2) iз залежними вiд часу ко-

ефiцiєнтами та побудовано ФМРЗК для систем iз класу PSh∞µ≥0.
Лема 2.1. Нехай система (2.2) є параболiчною за Г. Є. Шиловим, тодi

∃{c, B, δ} ⊂ (0;+∞) ∀k ∈ Zn+ ∀τ ∈ [0;T ) ∀t ∈ (τ ;T ] ∀x ∈ Rn :

|∂kxG(t, τ ;x)| ≤ c(t− τ)−
n+|k|++γ

h B|k|+|k|
1
h |k|+
+ e−δ

(
∥x∥

(t−τ)α

) 1
1−α

(тут γ := (m− 1)(p− h) i α := µ/p0).
Лема 2.2. ФМРЗК G(t, τ ;x) параболiчної за Г. Є. Шиловим системи (2.2)

є диференцiйовною за кожною змiнною t, τ при 0 ≤ τ < t ≤ T i x ∈ Rn,
причому

∂βG(t, τ ;x) = (−1)lF−1[P0(β, ξ)Θ
t
τ(ξ)](t, τ ; x), β ∈ {t; τ},

або, що те саме, що

∂βG(t, τ ; x) = (−1)lP0(β, i∂x)G(t, τ ;x), β ∈ {t; τ},

(тут l = 2 при β = t i l = 1, якщо β = τ , а F−1[·] – обернене перетворення
Фур’є).

Зазначимо, що ФМРЗК для системи (2.1) шукається згiдно з класичним
методом Левi у виглядi

Z(t, x; τ, ξ) = G(t, τ ; x− ξ) +

t∫
τ

dβ

∫
Rn

G(t, β;x− y)Φ(β, y; τ, ξ)dy ≡

≡ G(t, τ ;x− ξ) +W (t, x; τ, ξ), (2.3)
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де Φ – деяка функцiональна матриця розмiрностi m×m, така, що матриця Z є
розв’язком системи (2.1). Для знаходження Φ одержано iнтегральне рiвняння

Φ(t, x; τ, ξ) = K(t, x; τ, ξ) +

t∫
τ

dβ

∫
Rn

K(t, x; β, y)Φ(β, y; τ, ξ)dy, (2.4)

в якому

K(t, x; τ, ξ) := P1(t, x; i∂x)G(t, τ ;x− ξ), P1(t, x; i∂x) :=
(
P lj
1 (t, x; i∂x)

)m
l,j=1

.

Формальним розв’язком рiвняння (2.4) є такий матричний ряд:

Φ(t, x; τ, ξ) =
∞∑
l=1

Kl(t, x; τ, ξ), (2.5)

де K1 = K, а

Kl(t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dβ

∫
Rn

K1(t, x; β, y)Kl−1(β, y; τ, ξ)dy, l > 1.

Лема 2.3. Для всiх {x, ξ} ⊂ Rn, t ∈ (τ ;T ] i τ ∈ [0;T ) матричний функцiо-
нальний ряд (2.5) є абсолютно збiжним рядом, для суми якого виконується
нерiвнiсть

|Φ(t, x; τ, ξ)| ≤ c0(t− τ)α0−(1+αn)e−δ∗
(

∥x−ξ∥
(t−τ)α

) 1
1−α

з додатними оцiночними сталими c0 i δ∗, не залежними вiд t, x, τ i ξ.
Зазначимо, що матрична функцiя Z(t, x; τ, ξ) коректно визначена форму-

лою (2.3) на всiй множинi Π2
T .

Лема 2.4. Матрична функцiя Φ(t, x; τ, ξ) на множинi Π2
T є нескiнчен-

но диференцiйовною функцiєю за кожною iз просторових змiнних x i ξ, для
похiдних якої виконуються такi оцiнки:∣∣∂rξ∂qxΦ(t, x; τ, ξ)∣∣ ≤ c1(t− τ)α0−(1+αn+

|r+q|+
h )e−δ∗

(
∥x−ξ∥
(t−τ)α

) 1
1−α

,

∣∣∂rξΦ(t, η + ξ; τ, ξ)
∣∣ ≤ c2(t− τ)α0−(1+αn)e−δ∗

(
∥η∥

(t−τ)α

) 1
1−α

,

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, η, ξ} ⊂ Rn (тут {r, q} ⊂ Zn+, a оцiночнi сталi c1, c2 i δ∗ не
залежать вiд t, τ, x, ξ та η).

Сформулюємо основнi результати, що стосуються ФМРЗК для системи
(2.1).
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Теорема 2.1. Матрична функцiя Z(t, x; τ, ξ) є нескiнченно диференцiйов-
ною функцiєю за кожною iз просторових змiнних x i ξ на множинi Π2

T , при-
чому

∃δ > 0∀{r, q} ⊂ Zn+ ∃c > 0 ∀(t, x; τ, ξ) ∈ Π2
T :

|∂rξ∂qxZ(t, x; τ, ξ)| ≤ c(t− τ)−
n+|r+q|++γ

h e−δ
(

∥x−ξ∥
(t−τ)α

) 1
1−α

;

|∂kξZ(t, x+ ξ; τ, ξ)| ≤ ck(t− τ)βk−
n+γ
h e

−δ1

(
∥x∥

(t−τ)α

) 1
1−α

,

k ∈ Zn+, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, де

βk :=

{
0, k = 0,
α0, k ̸= 0,

α0 := 1 + αn− n+ p1 + γ

h
,

де оцiночнi сталi не залежать вiд t, τ , x i ξ, а δ i δ1 – ще й вiд k.
Дослiдження властивостей функцiї Z(t, x; τ, ξ) стосовно змiнних t i τ ґрун-

тується на наступних допомiжних твердженнях.
Лема 2.5. Матрична функцiя Φ(β, x; τ, ξ) є неперервною функцiєю за

змiнною β на промiжку (τ ;T ] при кожному фiксованому τ ∈ [0;T ), x ∈ Rn i
ξ ∈ Rn, причому

|Φ(β +∆, x; τ, ξ)− Φ(β, x; τ, ξ)| ≤

≤ max{|∆|, |∆|α0}c0(β − τ)α0−(1+αn+ p
h )e

−δ0

(
∥x−ξ∥
(β−τ)α

) 1
1−α

,

при 0 < |∆| < (β − τ), тут сталi c0 i δ0 не залежать вiд ∆, β, τ , x i ξ.
Лема 2.6. Матрична функцiя

Ṽβ(t, x; τ, ξ) =

∫
Rn

G(t, β;x− y)Φ(β, y; τ, ξ)dy,

0 ≤ τ < β < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, є неперервно диференцiйовною за змiнною
t на промiжку (β;T ], β > τ , i неперервною за змiнною β на iнтервалi (τ ; t),
причому

lim
β→t−0

Ṽβ(t, x; τ, ξ) = Φ(t, x; τ, ξ), (t, x; τ, ξ) ∈ Π2
T .

Лема 2.7. Об’ємний потенцiал W є диференцiйовною матричною фун-
кцiєю за змiнною t на (τ ;T ] такою, що

∂tW (t, x; τ, ξ) = Φ(t, x; τ, ξ) +

t∫
τ

dβ

∫
Rn

∂tG(t, β;x− y)Φ(β, y; τ, ξ)dy,
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(t, x; τ, ξ) ∈ Π2
T .

Правильна наступна теорема.
Теорема 2.2. Для кожного елемента φ ∈ S виконується граничне спiв-

вiдношення

< Z(t, x; τ, ·), φ(·) > −→
t→τ+0

φ(x) , 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn,

де < (glj(·))ml,j=1, col(φ1(·); ...;φm(·)) >:=

:= col
( m∑
j=1

< g1j(·), φj(·) >; ...;
m∑
j=1

< gmj(·), φj(·) >
)
, S – декартiв степiнь

з показником m простору S.
Основний результат сформульовано у виглядi такого твердження.
Теорема 2.3. Нехай виконуються умови А) i В), тодi матрична функцiя

Z, яка визначається рiвнiстю (2.3), є ФМРЗК для системи (2.1).

2.1.2 Коректна розв’язнiсть та властивостi розв’язкiв задачi Кошi для
параболiчних систем типу Шилова

Одержанi властивостi ФМРЗК системи (2.1) гарантують належнiсть сто-
совно кожної просторової змiнної елементiв цiєї матрицi до вiдповiдного просто-
ру типу S Гельфанда I. М. i Шилова Г. Є. i, цим самим, дозволили використати
простори типу S у якостi середовища дослiдження задачi Кошi для систем з
означеного класу PSh∞µ≥0.

Для системи (2.1) задається початкова умова

u(t; ·)|t=0 = f, f ∈ S′1−α, (2.6)

яка розумiється як слабка збiжнiсть у просторi S ′
1−α, тобто

∀φ ∈ S1−α : ⟨u(t; ·), φ(·)E⟩ −→
t→+0

⟨f, φ(·)E⟩.

Означення 2.3. Розв’язком задачi Кошi (2.1), (2.6) називатимемо дифе-
ренцiйовну за змiнною t i нескiнченно диференцiйовну за змiнною x на множи-
нi Π(0;T ] вектор-функцiю u(t;x), що задовольняє систему (2.1) у звичайному
розумiннi, а початкову умову (2.6) – у сенсi слабкої збiжностi в просторi
S ′
1−α.

Наведемо властивостi фундаментальної матрицi розв’язкiв у просторах ти-
пу S.

Теорема 2.4. Mатрична функцiя Z(t, x; 0, ·) як абстрактна функцiя па-
раметра:

1) t з (0;T ] у класi P(S1−α) (при фiксованому x ∈ Rn), диференцiйовна за
змiнною t;
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2) x з Rn у класi P(S1−α) (при фiксованому t ∈ (0;T ]), нескiнченно дифе-
ренцiйовна за змiнною x.

У роботi [50] встановлено коректну розв’язнiсть задачi Кошi для систем
iз класу PSh∞µ≥0 iз узагальненими початковими даними типу розподiлiв I. М.
Гельфанда i Г. Є. Шилова, тобто обґрунтовано iснування, єдинiсть i неперерв-
ну залежнiсть вiд початкових даних звичайного розв’язку u(t; x) задачi Кошi,
його диференцiйовнiсть за змiнною t i нескiнченну диференцiйовнiсть за просто-
ровою змiнною x, а також одержано форму зображення цього розв’язку через
початкову вектор-функцiю та ФМРЗК.

Теорема 2.5. Задача Кошi (2.1), (2.6) коректно розв’язна у класi поча-
ткових даних S′1−α. Її розв’язок є звичайною вектор–функцiєю, диференцiйов-
ною за змiнною t, нескiнченно диференцiйовною за x i зображується форму-
лою

u(t;x) = ⟨f, Z(t, x; 0, ·)⟩, (t; x) ∈ Π(0;T ], f ∈ S′1−α.

Уведено клас Ŝ ′ усiх узагальнених функцiй f з S ′
1−α такий, що

F [Ŝ ′] =

{
F [f ](·) ∈ C∞(Rn)| ∀k ∈ Zn+ ∃γk ≥ 0 ∃ck > 0∀σ ∈ Rn :

|∂kσF [f ](σ)| ≤ ck(1 + ∥σ∥)γk
}

(тут величини γk i ck можуть залежати вiд функцiї F [f ](·)).
Через Ŝ ′

β позначено клас Ŝ ′ у випадку, коли iснує таке β > 0, що кожна
оцiночна величина ck має вигляд

ck = cB|k|+|k|β|k|++

з вiдповiдними додатними сталими c i B, не залежними вiд k, i при цьому також
не залежить вiд k величина γk ≡ γ0.

Лема 2.8. Кожен елемент класу Ŝ ′ є згортувачем у просторi S. Якщо
ж f ∈ Ŝ ′

β, β > 0, то f – згортувач у Sβ.
Теорема 2.6. Нехай початкова вектор-функцiя f є елементом класу Ŝ′,

тодi при кожному фiксованому t з (0;T ] вiдповiдний розв’язок u(t; ·) задачi
Кошi (2.1), (2.6) належить до простору S.

Якщо ж f ∈ Ŝ′β0 при β0 ≥ 1− α, то u(t; ·) ∈ Sβ0 для всiх t ∈ (0;T ].
Наступна властивiсть стосується локального посилення збiжностi розв’яз-

ку задачi Кошi та його похiдних при t → +0 на тiй частинi Rn, де початкова
вектор-функцiя є досить гладкою.
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Теорема 2.7. Нехай узагальнена вектор-функцiя f ∈ S′1−α на множинi
Q ⊂ Rn дорiвнює нулевi, а u(t; x) = ⟨f, Z(t, x; 0, ·)⟩ – вiдповiдний розв’язок
задачi Кошi (2.1), (2.6). Тодi ∂qxu(t; x), q ∈ Zn+, збiгається до нуля при t→ +0
рiвномiрно стосовно змiнної x на кожному компактi K ⊂ Q.

Теорема 2.8. Якщо узагальнена вектор-функцiя f ∈ S′1−α збiгається
на множинi Q ⊂ Rn з неперервно диференцiйовною на цiй множинi вектор-
функцiєю g(·) до порядку q0 ∈ Zn+ включно, то для всiх k ∈ Zn+ таких, що

0 ≤ |k|+ ≤

 |q0|+, 2α0 +
p1
h
> 1,

|q0|+ − n− γ, 2α0 +
p1
h

≤ 1,

похiдна ∂kxu(t;x) вiдповiдного розв’язку задачi Кошi (2.1), (2.6) прямує до ∂kxg(x)
при t→ +0 рiвномiрно стосовно змiнної x на кожному компактi K ⊂ Q.

Для розв’язкiв систем зi спецiальними Λ–властивостями ФМРЗК дослi-
джено умови рiзного виду рiвномiрної та слабкої стабiлiзацiї до нуля.

Означення 2.4. Система (2.1) задовольняє умову Λ+
ψ , якщо iснує стала

c > 0 така, що для всiх t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn i {k, q} ⊂ Zn+ виконується оцiнка

|∂kx∂
q
ξZ(t, x; 0, ξ)| ≤ ca(t)−χ(|k+q|+)ψ(∥x− ξ∥/a(t)),

з деякою неперервною монотонно зростаючою необмеженою функцiєю a(t),
що перетворюється в нуль при t = 0, а також додатними функцiями ψ(·) i
χ(·), перша з яких обмежена, а друга монотонно зростає на множинi [0; +∞).

Наступнi твердження характеризують рiвномiрну стабiлiзацiю гладких розв’яз-
кiв системи (2.1).

Теорема 2.9. Якщо початкова вектор-функцiя f з простору S′1−α має
компактний носiй, то вiдповiдний розв’язок задачi Кошi для системи (2.1),
яка задовольняє умову Λ+

ψ , стабiлiзується до нуля рiвномiрно на Rn.
Теорема 2.10. Нехай f(·) = col(f1(·), . . . , fm(·))− неперервна вектор-

функцiя така, що
|f(x)| ≤ c(1 + ∥x∥)β, x ∈ Rn,

при деякому β ≥ 0, а узагальнена початкова вектор-функцiя f iз S′1−α є фун-
кцiоналом типу похiдної порядку r вiд f(·), тобто таким функцiоналом, дiя
кожної компоненти fj якого на елементах φ ∈ S1−α визначається рiвнiстю

⟨fj, φ⟩ = cj

∫
Rn

fj(x)∂
r
xφ(x)dx, j ∈ Nm,
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з деякими сталими cj. Тодi, якщо система (2.1) задовольняє умову Λ+
ψ при

χ(|r|∗) > n+ β та iнтегровною функцiєю ψ(·) такою, що∫
Rn

ψ(∥x∥)(1 + ∥x∥)βdx < +∞, (2.7)

то розв’язок вiдповiдної задачi Кошi (2.1), (2.6) стабiлiзується до нуля рiв-
номiрно на кожному компактi K iз Rn.

У випадку, коли коефiцiєнти системи (2.1) не залежать вiд просторової
змiнної x правильне таке твердження.

Теорема 2.11. Нехай система (2.1) з не залежними вiд x коефiцiєнтами
задовольняє умову Λ+

ψ i для кожної компоненти fj узагальненої початкової
вектор-функцiї f ∈ S′1−α згортка (fj ∗ φ)(·), j ∈ Nm, з довiльним елементом
φ ∈ S1−α є звичайною функцiєю такою, що

|(fj ∗ φ)(x)| ≤ cφ(1 + ∥x∥)−βj , βj > n, j ∈ Nm, x ∈ Rn.

Тодi вiдповiдний розв’язок u(t;x) задачi Кошi (2.1), (2.6) слабко стабiлiзує-
ться до нуля у просторi S ′

1−α, тобто

⟨u(t;x), φ(x)E⟩ −→
t→+∞

0 (∀φ ∈ S1−α).

Бiльш загальнi умови на початкову вектор-функцiю f ∈ S′1−α, при яких
має мiсце слабка стабiлiзацiя до нуля вiдповiдного розв’язку задачi Кошi (2.1),
(2.6), формулюються у термiнах узагальненого граничного середнього за про-
сторовими тiлами.

Для цього розглядається однопараметрична сiм’я гiперповерхонь Φt(x) =
r, r ≥ 0, що володiє при кожному фiксованому t≫ 1 такими властивостями:

1) вона складається iз замкнутих однозв’язних гiперповерхонь;
2) тiла V r

Φt
, обмеженi гiперповерхнями Φt(x) = r, мiстять початок коорди-

нат;
3) якщо ρ(r, ς, t)− довжина вектора, що з’єднує початок координат O з

точкою гiперповерхнi Φt(x) = r i утворює кути π/2−ςj з осями Oxj+1, j ∈ Nn−1,

декартової системи координат, то ρ(r, ς, t) має неперервну додатну похiдну за
змiнною r. Припускається також, що при t→ +∞ сiм’ї гiперповерхонь Φt(x) =
r прямують до сiм’ї замкнутих гiперповерхонь F (x) = r, тобто для кожного
додатного ε iснує t0 > 0 таке, що для всiх t > t0 i r ≥ 0 виконується нерiвнiсть

mes(V r
F ∪ V r

Φt
)/mes(V r

F ∩ V r
Φt
) < 1 + ε.
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Узагальнена вектор-функцiя f ∈ S′1−α має узагальнене нульове граничне
середнє за тiлами V r

F (записується M∞
F (f) = 0), якщо

lim
r→∞

(∫
V r
F

(f ∗ (φE))(x)dx/mesV r
F

)
= 0 (∀φ ∈ S1−α).

Теорема 2.12. Нехай система (2.1) з не залежними вiд x коефiцiєнтами
задовольняє умову Λ+

ψ при χ(1) ≥ n+ 1 i функцiєю ψ(·), для якої виконується
умова (2.7) при β = n; ФМРЗК G(t;x) цiєї системи є сталою вiдносно змiнної
x на сiм’ях гiперповерхонь Φt(x) = r, що володiють властивостями 1)−3) та
прямують при t → +∞ до сiм’ї F (x) = r. Тодi якщо початкова узагальне-
на вектор-функцiя f ∈ S′1−α така, що M∞

F (f) = 0, то вiдповiдний розв’язок
задачi Кошi (2.1), (2.6) слабко стабiлiзується до нуля у просторi S ′

1−α.

Розглянемо систему (2.1) з класу PSh∞µ≥0 на множинi Π(−∞;T ] з припущен-
ням, що умова В) для цiєї системи виконується при t ∈ (−∞;T ].

ФМРЗК Z системи (2.1) задовольняє умову Λ−
ψ , якщо для довiльних τ i t,

−∞ < τ < t ≤ T , виконується оцiнка

|∂kxZ(t, x; τ, ξ)| ≤ cka(t; τ)
−χ(|k|+)ψ(∥x− ξ∥/a(t; τ)),

k ⊂ Zn+, {x, ξ} ⊂ Rn, з додатною сталою ck, неперервною монотонно зростаю-
чою необмеженою функцiєю a(t; τ) такою, що a(0; 0) = 0 та деякими додатними
на множинi [0; +∞) функцiями χ(·) i ψ(·) такими, що lim

r→+∞
χ(r) = +∞ i

+∞∫
0

ψ(η)(1 + η)β0dη < +∞

при деякому β0 ≥ 0.
Теорема 2.13 (Лiувiлля). Нехай для системи (2.1) виконується умова

Λ−
ψ . Тодi кожна компонента регулярного у пiвпросторi t ≤ T розв’язку u(t; ·)

цiєї системи такого, що

|u(t;x)| ≤ c(1 + ∥x∥)β, 0 ≤ β ≤ β0, x ∈ Rn,

є многочленом стосовно змiнної x степеня, не вищого β.
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2.2 Задача Кошi для вироджених параболiчних систем типу Кол-
могорова

При фiксованих довiльно T > 0, m ∈ N, а також
−→
2b = (2b1; . . . ; 2bn1), де

b1, . . . , bn – заданi натуральнi числа, розглядається система рiвнянь(
∂t −

n2∑
j=1

x1j∂x2j −
n3∑
j=1

x2j∂x3j

)
u(t; x) = A(t; ∂x1)u(t;x), (t; x) ∈ Πn

(0;T ], (2.8)

де u = col(u1; . . . ;um),

A(t; ∂x1) :=
(
alj(t; i∂x1) := alj0 (t)

∑
|k1/

−→
2b|+=1

ak1(i∂x1)
k1 +

∑
|k1/

−→
2b|+<1

aljk1(t)(i∂x1)
k1
)m
l,j=1

— матричний диференцiальний вираз, коефiцiєнти ak1 ∈ C, alj0 (·) i aljk1(·) якого
неперервнi на [0;T ] комплекснозначнi функцiї такi, що вiдповiдний диференцi-
альний вираз

∂t − A(t; ∂x1)

є параболiчним за Ейдельманом на множинi Πn1
[0;T ] (

−→
2b-параболiчним):

∃δ0 > 0 ∀(t; ξ1) ∈ Πn1
[0;T ] : λ(t; ξ1) := max

j∈Nm

Re λj(t; ξ1) ≤ −δ0|ξ1|
−→
2b
+ . (2.9)

Тут λj − власнi числа матричного символа

A0(t; ·) :=
(
a0lj(t; ·) := alj0 (t)

∑
|k1/

−→
2b|+=1

ak1(·)k1
)m
l,j=1

головної частини

A0(t; ∂x1) :=
(
a0lj(t; i∂x1) := alj0 (t)

∑
|k1/

−→
2b|+=1

ak1(i∂x1)
k1
)m
l,j=1

виразу A(t; ∂x1).
У випадку, колиm = 1 вираз a011(t; i∂x1) може набувати загальнiшої форми:

a011(t; i∂x1) :=
∑

|k1/
−→
2b|+=1

ak1(t)(i∂x1)
k1.

Означення 2.5. Cистему (2.8), для якої виконується умова параболiчно-
стi (2.9), називатимемо виродженою

−→
2b-параболiчною системою типу Кол-

могорова векторного порядку з коефiцiєнтами, залежними лише вiд t i гово-
ритимемо, що сукупнiсть усiх таких систем становить клас SEt−→

2b
.
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Для системи (2.8) у точцi t = τ, τ ∈ [0;T ), задається початкова умова

u(t; ·)
∣∣
t=τ

= φ(·) (2.10)

з "пробною"початковою вектор-функцiєю φ(·), компоненти φj, j ∈ Nm, якої є
елементами простору S Л. Шварца.

Означення 2.6. ФМРЗК для системи (2.8) називається функцiональна
матриця G(t, x; τ, ξ) розмiрностi m×m, яка визначена для усiх (t;x) ∈ Πn

(τ ;T ]

i залежна вiд параметричної точки (τ ; ξ) ∈ Πn
[0;T ), така, що:

1) G як функцiя аргументу (t;x) є розв’язком системи (2.8) на Πn
(τ ;T ], τ ∈

[0;T );
2) виконується граничне спiввiдношення

lim
t→τ+0

G(t, x; τ, ·) = δ(· − x)E

у розумiннi слабкої збiжностi в просторi S ′ розподiлiв Л. Шварца (тут E −
одинична матриця порядку m, а δ(·) − дельта-функцiя Дiрака).

Охарактеризуємо коротко процес побудови ФМРЗК для систем (2.8). За-
дачi Кошi (2.8), (2.10) зiставлялася вiдповiдна двоїста за Фур’є задача

(
∂t +

n2∑
j=1

ξ2j∂ξ1j +
n3∑
j=1

ξ3j∂ξ2j

)
v1(t; ξ) =

m∑
j=1

a1j(t; ξ1)vj(t; ξ),

. . . (t; ξ) ∈ Πn
(τ ;T ],(

∂t +
n2∑
j=1

ξ2j∂ξ1j +
n3∑
j=1

ξ3j∂ξ2j

)
vm(t; ξ) =

m∑
j=1

amj(t; ξ1)vj(t; ξ),

(2.11)
vj(t; ·)|t=τ = F [φj](·), j ∈ Nm, (2.12)

де alj(t; ξ1) − елементи матричного символу A(t; ξ1) диференцiального виразу
A(t; ∂x1), F [·] – пряме перетворення Фур’є, а

vj(t; ξ) := F [uj(t; x)](t; ξ) ≡
∫
Rn

uj(t;x)ei(x,ξ)dx, j ∈ Nm.

За допомогою методу характеристик задачу Кошi (2.11), (2.12) зведено до
задачi Кошi для системи з частинними похiдними першого порядку, рiвняння
якої мають однаковi диференцiальнi вирази. Розв’язуючи послiдовно рiвняння
цiєї системи, одержано наступну задачу Кошi:

∂tv(t; š; ξ̃) = A(t; ρ(t; š; ξ̃))v(t; š; ξ̃), (2.13)

v(t; š; ξ̃)
∣∣
t=τ

= F [φ](ρ0(τ ; š; ξ̃)). (2.14)
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Через Θt
τ(š; ξ̃) позначено матрицант системи (2.13), який задовольняє по-

чаткову умову
Θt
τ(š; ξ̃)

∣∣
t=τ

= E. (2.15)

Для матрицанта Θt
τ(·) правильним є наступне твердження.

Теорема 2.14. Матрична функцiя Θt
τ(š; ξ̃) є розв’язком задачi Кошi (2.11),

(2.15) при š = st,ξ, де st,ξ := (ξ′1 − tξ′2 + t2ξ3/2; ξ
′′
1 − tξ′′2 ; ξ

′
2 − tξ3).

Наслiдок 2.1. Вектор-функцiя

v(t; ξ) = Θt
τ(st,ξ; ξ̃)F [φ](ρ0(τ ; st,ξ; ξ̃)), (t; ξ) ∈ Πn

(τ ;T ],

є розв’язком задачi Кошi (2.11), (2.12).
З наслiдка 2.1, застосовуючи обернене перетворення Фур’є, одержано фор-

мулу

u(t;x) =

∫
Rn

G(t, x; τ, y)φ(y)dy, (t;x) ∈ Πn
(τ ;T ], τ ∈ [0;T ), (2.16)

у якiй

G(t, x; τ, y) := (2π)−n
∫
Rn

ei(y,ρ0(τ ;st,ξ;ξ̃))e−i(x,ξ)Θt
τ(st,ξ; ξ̃)dξ, (2.17)

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, y} ⊂ Rn.

Дослiджено властивостi матрицанта Θt
τ(·) та матричної функцiї G.

Лема 2.9. Нехай коефiцiєнти з правої частини системи (2.11) неперерв-
но залежать вiд t на [0;T ]. Тодi для вiдповiдного їй матрицанта Θt

τ(st,ξ; ξ̃)
виконується оцiнка∣∣Θt

τ(st,ξ; ξ̃)
∣∣ ≤ ce−δ(t−τ)

(
|ξ1|

−→
2b
+ +|(t−τ)ξ2|

−̂→
2b
+ +|(t−τ)2ξ3|

−→
2b′
+

)
, (t; ξ) ∈ Πn

(τ ;T ], τ ∈ [0;T )

(додатнi сталi c i δ не залежать вiд t, τ i ξ).
Здiйснивши у матричнiй функцiї Θt

τ(st,ξ; ξ̃) замiну змiнних згiдно з прави-

лом ξ =

(
z1

(t−τ)
−→
1 /

−→
2b
; z2

(t−τ)
̂−→

1 +
−→
1 /

−→
2b
; z3
(t−τ)(

−→
2 +

−→
1 /

−→
2b)′

)
i позначивши її через Θ̊t

τ(z), вста-

новлено, що Θ̊t
τ(z) щодо просторової змiнної z допускає аналiтичне продовже-

ння у комплексний простiр Cn до цiлої матричної функцiї порядку зростання
−→
2b∗ := (

−→
2b,

−̂→
2b,

−→
2b′) скiнченного типу.

Правильними є такi допомiжнi твердження.
Лема 2.10. Для матричної функцiї Θ̊t

τ виконуються оцiнки∣∣Θ̊t
τ(z)

∣∣ ≤ cexp
{
−δ|x|

−→
2b∗

+ + δ1|y|
−→
2b∗

+

} (
∀ z = x+ iy ∈ Cn

)
,
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∣∣∂kz Θ̊t
τ(z)

∣∣ ≤ cB|k|+ kk
−→α ∗

exp
{
−δ|z|

−→
2b∗

+

} (
∀ k ∈ Zn+ ∀ z ∈ Rn

)
,

в яких додатнi сталi c, B, δ i δ1 не залежать вiд t, τ, z i k, а

−→α ∗ :=
(−→
1 −−→

1 /
−→
2b,

̂(−→
1 −−→

1 /
−→
2b
)
,
(−→
1 −−→

1 /
−→
2b
)′)
.

Лема 2.11. Для кожного T > 0 iснують додатнi сталi c, B i δ такi, що
для всiх t ∈ (τ ;T ], τ ∈ [0;T ), k ∈ Zn+ i x ∈ Rn виконується нерiвнiсть∣∣∂kxF [Θ̊t

τ(z)](x)
∣∣ ≤ cB|k|+ kk

−→
β ∗
e−δ|x|

−→
1 /−→α ∗
+ ,

−→
β ∗ :=

−→
1 −−→α ∗

На основi властивостей матрицанта одержано властивiсть гладкостi матричної
функцiї G.

Теорема 2.15. Матрична функцiя G диференцiйовна за t, нескiнченно
диференцiйовна за x i ξ у свой областi визначення, при цьому iснують додатнi
сталi A,B, c i δ такi, що для всiх {q, l} ⊂ Zn+, {x, ξ} ⊂ Rn, t ∈ (τ ;T ] i
τ ∈ [0;T ) виконуються оцiнки∣∣∂qx∂lξG(t, x; τ, ξ)∣∣ ≤

≤ cA|q|+ qq
−→
β∗
B|l|+ll

−→
β∗

(t− τ)

∣∣(l1+q1)/−→2b+−→
1
∣∣
+
+
∣∣( ̂−→

1 +
−→
1 /

−→
2b
)(

l2+q2+
−̂→
1
)∣∣

+
+
∣∣(−→2 +

−→
1 /

−→
2b
)′(

l3+q3+
−→
1 ′
)∣∣

+

×

×exp

{
− δ

( n1∑
j=1

(
(t− τ)

− 1
2bj |x1j − ξ1j|

) 2bj
2bj−1

+

+

n2∑
j=1

(
(t− τ)

−1− 1
2bj |x2j − ξ2j + (t− τ)ξ1j|

) 2bj
2bj−1

+

+

n3∑
j=1

(
(t− τ)

−2− 1
2bj |x3j − ξ3j + (t− τ)ξ2j − (t− τ)2ξ1j/2|

) 2bj
2bj−1

)}
,

∣∣∂tG(t, x; τ, ξ)∣∣ ≤
≤ c(t− τ)

−
∣∣−→β ∗
∣∣
+
−n2−2n3−1

exp

{
− δ

( n1∑
j=1

(
(t− τ)

− 1
2bj |x1j − ξ1j|

) 2bj
2bj−1

+

+

n2∑
j=1

(
(t− τ)

−1− 1
2bj |x2j − ξ2j + (t− τ)ξ1j|

) 2bj
2bj−1

+

n3∑
j=1

(
(t− τ)

−2− 1
2bj |x3j − ξ3j+
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+(t− τ)ξ2j − (t− τ)2ξ1j/2
∣∣ ) 2bj

2bj−1
)}

.

Крiм того, вектор-функцiя (2.16) є класичним розв’язком задачi Кошi (2.8),
(2.10) на множинi Πn

(τ ;T ], τ ∈ [0;T ), а для матричної функцiї G(t, x; τ, ξ), що
задається формулою (2.17), правильне наступне твердження.

Теорема 2.16. Матрична функцiя (2.17) є ФМРЗК для системи (2.8).
Одержанi результати є важливими для всебiчного вивчення систем iз класу

SEt−→
2b

, зокрема, при описi якомога ширших множин гладких розв’язкiв таких
систем та узагальнених початкових даних, з якими вiдповiдна задача Кошi є
коректно розв’язною, а також при дослiдженнi якiсних властивостей розв’язкiв
систем iз цього класу.

2.3 Задача Кошi у вагових просторах Лебега

Наведемо результати застосування ФМРЗК до дослiджень задачi Кошi у
вагових просторах Лебега. Цi результати аналогiчнi до вiдповiдних результатiв
з [32] для вироджених параболiчних рiвнянь типу Колмогорова з класiв E0

21 −
E0
23 у вагових просторах Лебега зростаючих функцiй на випадок вироджених

параболiчних систем рiвнянь iз класу SEt−→
2b

.

Середовищем подальших дослiджень є векторнi аналоги L
−→
k (t,−→a )
p , L

−→s (t)
p i L−→a

p

просторiв L
−→
k (t,−→a )
p , L

−→s (t)
p та L

−→a
p вiдповiдно, отриманих у [32].

Коротко нагадаємо означення цих просторiв та наведемо важливi для по-
дальшого факти з [32]. Розглянемо набори функцiй:

−→
k (t,−→a ) := (k11(t, a11), ..., k1n1(t, a1n1); k21(t, a21), ...,

k2n2(t, a2n2); k31(t, a31), ..., k3n3(t, a3n3)),

−→s (t) := (s11(t), ..., s1n1(t); s21(t), ..., s2n2(t); s31(t), ..., s3n3(t));

klj(t, alj) := η0alj

(
η
2bj−1
0 − a

2bj−1
lj t2bj(l−1)+1

)1−αj

, j ∈ Nnl, l ∈ N3;

s1j(t) := k1j(t, a1j) + 2αj−1θ(n2 − j)tαjk2j(t, a2j)+

+2αj−2θ(n3 − j)t2αjk3j(t, a3j), j ∈ Nn1;

s2j(t) := 2αj−1k2j(t, a2j) + 4αj−1θ(n3 − j)tαjk3j(t, a3j), j ∈ Nn2;

s3j(t) := 4αj−1k3j(t, a3j), j ∈ Nn3, t ≤ T,
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де η0 ∈ (0; δ), δ —константа з оцiнки похiдних ФРЗК, θ(z) = 1 для z ≥ 0 i
θ(z) = 0 для z < 0; −→a := (a11, ..., a1n1; a21, ..., a2n2; a31, ..., a3n3) — n-вимiрний
вектор з такими додатними координатами, що

min
j∈Nnl

,l∈N3

(
η0
alj

) 2bj−1

2bj(l−1)+1

> T.

Функцiї
−→
k (t,−→a ) мають наступнi властивостi:

1) klj(t, alj) ≥ alj, t ∈ (0;T ], j ∈ Nnl, l ∈ N3;

2)
−→
k (0,−→a ) = −→a ;

3) k1j(t− τ, k1j(τ ; a1j)) = k1j(t, a1j), 0 ≤ τ < t ≤ T, j ∈ Nm;
4) krj(t− τ, krj(τ ; arj)) ≤ krj(t, arj), 0 ≤ τ < t ≤ T, j ∈ Nnr , r ∈ {2; 3}.
Нехай p — натуральне число, а v(t;x), (t;x) ∈ Πn

[0;T ], — комплекснозначна
функцiя, вимiрна за змiнною x при кожному t ∈ [0;T ]. Для довiльного t ∈ [0;T ]
покладемо

∥v(t; ·)∥
−→
k (t,−→a )
p := ∥v(t; x) · exp{−[

−→
k (t,−→a ), X(t)]}∥Lp(Rn),

∥v(t; ·)∥
−→s (t)
p := ∥v(t;x) · exp{−[−→s (t), x]}∥Lp(Rn),

де Lp(Rn) — вiдповiдний простiр Лебега. Тодi простори L
−→
k (t,−→a )
p i L

−→s (t)
p , t ∈

[0;T ], p ≥ 1, означуються як сукупностi усiх вимiрних стосовно просторової
змiнної функцiй φ : Rn× [0;T ] −→ C, для яких скiнченними є норми ∥φ∥

−→
k (t,−→a )
p

та ∥φ∥
−→s (T )
p вiдповiдно при кожному фiксованому t ∈ [0;T ], а L

−→a
p := L

−→
k (0,−→a )
p .

Для елементiв v(t; ·) ∈ L
−→
k (t,−→a )
p i φ(·) ∈ L

−→a
p виконуються спiввiдношення:

∥v(t; ·)∥
−→s (t)
p ≤ ∥v(t; ·)∥

−→
k (t,−→a )
p , ∥φ(·)∥

−→s (t)
p ≤ ∥φ(·)∥

−→a
p , t ∈ [0;T ], p ≥ 1.

Надалi також використовуватимемо простiр L
−→
k (t,−→a )
p,1 , p ≥ 1, який скла-

дається з усiх вимiрних стосовно змiнної x функцiй u : Rn × [0;T ] −→ C iз
скiнченною нормою

∥u(t; ·)∥
−→
k (t,−→a )
p,1 :=

∥∥∥∥u(t;x) · exp{−[
−→
k (t,−→a ), X(t)]}

(1 + ∥x̂1∥+ ∥x′2∥)

∥∥∥∥
Lp(Rn)

, t ∈ [0;T ].

Оскiльки

∥u(t; ·)∥
−→
k (t,−→a )
p,1 ≤ ∥u(t; ·)∥

−→
k (t,−→a )
p , t ∈ [0;T ], p ≥ 1,

то правильними є неперервнi вкладення

L
−→
k (t,−→a )
p ⊂ L

−→
k (t,−→a )
p,1 , t ∈ [0;T ], p ≥ 1.
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Для системи (2.8) задаємо початкову умову

u(t;x)|t=0
= φ(x), φ(·) ∈ L

−→a
p , p ≥ 1. (2.18)

Означення 2.7. Вектор-функцiю u(t;x) ∈ L
−→
k (t,−→a )
p,1 , p ≥ 1, (t; x) ∈ Πn

(0;T ],

називатимемо розв’язком задачi Кошi (2.8), (2.18) у просторi L
−→
k (t,−→a )
p,1 , p ≥ 1,

якщо ця функцiя задовольняє систему (2.8) у звичайному розумiннi, а поча-
ткову умову (2.18) у сенсi наступного граничного спiввiдношення:

∥u(t; ·)− φ∥
−→s (t)
p −→

t→+0
0.

Наведемо результати дослiдження рiвняння Пуассона Дослiджено умови iсну-
вання розв’язку задачi Кошi (2.8), (2.18) у виглядi

u(t;x) =

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ, (t;x) ∈ Πn
(0;T ], (2.19)

породженого функцiєю φ.
Лема 2.12. Нехай φ ∈ L−→a

p , p ≥ 1, тодi матричний диференцiальний
оператор

St,x :=

{
∂t −

n2∑
j=1

x1j∂x2j −
n3∑
j=1

x2j∂x3j

}
E − A(t; ∂x1)

системи (2.8) коректно визначений у сенсi топологiї простору L−→a
p,1, p ≥ 1,

на вiдповiднiй вектор-функцiї u з (2.19), як елементi цього простору, причо-
му St,xu(t; ·) ∈ L

−→
k (t,−→a )
p,1 , p ≥ 1, t ∈ (0;T ]. Крiм цього, для похiдних ∂tu(t;x),

∂lxu(t;x), l ∈ Zn+, на множинi Πn
(0;T ] справджуються вiдповiднi рiвностi:

∂lxu(t; x) =

∫
Rn

∂lxG(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ,

∂tu(t;x) =

∫
Rn

∂tG(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ, φ ∈ L
−→a
p , p ≥ 1.

Сформулюємо основнi результати дослiджень iнтеграла Пуассона (2.19).
Теорема 2.17. Якщо φ ∈ L−→a

p , p ≥ 1, то вiдповiдна вектор-функцiя u,
що визначається рiвнiстю (2.19), є розв’язком задачi Кошi (2.8), (2.18) у про-
сторi L

−→
k (t,−→a )
p,1 , t ∈ (0;T ], при цьому, виконується оцiнка

∥u(t; ·)∥
−→
k (t,−→a )
p ≤ c∥φ∥

−→a
p , p ≥ 1, t ∈ (0;T ].
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Теорема 2.18. Iснує не бiльше одного розв’язку задачi Кошi (2.8), (2.18),
який задовольняє умову

T∫
0

∥u(t; ·)∥
−→
k (t,−→a )
p dt < +∞.

Теорема 2.19. Задача Кошi (2.8),(2.18) коректно розв’язна у просторi
L
−→
k (t,−→a )
p,1 , t ∈ (0;T ], її розв’язок зображується у виглядi (2.19).

Теореми 2.17–2.19 про iснування, єдинiсть та неперервну залежнiсть вiд
початкових даних розв’язку задачi Кошi для вироджених параболiчних систем
рiвнянь типу Колмогорова iз класу SEt−→

2b
правильнi у шкалi просторiв Лебе-

га iз спецiальними вагами. Використання цих просторiв у якостi середовища
дослiдження задачi Кошi для систем з цього класу дозволило ширше описати
множину їх гладких розв’язкiв i охопити тi розв’язки, якi можуть мати вже ма-
ксимальний експоненцiальний порядок зростання на нескiнченностi, щоправда,
iз звичайними граничними значеннями на початковiй гiперплощинi t = 0.
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3 ДОСЛIДЖЕННЯ АСИМПТОТИЧНОЇ ПОВЕДIНКИ
РОЗВ’ЯЗКIВ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-

ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Для диференцiально-функцiональних рiвнянь важливою задачею є побу-
дова та обґрунтування методiв знаходження розв’язкiв початкових i крайо-
вих задач, оскiльки на даний час немає унiверсальних методiв їх розв’язання.
Особливий iнтерес викликають дослiдження, в яких методи теорiї звичайних
диференцiальних рiвнянь застосовано для якiсного аналiзу диференцiально-
функцiональних рiвнянь.

Для сингулярно збурених задач важливими задачами є дослiдження стiй-
костi розв’язкiв та розвиток асимптотичних методiв для дослiдження якiсної
поведiнки як окремих розв’язкiв так i їх множин.

У п. 3.1 розглядається система сингуляpно збурених диференцiально-рiз-
ницевих рiвнянь. Одержано зображення iнтегрального многовиду цiєї системи.
Метод усереднення застосовується до дослiдження перiодичних розв’язкiв кон-
сервативної системи з малим запiзненням. Друге наближення в методi усере-
днення застосовано до дослiдження стiйкостi системи слабко зв’язаних осциля-
торiв iз запiзненням. Одержано достатню умову стiйкостi (нестiйкостi) лiнiйної
системи диференцiально-рiзницевих рiвнянь.

Iснування злiченного числа перiодичних розв’язкiв гiперболiчної системи
диференцiальних рiвнянь першого порядку з перiодичною умовою i стiйкостi
бiжучих хвиль квазiлiнiйного рiвняння Кортевега – де Фрiза з перетвореним
аргументом дослiджено в п. 3.2.

Питання iснування та стiйкостi бiжучих хвиль рiвняння спiнового горiння
та рiвняння Хатчiнсона розглянуто в п. 3.2.3.

Результати п.п. 3.1, 3.2 одержанi I.I. Клевчуком в працях [83, 92–107].
Ефективним методом дослiдження систем сингулярно збурених диферен-

цiальних рiвнянь є метод iнтегральних многовидiв [108, 109], який дозволяє
понизити розмiрнiсть вихiдної системи на iнтегральному многовидi. У багато-
чисельних застосуваннях сингулярно збурених систем важливу роль вiдiграє
перетворення змiнних, яке дозволяє здiйснити декомпозицiю вихiдної системи
до блочно-трикутного вигляду [110–111], а в лiнiйному випадку розщепити ви-
хiдну систему на незалежнi швидку i повiльну пiдсистеми [112–114].

У п. 3.3 встановлюється аналогiчна [112] розщеплююча замiна змiнних для
сингулярно збуреної системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь з двома ма-
лими параметрами та дослiджується побудова асимптотичних розкладiв iнте-
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гральних многовидiв, за допомогою яких здiйснюється розщеплення вихiдної
системи [115, 116].

Схема апроксимацiї лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь послiдов-
нiстю систем звичайних диференцiальних рiвнянь уперше запропонована М. М.
Красовським [118] при дослiдженнi задачi про синтез оптимального регулятора
в системах iз запiзненням. Точнiсть апроксимацiї нелiнiйних диференцiально-
рiзницевих рiвнянь iз запiзненням дослiджена Ю. М. Рєпiним [119], який упер-
ше розглянув апроксимацiю скалярного елемента запiзнення у випадку, ко-
ли його вхiдна функцiя є диференцiйованою або задовольняє умову Лiпши-
ця. Подальше вивчення схем апроксимацiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь
в просторах неперервних функцiй на скiнченному iнтервалi здiйснено у пра-
цях I. М. Черевка та Л. А. Пiддубної [120,121]. Аналiз точностi апроксимацiї
векторного елемента запiзнення для рiзних вхiдних функцiй та узагальнення
схем апроксимацiї для систем диференцiально-рiзницевих рiвнянь запiзнюючо-
го i нейтрального типiв розглянуто в роботах I. М. Черевка та О. В. Матвiя
[122,123]. Побудова та обгрунтування схем апроксимацiї лiнiйних та квазiлi-
нiйних диференцiально-функцiональних рiвнянь послiдовнiстю систем звичай-
них диференцiальних рiвнянь дослiджено в роботах I.М. Черевка та С.А. Iлiки
[124,125].

Наведенi в п. 3.4 результати отриманi спiльно Черевком I.М., Пiддубною
Л.А., Матвiєм О.В. та Iлiкою С.А., опублiкованi в працях [132–140] та висвiтленi
в 12 доповiдях на наукових мiжнародних та всеукраїнських конференцiях.

3.1 Застосування асимптотичних методiв до регулярно i сингулярно
збурених диференцiально-рiзницевих рiвнянь

3.1.1 Побудова iнтегрального многовиду сингулярно збуреної системи
та перiодичнi коливання в автономних рiвняннях з малим запiзнен-
ням

Розглянемо систему
dx

dt
= f(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εh(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)),

ε
dy

dt
= G(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εP (t, x(t), y(t), y(t− ε∆)), (3.1)

де ε – малий додатний паpаметp, x ∈ Rm, y ∈ Rn.
Припустимо, що виконуються умови
1) Для всiх t ∈ R, x ∈ Rm рiвняння G(t, x, y, y) = 0 має iзольований

розв’язок y = φ(t, x), причому функцiя φ(t, x) та її похiднi за t i x до другого
порядку включно рiвномiрно неперервнi й обмеженi.
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2) Функцiї f(t, x, y, z), h(t, x, y, z), G(t, x, y, z), P (t, x, y, z) та їх частиннi
похiднi за t, x, y, z до другого порядку включно рiвномiрно неперервнi й обме-
женi при t ∈ R, x ∈ Rm, |y − φ(t, x)| ≤ ρ, |z − φ(t, x)| ≤ ρ.

Лiнеаризуючи функцiю G(t, x, y, z) в точцi y = φ(t, x), z = φ(t, x) вiдносно
y, z, одержимо

G(t, x, φ(t, x) + y, φ(t, x) + z) = B1(t, x)y +B2(t, x)z +G1(t, x, y, z),

причому при досить малому ρ для |y| ≤ ρ, |z| ≤ ρ правильна нерiвнiсть
|G1(t, x, y, z)| ≤ K(|y|2 + |z|2), K > 0.

Нехай виконується умова:
3) всi коренi характеристичного рiвняння det(B1(t, x)+B2(t, x) exp(−λ∆)−

λE) = 0 лежать у пiвплощинi Reλ ≤ −2α < 0.
Для регулярно збурених диференцiально-функцiональних рiвнянь iснува-

ння iнтегральних многовидiв доведено в [73], а для сингулярно збурених – в
[74] та iн. Згiдно з [74], пpи деякому ε0 > 0, 0 < ε < ε0 iснує iнтегpальний
многовид системи (3.1), що може бути поданий у виглядi yt = φ(t, x)+ξ(t, x, ε),
де ξ(t, x, 0) = 0. У пpацi [75] одеpжано зобpаження iнтегpального многовиду
лiнiйної системи. Одеpжимо наближене зобpаження iнтегpального многовиду
нелiнiйної сингуляpно збуpеної системи бiльш загального вигляду, нiж в [75,
76].

Теорема 3.1. Нехай для системи (3.1) виконуються умови 1 – 3. Тодi iнте-
гральний многовид системи (3.1) можна зобразити у виглядi

yt = φ(t, x) + g(t, x, ε) +O(ε2),

де

g(t, x, ε) = ε[B1(t, x)+B2(t, x)]
−1[(E+∆B2(t, x))(

∂φ

∂t
+
∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x)))−

−P (t, x, φ(t, x), φ(t, x))] + θ[
∂φ

∂t
+
∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x))],

−ε∆ ≤ θ ≤ 0.

Розглянемо сингулярно збурену систему

dx

dt
= z,

dz

dt
= f(x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εh(x(t), y(t), y(t− ε∆)),

ε
dy

dt
= G(x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εP (x(t), y(t), y(t− ε∆)), (3.2)

50



де ε – малий додатний параметр, ∆ – фiксоване додатне число, x ∈ R, z ∈ R,
y ∈ Rn.

Нехай виконуються умови:
1) Для всiх x ∈ R рiвняння G(x, y, y) = 0 має iзольований розв’язок y =

φ(x), причому функцiя φ(x) та її похiднi за x до третього порядку включно
рiвномiрно неперервнi i обмеженi.

2) Функцiї f(x, y, z), h(x, y, z), G(x, y, z), P (x, y, z) i їх частиннi похiднi
за x, y, z до третього порядку включно рiвномiрно неперервнi i обмеженi при
x ∈ R, |y − φ(x)| ≤ ρ, |z − φ(x)| ≤ ρ.

Лiнеаризуючи функцiю G(x, y, z) в точцi y = φ(x), z = φ(x) вiдносно
y, z, одержимо G(x, y + φ(x), z + φ(x)) = B1(x)y + B2(x)z + G1(x, y, z), де
G1(x, y, z) = O(|y|2 + |z|2) при |y|+ |z| → 0.

Нехай виконується умова:
3) всi коренi характеристичного рiвняння det(B1(x) + B2(x) exp(−λ∆) −

λE) = 0 лежать у пiвплощинi Reλ ≤ −2α < 0.
Тодi згiдно з теоремою 3.1 iнтегральний многовид системи (3.2) можна

зобразити у виглядi yt = φ(x) + εΨ(x, z) + θz
dφ(x)

dx
+O(ε2), −ε∆ ≤ θ ≤ 0, де

Ψ(x, z) = (B1(x) +B2(x))
−1

[
z(E +∆B2(x))

dφ

dx
− P (x, φ(x), φ(x))

]
.

Позначимо η(x, z) = Ψ(x, z)−∆z
dφ

dx
. Тодi рiвняння на многовидi системи

(3.2) набудуть вигляду

dx

dt
= z,

dz

dt
= f(x, φ(x) + εΨ(x, z), φ(x) + εη(x, z)) + εh(x, φ(x), φ(x)) +O(ε2).

(3.3)
Пiдставляючи z = dx/dt у друге рiвняння системи (3.3), одержимо рiвняння
другого порядку

d2x

dt2
= f(x, φ(x)+εΨ(x,

dx

dt
), φ(x)+εη(x,

dx

dt
))+εh(x, φ(x), φ(x))+O(ε2). (3.4)

Рiвняння (3.4) зведемо до вигляду

d2x

dt2
+ q(x) = εQ

(
x,
dx

dt
, ε

)
, (3.5)

де
q(x) = −f(x, φ(x), φ(x)),
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Q(x, y, ε) = Ψ(x, y)
∂f(x, y, φ(x))

∂y

∣∣∣∣∣
y=φ(x)

+

+η(x, y)
∂f(x, φ(x), z)

∂z

∣∣∣∣∣
z=φ(x)

+ h(x, φ(x), φ(x)) +O(ε).

Нехай рiвняння
d2x

dt2
+ q(x) = 0 (3.6)

має перiодичний розв’язок

x = z(ψ, a), z(ψ + 2π, a) = z(ψ, a), ψ = w(a)t+ φ, (3.7)

де стала a належить деякому iнтервалу, φ – довiльна стала,
Дослiдженню рiвняння (3.5) присвячено працi М.М.Боголюбова, Ю.О.Ми-

тропольського [77], I.Г.Малкiна [78], А.М.Самойленка [79] та iн. У цiй статтi за
допомогою методу усереднення [77] встановлено iснування перiодичних розв’яз-
кiв рiвняння (3.5). Цi результати застосовано до рiвнянь iз запiзненням. Метод
усереднення застосовано також до дослiдження стiйкостi систем iз запiзненням.

Зробимо в рiвняннi (3.5) замiну

x = z(ψ, a),
dx

dt
= w(a)z′ψ(ψ, a). (3.8)

Врахувавши спiввiдношення w2(a)z′′ψ2 + q(z) = 0, рiвняння (3.5) зведемо до
стандартної форми

da

dt
=

ε

D(a)
Q(z, wz′ψ, ε)z

′
ψ,

dψ

dt
= w(a)− ε

D(a)
Q(z, wz′ψ, ε)z

′
a,

де D(a) = −wz′az′′ψ2 + z′ψ(wz
′
ψ)

′
a.

Подiливши в цiй системi перше рiвняння на друге, одержимо
da

dψ
=

ε

D(a)w(a)
Q(z, wz′ψ, ε)z

′
ψ +O(ε2). (3.9)

Поставимо у вiдповiднiсть рiвнянню (3.9) усереднене рiвняння
da1
dψ

= εG(a1),

де

G(a) =
Φ(a)

D(a)w(a)
, Φ(a) =

1

2π

2π∫
0

Q(z(ψ, a), w(a)z′ψ(ψ, a), 0)z
′
ψ(ψ, a)dψ.
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Теорема 3.2. Нехай для системи (3.2) виконуються умови 1 – 3. Припусти-
мо, що рiвняння (3.6) має перiодичний розв’язок (3.7) для a, що належать
деякому околу значення ā. Якщо Φ(ā) = 0, D(ā) ̸= 0, w(ā) ̸= 0, G′(ā) ̸= 0,
то система (3.2) має цикл з перiодом, близьким до 2π/w(ā). Цей цикл буде
стiйким, якщо G′(ā) < 0 i нестiйким, якщо G′(ā) > 0.

Для доведення досить застосувати до рiвняння (3.9) другу теорему Бого-
любова про усереднення на нескiнченному iнтервалi [77].

Дослiдимо перiодичнi коливання в рiвняннi [80]

d2x(t)

dt2
+H(x(t), x(t− ε)) = 0, (3.10)

де ε – малий додатний параметр, функцiя H(x, y) тричi неперервно диферен-
цiйовна при x ∈ R, y ∈ R.

Позначимо

q(x) = H(x, x), g(x) =
∂H(x, y)

∂y

∣∣∣∣∣
y=x

.

Тодi

H(x(t), x(t− ε)) = H(x(t), x(t)− ε
dx(t)

dt
+

+O(ε2)) = q(x(t))− εg(x(t))
dx(t)

dt
+O(ε2).

Пiдставляючи в рiвняння (3.10), одержимо

d2x

dt2
+ q(x) = εg(x)

dx

dt
+O(ε2).

Це рiвняння з точнiстю доO(ε2) зводиться до вигляду (3.5), причомуQ(x, y, ε) =
g(x)y + O(ε). Нехай рiвняння (3.6) має перiодичний розв’язок (3.7) для a, що
належать деякому околу значення ā . Зробивши в рiвняннi (3.10) замiну (3.8),
можна одержати рiвняння вигляду (3.9). Застосовуючи до цього рiвняння другу
теорему Боголюбова про усереднення на нескiнченному iнтервалi [77], одержи-
мо, що при Φ1(ā) = 0, D(ā) ̸= 0, w(ā) ̸= 0, G′

1(ā) ̸= 0 система (3.2) має цикл
з перiодом, близьким до 2π/w(ā). Цей цикл буде стiйким, якщо G′

1(ā) < 0 i
нестiйким, якщо G′

1(ā) > 0. Тут позначено

G1(a) =
Φ1(a)

D(a)
, Φ1(a) =

1

2π

2π∫
0

g(z(ψ, a))(z′ψ(ψ, a))
2dψ.
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Як приклад розглянемо рiвняння (3.10) з функцiєю H(x, y) = ax3+ bx2y+
cxy2 + my3 + δy − γx, де a + b + c + m = 1, γ − δ = 1. Тодi рiвняння (3.10)
зводиться до вигляду

d2x

dt2
+ x3 − x = εδ

dx

dt
+ εβx2

dx

dt
+O(ε2), (3.11)

де β = b+ 2c+ 3m.

Якщо −5

4
<

β

δ
< −1, то при малих значеннях ε > 0 iснує перiодичний

розв’язок рiвняння (3.11) та вiдповiдного йому рiвняння (3.10). Внаслiдок си-
метрiї рiвняння (3.11) iснує ще один перiодичний розв’язок з протилежним зна-
ком.

3.1.2 Дослiдження стiйкостi лiнiйних систем iз запiзненням
Розглянемо систему слабко зв’язаних осциляторiв iз запiзненням

y′′ + L2y + εP (t)y(t− h) = 0, (3.12)

де ε – малий додатний паpаметp, y = (y1, . . . , yq)
T , L – дiагональна матриця

з додатними рiзними дiагональними елементами, L = diag{λ1, . . . , λq}, λs > 0,
λk ̸= λs при k ̸= s, h > 0, P (t) – матриця з елементами

Pjs(t) =
n∑

m=1

(bjsme
iamt + b̄jsme

−iamt), bjsm ∈ C, am ≥ 0.

Стiйкiсть розв’язкiв диференцiально-функцiональних рiвнянь у критично-
му випадку вивчалася у багатьох роботах (див., наприклад, [73, 81, 82]). Далi
використаємо методику з цих робiт i знайдемо умови стiйкостi системи (3.12)
в термiнах її коефiцiєнтiв. Друге наближення в методi усереднення застосуємо
для дослiдження стiйкостi розв’язкiв лiнiйної системи.

Систему (3.12) перепишемо у виглядi

y′′j = −λ2jyj − ε

q∑
s=1

Pjs(t)ys(t− h), j ∈ {1, . . . , q}.

Позначимо zj = y′j/λj, тодi одержимо систему

y′j = λjzj, z′j = −λjyj −
ε

λj

q∑
s=1

Pjs(t)ys(t− h).

Перейдемо до комплексних змiнних uj = yj + izj, тодi знаходимо

u′j = −iλjuj −
εi

2λj

q∑
s=1

Pjs(t)(us(t− h) + ūs(t− h)).
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Зробивши замiну uj = xj exp(−iλjt), одержимо систему в стандартнiй фор-
мi

x′ = εF (t)x(t− h) + εG(t)x̄(t− h), (3.13)

де x = (x1, ..., xq)
T , F (t) та G(t) – матрицi з елементами

Fjs(t) = − i

2λj
Pjs(t)e

i(λj−λs)teiλsh, Gjs(t) = − i

2λj
Pjs(t)e

i(λj+λs)te−iλsh

вiдповiдно.
Позначимо cj = bjj1 + b̄jj1.

Теорема 3.3. [83] Нехай a1 = 0, am > 0 при m ≥ 2 i вiдсутнiй резонанс,
тобто λj − λs + am ̸= 0 при |j − s| + |m − 1| > 0, λj + λs − am ̸= 0 для
всiх j, s,m. Тодi нульовий розв’язок системи (3.12) асимптотично стiйкий,
якщо cj sin(λjh) < 0 при j ∈ {1, . . . , q}, i нестiйкий, якщо iснує k, для якого
ck sin(λkh) > 0.

Стiйкiсть розв’язкiв системи (3.12) рiвносильна стiйкостi розв’язкiв систе-
ми (3.13). Тому для доведення теореми 3.3 можна застосувати метод усередне-
ння [84].

Нехай тепер am > 0 для всiх m. Тодi перше наближення в методi усере-
днення не дає вiдповiдi на питання про стiйкiсть. Отже, потрiбно застосувати
друге наближення.

Позначимо ds = Re{δs},

δs =

q∑
k=1

n∑
m=1

(
bskmb̄ksm exp(i(2λs + am)h)

i(λk − λs − am)(λs + λk + am)
+

+
b̄skmbksm exp(i(2λs − am)h)

i(λk − λs + am)(λs + λk − am)
).

У випадку симетричної матрицi P (t) маємо bksm = bskm, отже,

ds =

q∑
k=1

n∑
m=1

|bskm|2
(

sin((2λs + am)h)

(λk − λs − am)(λs + λk + am)
+

+
sin((2λs − am)h)

(λk − λs + am)(λs + λk − am)

)
.

Теорема 3.4. [83] Нехай am > 0 для всiх m i вiдсутнiй резонанс, тобто
λj−λs+am−ak ̸= 0 при |j−s|+ |m−k| > 0, λj+λs−am ̸= 0, λj−λs+am ̸= 0,
λj+λs+am−ak ̸= 0, λj+λs−am−ak ̸= 0, λj−λs+am+ak ̸= 0 для всiх j, s,m, k.
Тодi нульовий розв’язок системи (3.12) асимптотично стiйкий, якщо ds > 0
при s ∈ {1, . . . , q} i нестiйкий, якщо iснує k, для якого dk < 0.
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Розглянемо систему
x′ = εF (t)x(t− h), (3.14)

де ε – малий додатний параметр, h > 0, x ∈ Rp, F (t) =
n∑

m=1
(Ame

ibmt+Ame
−ibmt),

bm – дiйснi додатнi рiзнi числа, Am – матрицi з комплексними елементами.

У системi (3.14) зробимо замiну x(t) = ξ(t)+εF̃ (t)ξ(t), де F̃ (t) =
n∑

m=1

( 1

ibm
×

×Ame
ibmt− 1

ibm
Ame

−ibmt
)
. Тодi x(t−h) = ξ−hξ′+εF̃ (t−h)ξ+O(ε2) = ξ+εF̃ (t−

h)ξ +O(ε2), оскiльки ξ′ = O(ε2). Пiдставляючи в систему (3.14), одержуємо

ξ′ + εF (t)ξ + εF̃ (t)ξ′ = εF (t)ξ + ε2F (t)F̃ (t− h)ξ +O(ε3),

або
ξ′ = ε2F (t)F̃ (t− h)ξ +O(ε3). (3.15)

У системi (3.15) можна ще раз застосувати метод усереднення [79] i одер-

жати усереднену систему ξ′ = ε2Bξ, де B = −
n∑

m=1

1

bm
sin(bmh)(AmAm+AmAm).

Теорема 3.5. [83] Якщо всi власнi значення матрицi B мають вiд’ємнi дiйснi
частини, то система (3.14) асимптотично стiйка, а якщо iснує власне зна-
чення матрицi B з додатною дiйсною частиною, то система (3.14) нестiйка.

Доведення теореми випливає з теореми Хейла про усереднення [84]. Якщо
iснують власнi значення матрицi B з нульовою та додатною дiйсними части-
нами, то треба використати схему доведення теореми про стiйкiсть за першим
наближенням.

3.2 Iснування циклiв у гiперболiчних системах диференцiальних рiв-
нянь з перетвореним аргументом та бiфуркацiя циклiв парабо-
лiчних систем iз малою дифузiєю

Питання стiйкостi та бiфуркацiї розв’язкiв диференцiально-функцiональних
рiвнянь та параболiчних систем з перетвореним аргументом розглядалися, зокре-
ма, в [73, 76, 85, 86, 87]. Дослiдимо iснування та стiйкiсть злiченного числа ци-
клiв для деяких класiв гiперболiчних систем з перетвореним аргументом. Такi
задачi у простiших випадках розглядалися в [88]. Подiбнi задачi для iнших кла-
сiв диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними вивчалися у працях [89
– 91] та iн.
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3.2.1 Iснування злiченного числа циклiв гiперболiчної системи пер-
шого порядку

Нехай Rn – n-вимiрний простiр з нормою |u| =
√
u21 + ...+ u2n, C = C[−∆, 0]

– простiр неперервних функцiй iз значеннями в Rn з нормою ||φ|| = sup
−∆≤θ≤0

|φ(θ)|.

Позначимо через ux – елемент простору C, заданий функцiєю ux(t, θ) = u(t, x+
θ), −∆ ≤ θ ≤ 0.

Розглянемо гiперболiчну систему з перетвореним аргументом

∂u

∂t
= a

∂u

∂x
+B(ε)u+ F (ux, ε) (3.16)

з перiодичною умовою
u(t, x+ 2π) = u(t, x), (3.17)

де ε – малий додатний параметр, a ∈ R a ̸= 0, u ∈ Rn, n ≥ 2; F : C× [0, ε0] →
Rn.

Нехай виконуються умови:
1) F (φ, ε) = O(||φ||2) при ||φ|| → 0, оператор F п’ять раз неперервно

диференцiйовний вiдносно своїх аргументiв;
2) матриця B(ε) двiчi неперервно диференцiйовна вiдносно ε, має пару

власних значень вигляду α(ε) ± iβ(ε), α(0) = 0, α′(0) > 0, β(0) > 0, а iншi
власнi значення λ задовольняють умову Re λ < −2γ0 < 0.

Розв’язок задачi (3.16), (3.17) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi u =
ξ(y), y = σt + x, де функцiя ξ(y) має перiод 2π. Пiдставляючи u = ξ(y) в
рiвняння (3.16), одержимо систему диференцiально-функцiональних рiвнянь

(σ − a)
dξ

dy
= B(ε)ξ + F (ξy, ε), (3.18)

де ξy – елемент простору C, заданий функцiєю ξy(θ) = ξ(y + θ), −∆ ≤ θ ≤ 0.
Зробивши в системi (3.18) замiну y = (σ − a)z, одержимо

dξ

dz
= B(ε)ξ + F (ξz, ε), (3.19)

де ξz – елемент простору C, заданий функцiєю ξz(θ) = ξ(z + θ), −∆/(σ − a) ≤
θ ≤ 0.

Матрицю B(ε) можна записати у виглядi B(ε) = U(ε)D(ε)U−1(ε), де ма-
триця D(ε) є блочно-дiагональною D(ε) = diag[B1(ε), B2(ε)], B1(ε) − дiаго-
нальна матриця другого порядку з елементами α(ε)± iβ(ε) на дiагоналi, власнi
значення матрицi B2(ε) задовольняють умову Re λ ≤ −2γ0 < 0. Виконавши
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в системi (3.19) замiну ξ = U(ε)v, де v = [η, ζ]T , η ∈ R2, ζ ∈ Rn−2, одержимо
систему

dη

dz
= B1(ε)η + F1(vz, ε),

dζ

dz
= B2(ε)ζ + F2(vz, ε). (3.20)

Тодi згiдно з [85] iснує iнтегральний многовид системи (3.20), що може
бути поданий у виглядi vz = S(η, ε). Поведiнка розв’язкiв системи (3.20) на
многовидi описується рiвнянням

dχ

dz
= B1(ε)χ+ F1(S(χ, ε), ε). (3.21)

Систему (3.21) перепишемо у виглядi

dw

dz
= (α(ε) + iβ(ε))w +G1(w, w̄, ε),

dw̄

dz
= (α(ε)− iβ(ε))w̄ + Ḡ1(w, w̄, ε),

(3.22)

де χ = [w, w̄]T . Для кожного розв’язку системи (3.20) iснує розв’язок системи
(3.21) такий, що вiрна оцiнка [85]

||vz(t)− S(χ(t), ε)|| ≤M exp(−γ0t), t ≥ 0. (3.23)

Перше рiвняння системи (3.22) перетворимо за допомогою пiдстановки

w = p+W2(p, p̄, ε) +W3(p, p̄, ε), (3.24)

де W2 та W3 — форми вiдповiдно другого та третього порядку. Перетворення
(3.24) можна пiдiбрати так, що рiвняння для p набуде вигляду [??]

dp

dz
= (α(ε) + iβ(ε))p+ (γ(ε) + iδ(ε))p2p̄+ P (p, p̄, ε), (3.25)

де P (p, p̄, ε) = O(|p|4) при |p| → 0. В рiвняннi (3.25) перейдемо до полярних
координат p = r exp(iφ), тодi одержимо систему

dφ

dz
= β(ε) + δ(ε)r2 + Φ(r, φ, ε),

dr

dz
= α(ε)r + γ(ε)r3 +R(r, φ, ε),

(3.26)

де R(r, φ, ε) = O(|r|4), Φ(r, φ, ε) = O(|r|3) при |r| → 0.
Нехай γ(0) < 0. Аналiзуючи систему (3.26), переконуємося, що рiвняння

(3.25) має перiодичний розв’язок p = ρ(φ, ε) exp(iφ), де ρ(φ, ε) =

√
εα′(0)

−γ(0)
+O(ε),
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φ = φ0+ z[β(ε)− εδ(ε)
α′(0)

γ(0)
+O(ε1,5)], φ0 ∈ R. Звiдси φ = φ0+ z[β(0)+ εβ

′(0)−

εδ(0)
α′(0)

γ(0)
+ O(ε1,5)]. Пiдставивши перiодичний розв’язок p рiвняння (3.25) у

праву частину рiвностi (3.24), одержимо перiодичний розв’язок w(t, ε) першо-
го рiвняння системи (3.22), звiдки знаходимо перiодичний розв’язок системи

(3.20), а потiм перiодичний розв’язок ξ(z, ε) = ξ

(
y

σ − a
, ε

)
систем (3.19) та

(3.18). Функцiя ξ буде мати перiод 2π вiдносно y тодi i тiльки тодi, коли

1

σ − a
[β(0) + εβ′(0)− εδ(0)

α′(0)

γ(0)
+O(ε1,5)] = k, k = ±1,±2, ... (3.27)

Розв’язуючи рiвняння (3.27) вiдносно σ, одержимо злiченне число значень
σ = σk(ε). Отже, система (3.16) має злiченне число граничних циклiв. Якщо
k > 0, то σ > a при малих ε i з нерiвностi (3.23) випливає, що такi цикли будуть
експоненцiально орбiтально стiйкими.

Теорема 3.6. Нехай виконуються умови 1, 2 i для коефiцiєнта в рiвняннi
(3.10) виконується нерiвнiсть γ(0) < 0. Тодi iснує злiченне число циклiв си-
стеми (3.1) з параметрами σ = σk, що задовольняють рiвняння (3.12). Зна-
ченням параметрiв σk, k > 0, вiдповiдають стiйкi граничнi цикли, для яких
σk > a.

Як приклад розглянемо систему (3.1), де u ∈ R2, B(ε) =

(
ε 1
−1 ε

)
,

F (ux, ε) = −(u21(x −∆) + u22(x −∆))

(
u1
u2

)
. Тодi для знаходження хвильово-

го розв’язку u = ξ(y), y = σt + x задачi (3.1), (3.2) одержимо систему вигляду
(3.3). Перейшовши у цiй системi до полярних координат ξ1 = r sinφ, ξ2 = r cosφ,
одержимо систему

(σ − a)
dφ

dy
= 1, (σ − a)

dr

dy
= r(ε− r2(y −∆)).

Отже, перiодичний розв’язок системи (3.3) у цьому випадку має вигляд
ξ1 =

√
ε sinφ, ξ2 =

√
ε cosφ, φ = φ0 +

y

σ − a
, φ0 ∈ R. Цей розв’язок буде мати

перiод 2π тодi i тiльки тодi, коли σ = σk = a +
1

k
, k = ±1,±2, .... Перiодичнi

розв’язки будуть експоненцiально орбiтально стiйкими при k > 0.
Зауваження 3.1. При виконаннi умов теореми 3.6 iснує також стiйкий

граничний цикл, що не залежить вiд змiнної x.
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3.2.2 Бiжучi хвилi квазiлiнiйного рiвняння Кортевега – де Фрiза з
перетвореним аргументом

Дослiдимо iснування перiодичних розв’язкiв крайової задачi

∂w

∂t
+ a2

∂3w

∂x3
= ε f(w,w(t, x−∆)), (3.28)

w(t, x+ 2π) = w(t, x), (3.29)

де ε — малий додатний параметр, a ̸= 0, f ∈ C∞(R2). Розв’язок задачi (3.28),
(3.29) будемо шукати у виглядi хвилi w = θ(y), y = σt+x, де функцiя θ(y) має
перiод 2π. Пiдставляючи w = θ(y) в рiвняння (3.28), одержимо диференцiальне
рiвняння iз запiзнюючим аргументом

σ
dθ

dy
+ a2

d3θ

dy3
= ε f(θ, θ(y −∆)), (3.30)

або
d3θ

dy3
= −γ2dθ

dy
+ µ f(θ, θ(y −∆)), (3.31)

де γ2 =
σ

a2
, µ =

ε

a2
. Рiвняння (3.31) запишемо у виглядi системи

dθ

dy
= θ1,

dθ1
dy

= θ2,
dθ2
dy

= −γ2θ1 + µ f(θ, θ(y −∆)). (3.32)

Зведемо систему (3.32) до стандартної форми. Зробивши замiну θ = u1 +
u2 + ū2, θ1 = iγu2 − iγ ū2, θ2 = −γ2u2 − γ2ū2, де u2 — комплексна змiнна,
знаходимо

u′1 = 2ε1f(u1 + u2 + ū2, u1(y −∆) + u2(y −∆) + ū2(y −∆)),

u′2 = iγu2 − ε1f(u1 + u2 + ū2, u1(y −∆) + u2(y −∆) + ū2(y −∆)), ε1 =
µ

2γ2
.

Виконавши замiну u1 = v1, u2 = v2 exp(iγy), ū2 = v̄2 exp(−iγy), одержи-
мо систему

v′1 = 2ε1f(v1+e
iγyv2+e

−iγyv̄2, v1(y−∆)+eiγ(y−∆)v2(y−∆)+e−iγ(y−∆)v̄2(y−∆)),

v′2 = −ε1e−iγyf(v1 + eiγyv2 + e−iγyv̄2, v1(y −∆) + eiγ(y−∆)v2(y −∆)+ (3.33)

+e−iγ(y−∆)v̄2(y −∆)).

Системi (3.33) поставимо у вiдповiднiсть усереднену систему [84]

v′1 = 2ε1g1(v1, v2v̄2), v′2 = −ε1v2g2(v1, v2v̄2), (3.34)
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де g1(v1, v2v̄2) = M [f(v1 + v2 exp(iγy) + v̄2 exp(−iγy), v1 + v2 exp(iγ(y − ∆)) +

v̄2 exp(−iγ(y −∆)))], g2(v1, v2v̄2) =
1

v2
M [exp(−iγy)f(v1 + v2 exp(iγy)+

+v̄2 exp(−iγy), v1+v2 exp(iγ(y−∆))+ v̄2 exp(−iγ(y−∆)))], M [∗] — середнє зна-
чення вiдносно y. Перейшовши в (3.34) до полярних координат v2 = r exp(iφ),
одержимо систему

v′1 = 2ε1g1(v1, r
2), r′ = −ε1rg2(v1, r2). (3.35)

Припустимо, що система g1(v1, s) = 0, g2(v1, s) = 0 має розв’язок (v10, s0),
v10 ∈ R, s0 > 0. Нехай матриця A з елементами

a11 = 2
∂g1(v1, r

2)

∂v1
, a12 = 2

∂g1(v1, r
2)

∂r
,

a21 = −∂[rg2(v1, r
2)]

∂v1
, a22 = −∂[rg2(v1, r

2)]

∂r

при v = v10, r =
√
s0 задовольняє умови

det A ̸= 0, spA ̸= 0. (3.36)

Тодi система (3.35) має експоненцiально стiйкий або експоненцiально ди-
хотомiчний стан рiвноваги (v10,

√
s0). Стацiонарному розв’язку (v10,

√
s0) систе-

ми (3.35) вiдповiдає перiодичний розв’язок θ = v10 + 2
√
s0 cos γ1(ε)y + O(ε),

γ1(ε) = γ + O(ε), рiвняння (3.30). Цей розв’язок буде мати перiод 2π вiдносно
y тодi i тiльки тодi, коли γ = k +O(ε), k = ±1, ±2, . . . , тобто σ = k2a2 +O(ε).

Теорема 3.7. Нехай виконуються умови (3.36). Тодi iснує ε0 > 0 таке, що
при 0 < ε < ε0 задача (3.28), (3.29) має злiченне число перiодичних розв’язкiв

wk = v10 + 2
√
s0 cos ky +O(ε), y = (k2a2 +O(ε))t+ x, k = ±1, ±2, . . . .

Теорема 3.8. Перiодичний розв’язок wk задачi (3.28), (3.29) буде експоненцi-
ально орбiтально стiйким, якщо виконуються нерiвностi det A > 0, spA < 0.

Твердження теореми 3.8 випливає з експоненцiальної стiйкостi стацiонар-
ного розв’язку системи (3.35).

Як приклад розглянемо рiвняння (3.28) з функцiєю f(v, w) = α(v − v3) +
β(w − w3). Тодi функцiї g1 та g2 в правiй частинi системи (3.35) будуть мати
вигляд g1(v1, s) = (α+β)(v1−v31−6v1s), g2(v1, s) = (α+β cos (γ∆))(1−3v21−3s),
отже, система (3.35) має стацiонарнi розв’язки (0, 1

/√
3) та (±1

/√
5,
√
2
/√

15).
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Неважко перевiрити, що першому з них вiдповiдають стiйкi хвилi при β(cos (k∆)
−1) < 0, (α+β)(α+β cos (k∆)) < 0, а двом iншим — стiйкi хвилi при β(cos (k∆)
−1) < 0, (α+ β)(α+ β cos (k∆)) > 0.

Зауваження 3.2. Для рiвняння вигляду (3.28), у якому немає запiзнення
в правiй частинi, аналогiчнi питання розглядалися в [89].

3.2.3 Бiжучi хвилi параболiчних рiвнянь iз малою дифузiєю та стiй-
кiсть перiодичних розв’язкiв

Розглянемо систему
∂u1
∂t

= εd
∂2u1
∂x2

+ u2 + ε(αu1 − βu2) + (d0u1 − c0u2)(u
2
1 + u22),

∂u2
∂t

= εd
∂2u2
∂x2

− u1 + ε(αu2 + βu1) + (d0u2 + c0u1)(u
2
1 + u22) (3.37)

з перiодичною умовою

u1(t, x+ 2π) = u1(t, x), u2(t, x+ 2π) = u2(t, x), (3.38)

де ε – малий додатний параметр, d > 0, d0 ∈ R.
Перейшовши до комплексних змiнних u = u1+ iu2, ū = u1− iu2, одержимо

рiвняння
∂u

∂t
= εd

∂2u

∂x2
− iu+ ε(α+ iβ)u+ (d0 + ic0)u

2ū. (3.39)

Дослiдимо iснування i стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (3.37), (3.38).
Розв’язок рiвняння (3.39) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi u = θ(y),
y = σt+ x, де функцiя θ(y) має перiод 2π. Тодi одержимо рiвняння

σ
dθ

dy
= εd

d2θ

dy2
− iθ + ε(α+ iβ)θ + (d0 + ic0)θ

2θ̄.

Це рiвняння замiною
dθ

dy
= θ1 зведемо до вигляду

dθ

dy
= θ1, σθ1 = εd

dθ1
dy

− iθ + ε(α+ iβ)θ + (d0 + ic0)θ
2θ̄. (3.40)

Iнтегральний многовид системи (3.40) можна зобразити у виглядi

θ1 = −εd
σ3
θ − i

σ
θ +

ε

σ
(α+ iβ)θ +

d0 + ic0
σ

θ2θ̄ + . . . .

Тут у лiнiйних доданках збережено члени порядку O(ε), а в нелiнiйних – O(1).
Рiвняння на цьому многовидi набере вигляду

dθ

dy
= −εd

σ3
θ − i

σ
θ +

ε

σ
(α+ iβ)θ +

d0 + ic0
σ

θ2θ̄ + . . . (3.41)
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Перейшовши у рiвняннi (3.41) до полярних координат, w = r exp(iφ), одер-
жимо рiвняння

dr

dy
= ε

(
α

σ
− d

σ3

)
r +

d0
σ
r3. (3.42)

Нехай d0 < 0 i виконується нерiвнiсть α >
d

σ2
. Тодi рiвняння (3.42) має

стацiонарний розв’язок

r =
√
εR0, R0 =

√
(α− d

σ2
))|d0|−1,

отже, перiодичний розв’язок рiвняння (3.41) має вигляд θ =
√
εR0 exp

(
− i

σ
y

)
+

O(ε). Враховуючи, що функцiя θ повинна мати перiод 2π, одержуємо σ = −1

n
+

O(ε), n = ±1,±2, . . ., отже, перiодичний розв’язок рiвняння (3.39) має вигляд

un = un(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+ nx)), (3.43)

де rn =
√
(α− dn2)|d0|−1, χn(ε) = −1 + εβ + εc0r

2
n, n ∈ Z. Тодi перiодичний

розв’язок задачi (3.37), (3.38) має вигляд

u1 =
√
εrn cos(χn(ε)t+ nx), u2 =

√
εrn sin(χn(ε)t+ nx), n ∈ Z. (3.44)

Тому правильне наступне твердження.

Теорема 3.9. Нехай d0 < 0 i для деякого цiлого n виконується нерiвнiсть
α > dn2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0 задача (3.37), (3.38)
має перiодичнi вiдносно t розв’язки (3.44).

Рiвняння у варiацiях в околi розв’язку (3.43) рiвняння (3.39) має вигляд

∂v

∂t
= εd

∂2v

∂x2
− iv + ε(α+ iβ)v + ε(d0 + ic0)(2r

2
nv + w2

nv̄), (3.45)

де wn = rn exp(i(χn(ε)t + nx)), χn(ε) = −1 + εβ + εc0r
2
n. Зробивши в рiвняннi

(3.45) замiну v = w exp(iχn(ε)t), одержимо

∂w

∂t
= ε(d

∂2w

∂x2
+ (α + d0r

2
n)w + (d0 + ic0)r

2
n(w + w exp(2inx))). (3.46)

Розв’язок рiвняння (3.46) будемо шукати у вигляду ряду Фур’є в компле-
кснiй формi

w(t, x) =
∞∑

k=−∞

yk(t) exp(ikx), w(t, x) =
∞∑

k=−∞

vk(t) exp(ikx). (3.47)
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Пiдставляючи (3.47) в (3.46) i зрiвнюючи коефiцiєнти при exp(ikx), одержимо
рiвняння вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk+n
dt

= ε[(α + d0r
2
n)yk+n − d(k + n)2yk+n + (d0 + ic0)r

2
n(yk+n + vk−n)]. (3.48)

Аналогiчно пiдставляючи (3.47) у спряжене до (3.46) рiвняння, одержимо

dvk−n
dt

= ε[(α+ d0r
2
n)vk−n − d(k − n)2vk−n + (d0 − ic0)r

2
n(vk−n + yk+n)]. (3.49)

Стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (3.37), (3.38) визначається стiйкiстю
системи (3.48), (3.49) з параметром k ∈ Z. Позначимо через εA матрицю си-
стеми (3.48), (3.49) з елементами εa11, εa12, εa21, εa22. Матриця A має нульове
власне значення при k = 0. Оскiльки сума дiагональних елеменетiв матрицi
A вiд’ємна, a = a11 + a22 < 0, то для орбiтальної експоненцiальної стiйкостi
хвильового розв’язку un(t, x) необхiдно i досить, щоб при k ̸= 0 виконувалась
умова a2c > f 2, де c = Re(det(A)), f = Im(det(A)), f = 4dknc0r

2
n, тобто

(dk2 + α− dn2)2(dk2 + 2α− 6dn2) > 4dn2c20r
4
n, (3.50)

де r2n = (dn2 − α)/d0.

Теорема 3.10. Бiжучi хвилi un(t, x) задачi (3.37), (3.38) експоненцiально ор-
бiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (3.50) при всiх
k ∈ Z, k ̸= 0.

Як приклад розглянемо рiвняння (3.37), в якому β = 0, c0 = 0, Тодi з
теореми 3.9 випливає, що при d0 < 0, dn2 < α iснує перiодичний розв’язок

un =
√
ε(α− dn2)|d0|−1

(
cos(−t+ nx)
sin(−t+ nx)

)
. Згiдно з теоремою 3.10 бiжучi хвилi

un(t, x) експоненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли n2 <
1

6d
(d +

2α).

3.2.4 Перiодичнi режими рiвняння спiнового горiння
Розглянемо задачу

∂2ξ

∂t2
+ ξ = 2ε

[
∂ξ

∂t

(
1− 4

3

(
∂ξ

∂t

)2
)

+
1

ϱ2
∂3ξ

∂t∂x2

]
, (3.51)

ξ(t, x+ 2π) = ξ(t, x), (3.52)

де ε – малий додатний параметр, ϱ > 0.
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Задача (3.51), (3.52) еквiвалентна системi

∂ξ

∂t
= p,

∂p

∂t
+ ξ = ε

[
p

(
1− 4

3
p2
)
+

1

ϱ2
∂2p

∂x2

]
, (3.53)

ξ(t, x+ 2π) = ξ(t, x), p(t, x+ 2π) = p(t, x).

Розв’язок системи (3.53) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi ξ = θ1(y),
p = θ2(y), y = σt + x, де функцiї θ1(y), θ2(y) мають перiод 2π. Тодi одержимо
систему

σ
dθ1
dy

= θ2, σ
dθ2
dy

+ θ1 = 2ε

[
θ2

(
1− 4

3
θ22

)
+

1

ϱ2
d2θ2
dy2

]
.

Цю систему замiною
dθ2
dy

= θ3 зведемо до вигляду

σ
dθ1
dy

= θ2,
dθ2
dy

= θ3, σθ3 + θ1 = 2ε

[
θ2

(
1− 4

3
θ22

)
+

1

ϱ2
dθ3
dy

]
. (3.54)

Iнтегральний многовид системи (3.54) можна зобразити у виглядi

θ3 = −1

σ
θ1 +

2ε

σ

[
θ2

(
1− 4

3
θ22

)
+

1

σ2ϱ2
θ2

]
+O(ε2).

Система рiвнянь на цьому многовидi набере вигляду

σ
dθ1
dy

= θ2,
dθ2
dy

= −1

σ
θ1 +

2ε

σ

[
θ2

(
1− 4

3
θ22

)
+

1

σ2ϱ2
θ2

]
+O(ε2). (3.55)

Перейшовши до комплексних змiнних u = θ1 + iθ2, ū = θ1 − iθ2, одержимо
рiвняння

du

dy
= − i

σ
u+

ε

σ
[u− ū+

1

3
(u− ū)2 − 1

σ2ϱ2
(u− ū)] +O(ε2). (3.56)

Зробивши у рiвняннi (3.56) замiну

u = w + εi

[
1

2

(
1− 1

σ2ϱ2

)
w̄ +

1

6
w3 − 1

2
ww̄2 +

1

12
w̄3

]
,

одержимо
dw

dy
= − i

σ
w +

ε

σ

[
w − w2w̄ − 1

σ2ϱ2
w

]
+O(ε2). (3.57)

Перейшовши у рiвняннi (3.57) до полярних координат w = r exp(iφ), отри-
маємо рiвняння

dr

dy
=
ε

σ

[
r − 1

σ2ϱ2
r − r3

]
+O(ε2). (3.58)

65



Нехай виконується нерiвнiсть σ2ϱ2 > 1. Тодi рiвняння (3.58) має стацiонарний
розв’язок

R0 =

√
1− 1

σ2ϱ2
,

отже, перiодичний розв’язок рiвняння (3.56) має вигляд u = R0 exp

(
− i

σ
y

)
+

O(ε). Звiдси знаходимо перiодичний розв’язок θ1 = R0 cos
(y
σ

)
+ O(ε), θ2 =

−R0 sin
(y
σ

)
+ O(ε) системи (3.55). Враховуючи, що функцiї θ1 та θ2 повиннi

мати перiод 2π, одержуємо σ = −1

n
+ O(ε), n = ±1,±2, . . ., отже, перiодичний

розв’язок рiвняння (3.51) має вигляд

ξn =

√
1− n2

ϱ2
cos(−t+ nx) +O(ε), (3.59)

де n ∈ Z. Тому правильне наступне твердження.

Теорема 3.11. Нехай для деякого цiлого n виконується нерiвнiсть n2 < ϱ2.
Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0 задача (3.51), (3.52) має
перiодичнi вiдносно t розв’язки (3.59), де n ∈ Z.

Система рiвнянь у варiацiях в околi перiодичного розв’язку ξn = ξn(t, x),

pn =
∂ξn(t, x)

∂t
системи (3.53) має вигляд

∂v1
∂t

= v2,
∂v2
∂t

+ v1 = 2ε

[
v2 − 4p2nv2 +

1

ϱ2
∂2v2
∂x2

]
.

Перейшовши до комплексних змiнних v = v1 + iv2, одержимо рiвняння

∂v

∂t
= −iv + ε

[
v − v̄ − 4p2n(v − v̄) +

1

ϱ2
∂2(v − v̄)

∂x2

]
.

Зробивши замiну v = w exp(−it) i усереднивши одержане рiвняння вiдносно t,
одержимо рiвняння

∂w

∂t
= ε

[
w − 2r2nw − r2n exp(2inx)w̄ +

1

ϱ2
∂2w

∂x2

]
, (3.60)

де rn =

√
1− n2

ϱ2
.
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Розв’язок рiвняння (3.60) будемо шукати у вигляду ряду Фур’є (3.47). Пiд-
ставляючи (3.47) в (3.60) i зрiвнюючи коефiцiєнти при exp(ikx), одержимо рiв-
няння вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk+n
dt

= ε

[
yk+n − 2r2nyk+n − r2nvk−n −

(k + n)2

ϱ2
yk+n

]
. (3.61)

Аналогiчно пiдставляючи (3.47) у спряжене до (3.60) рiвняння, одержимо

dvk−n
dt

= ε

[
vk−n − 2r2nvk−n − r2nyk+n −

(k − n)2

ϱ2
vk−n

]
. (3.62)

Стiйкiсть перiодичних розв’язкiв рiвняння спiнового горiння визначається
стiйкiстю системи (3.61), (3.62) з параметром k ∈ Z. Позначимо через εA ма-
трицю системи (3.61), (3.62) з елементами εa11, εa12, εa21, εa22. Матриця A має
нульове власне значення при k = 0. Оскiльки сума дiагональних елеменетiв
матрицi A вiд’ємна, a = a11 + a22 < 0, то для орбiтальної експоненцiальної
стiйкостi перiодичного розв’язку ξn(t, x) необхiдно i досить, щоб при k ̸= 0
виконувалась умова det(A) > 0, тобто k2

(
k2 + 2ϱ2 − 6n2

)
/ϱ4 > 0. Ця умова

рiвносильна умовi

n2 <
1

6
(2ϱ2 + 1). (3.63)

Теорема 3.12. Бiжучi хвилi ξn(t, x) задачi (3.51), (3.52) експоненцiально ор-
бiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (3.63).

3.3 Асимптотична декомпозицiя лiнiйних сингулярно збурених си-
стем з двома малими параметрами

3.3.1 Схема розщепелення системи лiнiйних сингулярно збурених рiв-
нянь з двома малими параметрами

Розглянемо сингулярно збурену систему

ẋ0 = A00x0 + A01x1 + A02x2,

ε1ẋ1 = A10x0 + A11x1 + A12x2, (3.64)

ε1ε2ẋ2 = A20x0 + A21x1 + A22x2

в областi Ω = {(t, ε1, ε2) : t ∈ R, ε1, ε2 > 0}, де x0 ∈ Rn0, x1 ∈ Rn1, x2 ∈ Rn2,
Aij = Aij(t), i, j = 0, 2 – матрицi розмiрностей ni × nj, ε1, ε2 – малi додатнi
параметри.

Припустимо, що для системи (3.64) справджуються умови:
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1) матрицi Aij(t), i, j = 0, 2, рiвномiрно обмеженi за нормою для t ∈ R
додатною сталою M ;

2) власнi значення λi = λi(t), i = 0, 1, . . . , матрицi A22(t) задовольняють
нерiвнiсть

Reλi ≤ −2β < 0, β > 0.

Здiйснимо в системi (3.64) замiну змiнних

x0 = y0 + ε1ε2H0w, x1 = y1 + ε2H1w,

x2 = w + P0x0 + P1x1, (3.65)

де H0, H1, P0, P1 – матричнi функцiї вiдповiдних розмiрностей.
В результатi система (3.64) матиме вигляд:

ẏ0 = (A00 + A01P0 −H0(A20 + A22P0 − ε1ε2P0A00 − ε1ε2P0A02P0 − ε2P1A10−

−ε2P1A12P0 − ε1ε2Ṗ0))y0 + (A01 + A02P1 −H0(A21 + A22P1 − ε1ε2P0A01−
−ε1ε2P0A02P1 − ε2P1A11 − ε2P1A12P1 − ε1ε2Ṗ1))y1 + (ε1ε2A00H0 + ε2A01H1+

+A02(E + ε1ε2P0H0 + ε2P1H1)− ε1ε2Ḣ0 −H0(A22 − ε1ε2P0A02 − ε2P1A12+

+ε1ε2(A20+A22P0−ε1ε2P0A00−ε1ε2P0A02P0−ε2P1A10−ε2P1A12P0−ε1ε2Ṗ0)×H0+

+ε2(A21+A22P1−ε1ε2P0A01−ε1ε2P0A02P1−ε2P1A11−ε2P1A12P1−ε1ε2Ṗ1)H1))w,

ε1ẏ1 = (A10 + A12P0 −H1(A20 + A22P0 − ε1ε2P0A00 − ε1ε2P0A02P0 − ε2P1A10−
−ε2P1A12P0 − ε1ε2Ṗ0))y0 + (A11 +A12P1 −H1(A21 +A22P1 − ε1ε2P0A01− (3.66)

−ε1ε2P0A02P1−ε2P1A11−ε2P1A12P1−ε1ε2Ṗ1))y1+(ε1ε2A10H0+ε2A11H1+A12(E+

+ε1ε2P0H0+ε2P1H1)−ε1ε2Ḣ1−H1(A22−ε1ε2P0A02−ε2P1A12+ε1ε2(A20+A22P0−
−ε1ε2P0A00− ε1ε2P0A02P0− ε2P1A10− ε2P1A12P0− ε1ε2Ṗ0)H0+ ε2(A21+A22P1−

−ε1ε2P0A01 − ε1ε2P0A01P1 − ε2P1A11 − ε2P1A12P1 − ε1ε2Ṗ1)H1))w,

ε1ε2ẇ = (A20 + A22P0 − ε1ε2P0A00 − ε1ε2P0 × A02P0 − ε2P1A10 − ε2P1A12P0−
−ε1ε2Ṗ0)y0 + (A21 + A22P1 − ε1ε2P0A01 − ε1ε2P0A02P1 − ε2P1A11 − ε2P1A12P1−
−ε1ε2Ṗ1)y1 + (A22 − ε1ε2P0A02 − ε2P1A12 + ε1ε2(A20 + A22P0 − ε1ε2P0A00−

−ε1ε2P0A02P0− ε2P1A10− ε2P1A12P0− ε1ε2Ṗ0)H0+ ε2(A21+A22P1− ε1ε2P0A01−
−ε1ε2P0A02P1 − ε2P1A11 − ε2P1A12P1 − ε1ε2Ṗ1)H1)w.
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Якщо матрицi P0 i P1 вибрати як розв’язки системи рiвнянь{
ε1ε2Ṗ0 = A20 + A22P0 − ε1ε2P0A00 − ε1ε2P0A02P0 − ε2P1A10 − ε2P1A12P0,

ε1ε2Ṗ1 = A21 + A22P1 − ε1ε2P0A01 − ε1ε2P0A02P1 − ε2P1A11 − ε2P1A12P1,
(3.67)

то система (3.66) набуде вигляду

ẏ0 = (A00+A02P0)y0+(A01+A02P1)y1+(ε1ε2A00H0+ε2A01H1+A02(E+ε1ε2P0H0+

+ε2P1H1)−H0(A22 − ε1ε2P0A02 − ε2P1A12)− ε1ε2Ḣ0)w,

ε1ẏ1 = (A10 + A12P0)y0 + (A11 + A12P1)y1 + (ε1ε2A10H0 + ε2A11H1 + A12(E+

+ε1ε2P0H0 + ε2P1H1)−H1(A22 − ε1ε2P0A02 − ε2P1A12)− ε1ε2Ḣ1)w,

ε1ε2ẇ = (A22 − ε1ε2P0A02 − ε2P1A12)w. (3.68)

Вибравши матрицi H0 та H1 як розв’язки системи рiвнянь
ε1ε2Ḣ0 = ε1ε2A00H0 + ε2A01H1 + A02(E + ε1ε2P0H0 + ε2P1H1)−
−H0(A22 − ε1ε2P0A02 − ε2P1A12),

ε1ε2Ḣ1 = ε1ε2A10H0 + ε2A11H1 + A12(E + ε1ε2P0H0 + ε2P1H1)−
−H1(A22 − ε1ε2P0A02 − ε2P1A12),

(3.69)

система (3.68) матиме вигляд
ẏ0 = B00y0 +B01y1,

ε1ẏ1 = B10y0 +B11y1,
ε1ε2ẇ = B22w,

(3.70)

де Bij = Aij + Ai2Pj, i, j = 0, 1, B22 = A22 − ε1ε2P0A02 − ε2P1A12.
Позначимо Q(t, s, ε1, ε2) фундаментальну матрицю рiвняння

ε1ε2ẋ1 = A22x2.

Рiвномiрна обмеженiсть матрицi A22 в областi Ω i умова 2) забезпечує оцiнку
[108, 111]:

∥Q(t, s, ε1, ε2)∥ ≤ Ke−
3β

2ε1ε2
(t−s), (3.71)

для деякого K > 0, при будь-яких −∞ < s ≤ t <∞.
Запишемо систему (3.70) в еквiвалентнiй формi системи iнтегральних рiв-

нянь

P0(t, s, ε1, ε2) =
1

ε1ε2

t∫
−∞

Q(t, s, ε1, ε2)[A20(s, ε1, ε2)− ε1ε2P0(s, ε1, ε2)×
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×(A00(s, ε1, ε2) + A02(s, ε1, ve2)P0(s, ε1, ε2))− ε2P1(s, ε1, ε2)(A10(s, ε1, ε2)+

+A12(s, ε1, ε2)P0(s, ε1, ε2))]ds, (3.72)

P1(t, s, ε1, ε2) =
1

ε1ε2

t∫
−∞

Q(t, s, ε1, ε2)[A21(s, ε1, ε2)− ε1ε2P0(s, ε1, ε2)×

×(A01(s, ε1, ε2) + A12(s, ε1, ve2)P1(s, ε1, ε2))− ε2P1(s, ε1, ε2)(A11(s, ε1, ε2)+

+A12(s, ε1, ve2)P0(s, ε1, ε2))]ds.

Застосовуючи оцiнку (3.71) за допомогою принципу стискаючих вiдобра-
жень нескладно показати, що системи (3.67) та (3.69) мають єдиний обмежений
на всiй числовiй осi розв’язок.

Лема 3.1. Нехай виконуються умови 1) – 2). Тодi iснує ε∗2 таке, що при
0 < ε2 < ε∗2 система (3.67) має єдиний обмежений розв’язок при t ∈ R i
справедливi оцiнки

|P0(t, ε1, ε2)| ≤
KM

β
,

|P1(t, ε1, ε2)| ≤
KM

β
.

(3.73)

Лема 3.2. Нехай справджуються умови 1) – 2). Тодi iснує ε∗∗2 > 0 таке, що
при 0 < ε2 < ε∗∗2 система (3.69) має єдиний обмежений розв’язок H0(t, ε1, ε2),
H1(t, ε1, ε2) при t ∈ R.

Розглянемо тепер систему iз перших двох рiвнянь системи (3.70){
ẏ0 = B00y0 +B01y1,
ε1ẏ1 = B10y0 +B11y1.

(3.74)

Iз спiввiдношень Bij = Aij + Ai2Pj, i, j = 0, 1, умови 1) та нерiвностей (3.73)
дiстаємо, що матрицi Bij, i, j = 0, 1, рiвномiрно обмеженi за нормою сталою

M1 =M
(
1 +

KM

β

)
.

Нехай справджується умова
3) власнi значення λi = λi(t), i = 0, 1, . . . , матрицi B11(t, ε1, ε2) задоволь-

няють нерiвнiсть
Reλi ≤ −2γ < 0, γ > 0.

Тодi iснує ε∗∗1 > 0 таке, що для 0 < ε1 < ε∗∗1 замiна змiнних [112]{
y0 = u+ ε1H(t, ε1, ε2)v,
y1 = v + P (t, ε1, ε2)y0,

(3.75)
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розщеплює систему (3.74) на незалежнi пiдсистеми{
u̇ = (B00 +B01)u,
ε1v̇ = (B11 − ε1HB01)v.

(3.76)

Матричнi функцiї P i H є рiвномiрно обмеженими розв’язками таких рiв-
нянь {

ε1Ṗ = ε1(B00 +B01H)P +B01 − P (B11 − ε1HB01),

ε1Ḣ = B10 +B11H − ε1H(B00 +B01H).

Виражаючи старi змiннi x0, x1, x2 через новi u, v, w одержуємо наступну
теорему.

Теорема 3.13. Нехай виконуються умови 1) – 3). Тодi для достатньо малих
ε1, ε2 iснує невироджена замiна змiнних x0

x1
x2

 =

 E ε1H ε1ε2H0

P E + ε1PH ε2H1

R S T

 u
v
w

 , (3.77)

де R = P0 + P1P , S = P1 + ε1(P0 + P1P )H, T = E + ε1ε2P0H0 + ε1P1H1, за
допомогою якої система (3.64) зводиться до трьох незалежних пiдсистем

u̇ = (B00 +B01)u,
ε1v̇ = (B11 − ε1HB01H)v,
ε1ε2ẇ = B22w.

(3.78)

Зауваження 3.3. Умова 3) є складною для перевiрки, оскiльки матрицi
P0 та P1 вдається знайти в явному виглядi тiльки у найпростiших випадках.
Легко переконатися, що умова 3) буде справджуватися при малих ε1, якщо
A12 = ε1Ā12, i власнi значення матрицi A11 задовольняють нерiвнiсть

Reλi(A11) ≤ −2γ, γ > 0.

3.3.2 Асимптотичнi розклади розщеплюючого перетворення
Знайти точний вигляд коефiцiєнтiв розщеплюючого перетворення (3.77)

вдається тiльки у найпростiших випадках, тому представляє iнтерес виписати
вiдповiднi розщепленi системи при наближеному знаходженнi асимптотичних
розкладiв цих коефiцiєнтiв.

IV) Нехай матрицi Aij(t), i, j = 0, 2, A−1
22 (t) рiвномiрно обмеженi для t ∈ R

разом iз своїми похiдними до (n+ 1) порядку включно.
Розглянемо диференцiальний вираз

T (u) = A20x0 + A21x1 + A22u− ε1ε2
d

dt
u. (3.79)
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Покажемо, що iснує функцiя u(t, x0(t), x1(t), ε2), яку можна представити у
виглядi

u = P 0(t, ε2)x0 + P 1(t, ε2)x1 = (P 0
0 (t) + ε2P

1
0 (t) + ...+ εn2P

n
0 (t))x0+

+(P 0
1 (t) + ε2P

1
1 (t) + ...+ εn2P

n
1 (t))x1,

(3.80)

де P i
0(t), P i

1(t), i = 0, n – рiвномiрно обмеженi разом iз своїми (n− i + 1) похi-
дними, така, що на обмежених розв’язках системи (3.64)

T (u) = o(εn+1
2 ).

Пiдставимо спiввiдношення (3.80) у рiвнiсть (3.79) i пiдберемо функцiї
P i
0(t), P i

1(t), i = 0, n так, щоб у рiвностi (3.79) перетворилися в нуль всi члени,
що мiстять ε2 в степенi, меншiй, нiж n + 1. Обгрунтування можливостi такого
вибору неважко провести за iндукцiєю. При цьому для коефiцiєнтiв у представ-
леннi (3.80) одержуємо алгебраїчнi спiввiдношення

P 0
0 (t) = −A−1

22 (t)A20(t),
P 0
1 (t) = −A−1

22 (t)A21(t),

P k
0 (t) = A−1

22 (t)
(
ε1Ṗ

k−1
1 (t) + ε1P

k−1
0 (t)A00(t)+ + ε1

k−1∑
i=0

P i
0(t)A02(t)P

k−i−1
0 (t)+

+P k−1
1 (t)A10(t) +

k−1∑
i=0

P i
1(t)A12(t)P

k−i−1
0 (t)

)
,

P k
1 (t) = A−1

22 (t)
(
ε1Ṗ

k−1
1 (t) + ε1P

k−1
0 (t)A01(t)+ + ε1

k−1∑
i=0

P i
0(t)A02(t)P

k−i−1
0 (t)+

+P k−1
1 (t)A11(t) +

k−1∑
i=0

P i
1(t)A12(t)P

k−i−1
1 (t)

)
, k = 1, 2, ..., n.

(3.81)
Обмеженiсть P i

0, P i
1 та їх частинних похiдних до (n − i + 1) порядку ви-

пливає iз умови IV). Якщо функцiї P i
0, P i

1 вибранi за формулами (3.81), то
диференцiальне спiввiдношення (3.79) набуде вигляду

T (u) = εn+1
2 (η0(t, ε1, ε2)x0 + η1(t, ε1, ε2)x1),

де η0, η1 – рiвномiрно обмеженi функцiї.
Якщо у вихiднiй системi (3.64) зробити замiну

x2 = P 0x0 + P 1x1 + εn+2
2 z,

то для змiнних x0, x1, z одержимо систему

ẋ0 = (A00(t) + A02(t)P 0)x0 +
(
A01(t) + A02(t)P 1

)
x1 + εn+1

2 A02(t)z,

ε1ẋ1 = (A10(t) + A12(t)P 0)x0 +
(
A11(t) + A12(t)P 1

)
x1 + εn+1

2 A12(t)z,
ε1ε2ż = η0(t, ε1, ε2)x0 + η1(t, ε1, ε2)x1 + A22(t)z.

(3.82)
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Система (3.82) – це система типу (3.64), для якої iснує iнтегральний мно-
говид [115]

z = P ∗
0 (t, ε)x0 + P ∗

1 (t, ε)x1, (3.83)

де P ∗
0 , P ∗

1 – рiвномiрно обмеженi функцiї.
Якщо система (3.82) має iнтегральний многовид (3.83), то система (3.64)

має iнтегральний многовид

x2 = (P 0 + εn+1
2 P ∗

0 )x0 + (P 1 + εn+1
2 P ∗

1 )x1 = P0x0 + P1x1,

для якого справедливий асимптотичний розклад

x2 = (P 0
0 + ε2P

1
0 + ...+ εn2P

n
0 + εn+1

2 P ∗
0 )x0+

+(P 0
1 + ε2P

1
1 + ...+ εn2P

n
1 + εn+1

2 P ∗
1 )x1. (3.84)

Здiйснимо в системi (3.64) замiну змiнних

x2 = P0x0 + P1x1 + w,

одержимо систему

ẋ0 = (A00 + A02P0)x0 + (A01 + A02P1)x1 + A02w,

ε1ẋ1 = (A10 + A12P0)x0 + (A11 + A12P1)x2 + A12w,
ε1ε2ẇ = (A22 − ε1ε2P0A02 − ε2P1A12)w.

(3.85)

Розглянемо тепер диференцiальнi вирази

T0(u0, u1) = ε1ε2(A00 + A02P0)u0 + ε2(A01 + A02P1)u1 − ε1ε2
d
dtu0 + A02w,

T1(u0, u1) = ε1ε2(A10 + A12P0)u0 + ε2(A11 + A12P1)u1 − ε1ε2
d
dtu1 + A12w.

(3.86)
Покажемо, що iснують функцiї u0(t, ε2, w), u1(t, ε2, w), якi можна предста-

вити у виглядi

u0 = H0w =
n∑
i=0

εi2H
i
0w,

u1 = H1w =
n∑
i=0

εi2H
i
1w,

(3.87)

де H i
0, H i

1, i = 0, n – рiвномiрно обмеженi разом iз своїми (n− i+1) похiдними,
такi що

T0(u0, u1) = o(εn+1
2 ), T1(u0, u1) = o(εn+1

2 ).

Пiдставимо спiввiдношення (3.87) у рiвностi (3.86) i пiдберемо функцiї H i
0,

H i
1, i = 0, n так, щоб в рiвностях (3.86) перетворились в нуль всi члени, що
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мiстять ε2 в степенi меншiй, нiж n + 1. Для коефiцiєнтiв H i
0, H i

1 одержуємо
алгебраїчнi спiввiдношення

H0
0 = A01A

−1
22 ,

H0
1 = A12A

−1
22 ,

Hk
0 = (ε1A00H

k−1
0 + A01H

k−1
1 + ε1A02

k−1∑
i=0

P i
0H

k−1−i
0 + A02

k−1∑
i=0

P i
1H

k−1−i
1 +

+ε1
k−1∑
i=0

H i
0P

k−1−i
0 A02 +

k−1∑
i=0

H i
0P

k−1−i
1 A12 − ε1Ḣ

k−1
0 )A−1

22 ,

Hk
1 = (ε1A10H

k−1
0 + A11H

k−1
1 + ε1A12

k−1∑
i=0

P i
0H

k−1−i
0 + A12

k−1∑
i=0

P i
1H

k−1−i
1 +

+ε1
k−1∑
i=0

H i
1P

k−1−i
0 A02 +

k−1∑
i=0

H i
1P

k−1−i
1 A12 − ε1Ḣ

k−1
1 )A−1

22 , k = 1, 2, ..., n.

(3.88)
Обмеженiсть H i

0, H i
1 та їх частинних похiдних випливає iз умови IV). У

цьому випадку диференцiальнi вирази (3.86) набувають вигляду

T0(u0, u1) = εn+1
2 µ0(t, ε1, ε2)w,

T1(u0, u1) = εn+1
2 µ1(t, ε1, ε2)w,

де µ0, µ1 – рiвномiрно обмеженi функцiї.
Якщо тепер у системi (3.85) зробити замiну

x0 = εn+1
2 y0 + ε1ε2H0w,

x1 = εn+1
2 y1 + ε2H1w,

то для змiнних y0, y1, w одержимо систему

ẏ0 = (A00 + A02P0)y0 + (A01 + A02P1)y1 + µ0w,
ε1ẏ1 = (A10 + A12P0)y0 + (A11 + A12P1)y1 + µ1w,
ε1ε2ẇ = (A22 − ε1ε2P0A02 − ε2P1A12)w,

(3.89)

типу (3.64), для якої iснують iнтегральнi многовиди [115]

y0 = ε1ε2H
∗
0w, y1 = ε2H

∗
1w. (3.90)

Якщо система (3.89) має iнтегральнi многовиди (3.90), тодi система (3.85) має
iнтегральнi многовиди

x0 = ε1ε2(H0 + εn+1
2 H∗

0)w = ε1ε2H0w,

x1 = ε2(H1 + εn+1
2 H∗

1)w = ε2H1w,
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для яких справедливi асимптотичнi розклади

x0 = ε1ε2

(
n∑
i=0

εi2H
i
0 + εn+1

2 H∗
0

)
w,

x1 = ε2

(
n∑
i=0

εi2H
i
1 + εn+1

2 H∗
1

)
w.

Здiйснивши в системi (3.75) замiну змiнних

x0 = y0 + ε1ε2H0w, x1 = y1 + ε2H1w,

одержимо систему (3.70) i завершуємо перший етап розщеплення системи (3.64).

Теорема 3.14. Нехай справджуються умови I), II), IV). Тодi для достатньо
малих значень ε2 iснує замiна змiнних (3.65), за допомогою якої система
(3.64) зводиться до вигляду (3.70), i коефiцiєнти асимптотичних розкладiв
перетворення (3.65) можна однозначно знайти iз алгебраїчних спiввiдношень
(3.81), (3.88).

Представлення функцiй P,H iз рiвностей (3.75) у виглядi асимптотичних
розкладiв

P (t, ε1) = P0(t) + ε1P1(t) + ...,
H(t, ε1) = H0(t) + ε1H1(t) + ...,

(3.91)

встановлено у працях [108, 112, 117].
При цьому коефiцiєнти розкладiв (3.91) однозначно знаходяться iз алге-

браїчних спiввiдношень

P0(t) = −B−1
11 B10, H0(t) = B01B

−1
11 ,

Pk(t) = B−1
11 (Ṗk−1 + Pk−1B00 +

k−1∑
i=0

PiB01Pk−1−i),

Hk(t) = (B00Hk−1 +
k−1∑
i=0

B01PiHk−1−i +
k−1∑
i=0

MiPk−1−i +B01 − Ṁk−1)B
−1
11 .

(3.92)
Обмежуючись у спiввiдношеннях (3.65) та (3.75) тiльки нульовими коефi-

цiєнтами асимптотичних наближень одержуємо таке нульове наближення роз-
щепленої системи

u̇ = (A00 − A02A
−1
22 A20 + A01 − A02A

−1
22 A21)u,

ε1v̇1 = (A11 − A12A
−1
22 A21)− ε1(A01 − A02A

−1
22 A21)×

×(A11 − A12A
−1
22 A21)

−1(A01 − A02A
−1
22 A21))v,

ε1ε2ẇ = (A22 + ε1ε2A
−1
22 A20A02 + ε2A

−1
22 A21A12)w.

(3.93)

75



3.4 Схеми апроксимацiї початкових задач для ДФР

3.4.1 Схема апроксимацiї системи диференцiально-рiзницевих рiв-
нянь iз багатьма запiзненнями

Нехай n, p – деякi натуральнi числа, t0, T – заданi дiйснi числа, t0 < T .
Розглянемо систему диференцiально-рiзницевих рiвнянь

dx(t)

dt
= f(t, x(t), x(t− τ1), . . . , x(t− τp)), t ∈ [t0, T ], p ≥ 1, (3.94)

де x ∈ Rn, τk, k = 1, p, – запiзнення, 0 < τ1 < . . . < τp = τ ; f(t, u0, . . . , up) –
неперервна вектор-функцiя, визначена для t ∈ [t0, T ], uk ∈ Rn, k = 0, p.

Будемо розглядати для x ∈ Rn норму ||x|| =
n∑
i=1

|xi|.

Припустимо, що функцiя f задовольняє умову Лiпшица

||f(t, u′0, . . . , u′p)− f(t, u′′0, . . . , u
′′
p)|| ≤

p∑
k=0

Li||u′k − u′′k||, (3.95)

де Lk > 0, u′k, u
′′
k ∈ Rn, k = 0, p, ||f(t, u0, ..., up)|| = max

t

n∑
i=1

|fi(t, u0, ..., up)|.

Нехай φ(t) – задана на [t0 − τ, t0] неперервна функцiя. Розв’язком поча-
ткової задачi для системи (3.94) будемо називати функцiю x(t), яка спiвпадає
з φ(t) на [t0 − τ, t0] i задовольняє систему (3.94) на [t0, T ].

Нехай m ∈ N . Визначимо функцiї zj(t) ∈ Rn, j = 0,m як розв’язки систе-
ми звичайних диференцiальних рiвнянь

dz0(t)

dt
= f(t, z0(t), zl1(t), . . . , zlp(t)),

dzj(t)

dt
=
m

τ
(zj−1(t)− zj(t)), j = 1,m, t ∈ [t0, T ], (3.96)

з початковими умовами

zj(t0) = φ(t0 −
τj

m
), j = 0,m, (3.97)

де iндекси lj однозначно визначаються нерiвностями

τ lj
m

≤ τj <
τ(lj + 1)

m
.

Будемо говорити, що система звичайних диференцiальних рiвнянь (3.96)
апроксимує систему рiвнянь iз запiзненням (3.94), якщо справджуються спiв-
вiдношення

||x(t− τj

m
)− zj(t)|| → 0, j = 0,m, t ∈ [t0, T ] при m→ ∞.
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Нехай x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), zj(t) = (zj1(t), . . . , zjn(t)), j = 1,m,

Nj(t) = max
t0≤s≤t

n∑
i=1

|xi(s−
τj

m
)− zji(s)|, j = 0,m, t ∈ [t0, T ]. (3.98)

Представимо zji(t) j = 1,m, i = 1, n у виглядi суми z
(1)
ji (t) + z

(2)
ji (t), де

z
(1)
ji (t) i z(2)ji (t) є розв’язками таких задач Кошi

τ

m

dz
(1)
1i (t)

dt
+ z

(1)
1i (t) = xi(t),

τ

m

dz
(1)
ji (t)

dt
+ z

(1)
ji (t) = z

(1)
j,i−1(t), j = 2,m, i = 1, n, (3.99)

z
(1)
ji (t0) = xi(t0 −

jτ

m
), j = 1,m, i = 1, n. (3.100)

τ

m

dz
(2)
1i (t)

dt
+ z

(2)
1i (t) = z0i(t)− xi(t),

τ

m

dz
(2)
ji (t)

dt
+ z

(2)
ji (t) = z

(2)
j,i−1(t), j = 2,m, i = 1, n, (3.101)

z
(2)
ji (t0) = 0, j = 1,m, i = 1, n. (3.102)

Оцiнимо рiзницi
n∑
i=1

|xi(t − τj
m ) − zji(t)|, враховуючи вигляд систем (3.99)-

(3.100) та (3.101)-(3.102). Маємо
n∑
i=1

|xi(t−
jτ

m
)− zji(t)| =

n∑
i=1

|xi(t−
jτ

m
)− (z

(1)
ji (t) + z

(2)
ji (t))| ≤

≤
n∑
i=1

|xi(t−
jτ

m
)− z

(1)
ji (t)|+

n∑
i=1

|z(2)ji (t)|. (3.103)

Для другого доданка у правiй частинi (3.103) методом математичної iнду-
кцiї неважко переконатися у справедливостi оцiнки

n∑
i=1

|z(2)ji (s)| ≤ N0(t), j = 1,m, t ∈ [t0, T ]. (3.104)
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Враховуючи властивостi розв’язкiв початкової задачi для рiвняння iз за-
пiзненням маємо, що функцiї xi(t) ∈ C[t0 − τ, T ], i = 1, n – тому для оцiнки
величини |xi(t− jτ

m )− z
(1)
ji (t))| можна застосувати нерiвнiсть [121]

|xi(t−
jτ

m
)− z

(1)
ji (t))| ≤ β1i(

τ√
m
), t ∈ [t0, T ], j = 1,m, i = 1, n,

де β1i( τ√
m
) = 4Ki

τ√
m
+2ω(xi,

τ√
m
), Ki – стала Лiпшица функцiї x(1)i , ω

(
xi,

τ√
m

)
– модуль неперервностi функцiї xi(t) на [t0, T ]. Отже,

n∑
i=1

|xi(t−
jτ

m
)− z

(1)
ji (t)| ≤

n∑
i=1

β1i(
τ√
m
) = β1(

τ

m
). (3.105)

Iз властивостей функцiй β1i(
τ√
m
) маємо, що lim

δ→0
β1(δ) = 0. Нерiвнiсть (3.105)

справедлива для всiх t ∈ [t0, T ], тому враховуючи позначення (3.98), маємо

Nj(t) ≤ β1(
τ

m
) +N0(t), j = 1,m. (3.106)

Для оцiнки рiзницi ||x(t)− z0(t)||, подамо рiвняння (3.94) та (3.96) в еквi-
валентнiй iнтегральнiй формi

x(t)− x(t0) =

t∫
t0

f(s, x(s), x(s− τ1), . . . , x(s− τp))ds, t ∈ [t0, T ],

z0(t)− z0(t0) =

t∫
t0

f(s, z0(s), zl1(s), . . . , zlp(s))ds, t ∈ [t0, T ].

Оцiнимо |x(s− τj)− zlj(s)| :

||x(s− τj)− zlj(s)|| = ||x(s− τj)− x(s− τlj) + x(s− τlj)− zlj(s)|| ≤

≤ ||x(s− τj)− x(s− τlj)||+ ||x(s− τlj)− zlj(s)|| ≤ Nlj(t) + nω(
τ

m
) ≤

≤ β1(
τ

m
) +N0(t) + nω(

τ

m
) = β2(

τ

m
) +N0(t), (3.107)

де
β2(

τ

m
) = β1(

τ

m
) + nω(

τ

m
),

ω(
τ

m
) = max

i=1,n
ω
(
xi,

τ√
m

)
.
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Неважко переконатися, що lim
δ→0

β2(δ) = 0.
Використовуючи нерiвностi (3.95), (3.106) та (3.107), для t ∈ [t0, T ] маємо

оцiнку
||x(t)− z0(t)|| ≤

≤
t∫

t0

||f(s, x(s), x(s− τ1), . . . , x(s− τp))− f(s, z0(s), zl1(s), . . . , zlp(s))||ds ≤

≤
t∫

t0

[
L0||x(s)− z0(s)||+

p∑
k=0

(Lk||x(s− τk)− zlk(s)||)
]
ds ≤

≤
t∫

t0

[
L0N0(s) +

p∑
i=k

Lk(N0(s) + β2(
τ

m
))
]
ds ≤

≤ p(T − t0)β2(
τ

m
)

p∑
i=k

Lk +

p∑
k=0

Lk

t∫
t0

N0(s)ds.

Враховуючи позначення (3.98), дiстаємо

N0(t) ≤ p(T − t0)β2(
τ

m
)

p∑
k=1

Lk +

p∑
k=0

Lk

t∫
t0

N0(s)ds t ∈ [t0, T ].

Застосовуючи нерiвнiсть Гронуолла-Беллмана, дiстаємо

N0(t) ≤ p(T − t0)β2(
τ

m
)

p∑
k=1

Lke
(T−t0)

p∑
k=0

Lk

, t ∈ [t0, T ].

Тепер iз нерiвностi (3.106) маємо

Nj(t) ≤ p(T − t0)β2(
τ

m
)

p∑
k=1

Lke
(T−t0)

p∑
k=0

Lk

+ β1(
τ

m
) = β3(

τ

m
), (3.108)

j = 1,m, t ∈ [t0, T ]. Крiм того, lim
δ→0

β3(δ) = 0.
Звiдси дiстаємо наступне твердження.

Теорема 3.15. [132] Нехай для системи (3.94) справджується нерiвнiсть
(3.95). Тодi розв’язок задачi Кошi для системи звичайних диференцiальних
рiвнянь (3.96)-(3.97) апроксимує розв’язок початкової задачi для системи ди-
ференцiально-рiзницевих рiвнянь (3.94) при m→ ∞ i t ∈ [t0, T ].
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3.4.2 Апроксимацiя нелiнiйних диференцiально-функцiональних рiв-
нянь

Розглянемо початкову задачу для ДФР вигляду

dx(t)

dt
= L(t, xt) + f(t, xt), t ∈ [0, T ],

x0 = φ, (3.109)

де T додатна стала, φ ∈ C; L(t, φ) =
p∑

k=0

Ak(t)φ(−τk) +
0∫

−τ
D(t, θ)φ(θ)dθ – лi-

нiйний функцiонал, що найчастiше зустрiчається в застосуваннях, Ak(t), k =
0, p – n × n-матричнi функцiї компоненти яких неперервнi функцiї при t ∈
[0, T ], D(t, θ) – n×n-матрична функцiя, компоненти якої dij(t, θ) – неперервнi
за сукупнiстю змiнних функцiї на [0, T ] × [−τ, 0], 0 = τ0 < τ1 < ... < τp = τ ;
f = (f1, ..., fn) : R × C → Rn неперервна функцiя, яка задовольняє умову
Лiпшиця

|f(t, φ1)− f(t, φ2)| ≤ L |φ1 − φ2| , L > 0.

Означення 3.1. [126]. Функцiю x(t) називатимемо розв’язком рiвняння (3.109)
з початковою функцiєю ϕ ∈ C в точцi t = σ якщо:

1) x ∈ C([σ − τ, σ + A],Rn),
2) xσ = ϕ,
3) xt задовольняє рiвняння (3.109) при t ∈ [σ, σ + A].

Нехай m, p ∈ N . Поставимо у вiдповiднiсть рiвнянню (3.109) систему зви-
чайних диференцiальних рiвнянь

dz0(t)

dt
=

p∑
i=0

Ai(t)zli(t) +
τ

m

m−1∑
i=0

D(t,−τ(m− k)

m
)zm−i(t) + f(t,

m∑
i=1

ziχi),

dzj(t)

dt
=
m

τ
(zj−1(t)− zj(t)), j = 1,m, t ∈ [0, T ], (3.110)

з початковими умовами

zj(0) = φ(−τj
m

), j = 0,m, (3.111)

де iндекси li визначаються рiвностями li =
[
mτi
τ

]
,

χi =

{
1, θ ∈

[
− iτ
m ,−

(i−1)τ
m

]
,

0, iнакше.
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Другий доданок у першому рiвняннi системи (3.110) одержаний в резуль-
татi замiни iнтегрального доданка за квадратурною формулою лiвих прямоку-
тникiв iз кроком h = τ

m .
Будемо говорити, що система звичайних диференцiальних рiвнянь (3.110)

апроксимує систему нелiнiйних ДФР (3.109), якщо справджуються спiввiдно-
шення

||x(t− τj

m
)− zj(t)|| → 0, j = 0,m, t ∈ [0, T ]при m→ ∞.

Дослiдимо питання про близькiсть розв’язкiв початкової задачi для рiвня-
ння (3.109) та розв’язкiв задачi Кошi (3.110)–(3.111).

Розглянемо зображення zj(t) = z
(1)
j (t)+z

(2)
j (t), де z(1)j (t) та z(2)j (t) – розв’яз-

ки таких задач Кошi

τ

m

dz
(1)
1 (t)

dt
+ z

(1)
1 (t) = x(t),

τ

m

dz
(1)
j (t)

dt
+ z

(1)
j (t) = z

(1)
j−1(t), j = 2,m, t ∈ [0, T ], (3.112)

z
(1)
j (0) = x(−jτ

m
), j = 1,m;

τ

m

dz
(2)
1 (t)

dt
+ z

(2)
1 (t) = z0(t)− x(t),

τ

m

dz
(2)
j (t)

dt
+ z

(2)
j (t) = z

(2)
j−1(t), j = 2,m, t ∈ [0, T ], (3.113)

z
(2)
j (0) = 0, j = 1,m.

Оцiнимо рiзницi zj(t) − x(t − jτ
m ), j = 1,m враховуючи структуру систем

(3.112)–(3.113), зображення для zj(t) та нерiвнiсть

||zj(t)− x(t− jτ

m
)|| ≤ ||z(1)j (t)− x(t− jτ

m
)||+ ||z(2)j (t)||.

Враховуючи позначення zj(t) = (zj1(t), ..., zjn(t)), x(t) = (x1(t), ..., xn(t)),
представимо zji(t) j = 1,m, i = 1, n у виглядi суми z

(1)
ji (t) + z

(2)(t)
ji , де z(1)ji (t) i

z
(2)
ji (t) є розв’язками таких задач Кошi
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τ

m

dz
(1)
j1 (t)

dt
+ z

(1)
j1 (t) = xi(t),

τ

m

dz
(1)
ji (t)

dt
+ z

(1)
ji (t) = z

(1)
j−1,i(t), j = 2,m, i = 1, n, (3.114)

z
(1)
ji (0) = xi(−

jτ

m
), j = 1,m, i = 1, n; (3.115)

τ

m

dz
(2)
j1 (t)

dt
+ z

(2)
j1 (t) = z0i(t)− xi(t),

τ

m

dz
(2)
ji (t)

dt
+ z

(2)
ji (t) = z

(2)
j−1,i(t), j = 2,m, i = 1, n, (3.116)

z
(2)
ji (0) = 0, j = 1,m, i = 1, n. (3.117)

Нехай

Nj(t) = max
0≤s≤t

n∑
i=1

|xi(s−
τj

m
)− zji(s)|, j = 0,m, t ∈ [0, T ]. (3.118)

Враховуючи вигляд систем (3.114) та (3.116) для рiзницi
n∑
i=1

|xi(t − τj
m ) −

zji(t)| маємо нерiвнiсть
n∑
i=1

|xi(t−
jτ

m
)− zji(t)| ≤

n∑
i=1

|xi(t−
jτ

m
)− z

(1)
ji (t)|+

n∑
i=1

|z(2)ji (t)|. (3.119)

Методом математичної iндукцiї легко показати, що для другого доданку в
правiй частинi (3.119) справедлива оцiнка

n∑
i=1

|z(2)ji (s)| ≤ N0(t), j = 1,m, t ∈ [0, T ]. (3.120)

Враховуючи властивостi розв’язкiв початкової задачi ДФР (3.109) [127;
128; 129] маємо, що функцiї xi(t) ∈ C[−τ, T ], i = 1, n – тому, застосовуючи тео-
рему, що визначає точнiсть апроксимацiї елемента запiзнення [124], для рiзницi
|xi(t− jτ

m )− z
(1)
ji (t)| дiстаємо оцiнку

n∑
i=1

|xi(t−
jτ

m
)− z

(1)
ji (t)| ≤ γ2(

τ√
m
), lim

δ→0
γ2(δ) = 0. (3.121)
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Нерiвнiсть (3.121) справедлива для всiх t ∈ [0, T ] , тому враховуючи по-
значення (3.118), нерiвностi (3.119),(3.120),(3.121), маємо

Nj(t) ≤ γ2(
τ√
m
) +N0(t), j = 1,m. (3.122)

Для оцiнки рiзницi ||x(t)− z0(t)||, представимо рiвняння (3.109) та (3.110)
в еквiвалентнiй iнтегральнiй формi

x(t) =

t∫
0

p∑
k=0

Ak(t)x(t− τk)dt+

t∫
0

m−1∑
j=0

−τ+(j+1) τ
m∫

−τ+j τ
m

D(t, θ)x(t+ θ)dθdt+

+

t∫
0

f(t, x(t+ θ))dt+ φ(0), (3.123)

z0(t) =

t∫
0

p∑
i=0

Ai(t)zli(t)dt+

t∫
0

m−1∑
i=0

−τ+(i+1) τ
m∫

−τ+i τm

D(t,−τ(m− i)

m
)zm−i(t)dθdt+

+

t∫
0

f(t,
m∑
i=1

ziχi)dt+ φ(0). (3.124)

Позначимо

KA = max
k=0,p

max
t

||Ak(t)||, KD = max
t,θ

||D(t, θ)||,

Kf = max
i=1,n

max
t

|fi(t, 0)|, ω1(
τ

m
) = n max

i,j
ω(dij,

τ

m
),

де ω(dij, τm) – модуль неперервностi функцiй dij(t, θ), i, j = 1, n, t ∈ [0, T ], θ ∈
[−τ, 0].

Встановимо деякi властивостi розв’язкiв задачi Кошi (3.110)–(3.111). Нехай
початковi умови для системи (3.110)–(3.111) задовольняють нерiвностi

n∑
i=1

|zji(0)| < δ, j = 0,m.

Позначимо

M(t) = max
s∈[0,t]

[δ,
n∑
i=1

|z0i(s)|]. (3.125)
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Iз векторного рiвняння

dz1(t)

dt
=
m

τ
(z0(t)− z1(t))

одержимо

z1i(t) = z1i(0)exp(
−mt
τ

) +
m

τ

t∫
0

z0i(s)exp(
m(s− t)

τ
)ds.

Звiдси

n∑
i=1

|z1i(t)| ≤M(t)(exp(
−mt
τ

) +
m

τ

t∫
0

exp(
m(s− t)

τ
)ds) =M(t).

Аналогiчно, одержуємо
n∑
i=1

|zji(t)| ≤M(t), j = 1,m. (3.126)

Враховуючи рiвнiсть (3.124), маємо

|z0i(t)| ≤ |z0i(0)|+KA

t∫
0

p∑
k=0

n∑
l=1

|zlk,l(s)|ds+
τ

m
KD

t∫
0

m−1∑
j=0

n∑
l=1

|zm−j,l(s)|ds+

+

t∫
0

(∣∣∣∣∣fi(s,
n∑
l=1

m∑
j=1

zjlχj)− fi (s, 0)

∣∣∣∣∣+ |fi (s, 0)|

)
ds ≤ |z0i(0)|+ ((p+ 1)KA +

+τKD)

t∫
0

M(s)ds+ L

t∫
0

M(s)ds+ TKf .(3.127)

Сумуючи одержанi нерiвностi, дiстаємо

n∑
l=1

|z0l(t)| ≤
n∑
i=1

|z0i(0)|+ nTKf + n((p+ 1)KA + τKD + L)

t∫
0

M(s)ds.

Отже,

M(t) ≤ δ + nTKf + n((p+ 1)KA + τKD + L)

t∫
0

M(s)ds.
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Використовуючи лему Гронуолла–Беллмана [130] та позначення (3.125), маємо

M(t) ≤ (δ + nTKf)e
n((p+1)KA+τKD+L)T = Kz. (3.128)

Iз рiвностей (3.123),(3.124), враховуючи властивостi матриць Ak(t), k =
0, p, D(t, θ), функцiї f та нерiвнiсть (3.128), дiстаємо

||x(t)− z0(t)|| ≤
p∑

k=0

||Ak(t)||
t∫

0

||x(s− τk)− zlk(s)||ds+

+

t∫
0

m−1∑
i=0

−τ+(j+1) τ
m∫

−τ+j τ
m

||D(s, θ)x(s+ θ)−D(s,−τ(m− j)

m
)zm−j(s))||dθdt+

+

t∫
0

||f(s, x(s+ θ))− f(s,
m∑
j=1

zj(s)χj)||ds ≤
p∑

k=0

KA

t∫
t0

(γ2(
τ√
m
) +N0(s)+

+nω(
τ

m
))ds+

t∫
0

m−1∑
i=0

−τ+(j+1) τ
m∫

−τ+j τ
m

||D(s, θ)(x(s+ θ)− zm−j(s))+

+(D(s, θ)−D(s,−τ(m− j)

m
))zm−j(s)||dθds+

t∫
0

L|x(s+ θ)−
m∑
j=1

zj(s)χj|ds ≤

≤
p∑

k=0

KA

t∫
0

(γ2(
τ√
m
) +N0(s) + nω(

τ

m
))ds+

t∫
0

m−1∑
i=0

−τ+(j+1) τ
m∫

−τ+j τ
m

(||D(s, θ)||×

×(||x(s+ θ)− x(s− τ + j
τ

m
)||+ ||x(s− τ + j

τ

m
)− zm−j(s)||) + ||D(s, θ)−

−D(s,−τ(m− j)

m
)||||zm−j(s)||)dθds+

t∫
0

L
m∑
j=1

|x(s+ θ)− zj(s)|χjds ≤

≤
p∑

k=0

KA

t∫
0

(γ2(
τ√
m
) +N0(s) + nω(

τ

m
))ds+

t∫
0

m−1∑
i=0

−τ+(j+1) τ
m∫

−τ+j τ
m

(KD(nω(
τ

m
)+

+γ2(
τ√
m
) +N0(s)) +Kzω1(

τ

m
))dθds+

t∫
0

L(
m∑
j=1

|x(s+ θ)− x(s− jτ

m
)|χj+
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+
m∑
j=1

|x(s− jτ

m
)− zj(s)|χj)ds ≤ T [(p+ 1)KA(γ2(

τ√
m
) + nω(

τ

m
))+

+τ(KD(nω(
τ

m
) + γ2(

τ√
m
)) +Kzω1(

τ

m
)) + L(nω(

τ

m
) + γ2(

τ√
m
))]+

+

T∫
0

[(p+ 1)KA + τKD + L]N0(s)ds.

Скориставшись тепер нерiвнiстю Гронуолла–Беллмана [130], одержуємо

N0(t) ≤ T

(
((p+ 1)KA + τKD)

(
γ2(

τ√
m
) + nω(

τ

m
)

)
+Kzω1(

τ

m
) + L

)
×

×eT ((p+1)KA+τKD+L).

Оскiльки lim
m→∞

ω( τm) = 0, lim
m→∞

γ2(
τ√
m
) = 0 та lim

m→∞
ω1(

τ
m) = 0, тодi iз остан-

нього спiввiдношення випливає, що розв’язки задачi Кошi (3.110)–(3.111) апро-
ксимують розв’язки початкової задачi (3.109) при m→ ∞. Сформулюємо одер-
жаний результат у виглядi теореми.

Теорема 3.16. [133] Якщо Ak(t), k = 0, p, D(t, θ) – неперервнi матричнi фун-
кцiї при t ∈ [0, T ],θ ∈ [−τ, 0], функцiя f(t, φ) неперервна i Лiпшицева за φ, тодi
для розв’язкiв початкової задачi (3.109) та розв’язкiв задачi Кошi (3.110)–
(3.111) справджуються спiввiдношення

||x(t− τj
m )− zj(t)|| → 0, j = 0,m, t ∈ [0, T ] при m→ ∞.

Для iлюстрацiї дослiдженої у даному пунктi схеми апроксимацiї наведемо
модельний приклад.

Приклад.
Розглянемо початкову задачу

dx(t)

dt
= −1.5x(t)− 1.25x(t− 1) + x(t) sin x(t), t ∈ [0, 3],

x(t) = 10t+ 1, t ∈ [−1, 0].

Вiдповiдна їй апроксимуюча система звичайних диференцiальних рiвнянь
має вигляд

dz0(t)

dt
= −1.5z0(t)− 1.25zm(t) + z0(t) sin z0(t),

dzj(t)

dt
= m(zm−j(t)− zj(t)), j = 1,m,

zj(0) =
−10j

m
+ 1, j = 0,m.
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На рис. 3.1 наведенi результати числових експериментiв обчислення зна-
чень z0(t) для m = 8, 16, 32 з використанням рiзницевої схеми Гiра першого
порядку. Для порiвняння одержаних наближень наведено значення розв’язку
x(t) вихiдної задачi, знайденi в працi [131] за допомогою блочних методiв че-
твертого порядку.

Рис.3.1

Бачимо, що iз ростом розмiрностi m апроксимуючої системи звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь похибка наближень z0(t) (по вiдношенню до x(t)) змен-
шується, що пiдтверджує теоретичнi висновки з теореми 3.16.
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4 МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТА
ОПТИМIЗАЦIЯ СТОХАСТИЧНИХ ТА

ДЕТЕРМIНОВАНИХ ПРИКЛАДНИХ ПРОЦЕСIВ

При дослiдженнi задач стiйкостi, осциляцiї, бiфуркацiї, керування та
стабiлiзацiї розв’язкiв лiнiйних ДФР важливу роль вiдiграє розмiщення коренiв
вiдповiдних характеристичних рiвнянь, якi у випадку ДРР називають квазiпо-
лiномами.

Для дослiдження найпростiших квазiполiномiв можна використовувати ме-
тод D-розбиття простору коефiцiєнтiв квазiполiнома, частотнi критерiї Михай-
лова i Найквiста [146; 147].

Аналiз розмiщення нулiв квазiполiномiв дослiджувався в роботах [130; 148;
149]. Основнi методи, що тут розвиваються, стосуються побудови спецiальних
многочленiв, нулi яких наближають нулi квазiполiномiв. Вiдзначимо, що ефе-
ктивних алгоритмiв знаходження нулiв квазiполiномiв на даний час немає.

При дослiдженнi апроксимацiї системи лiнiйних ДРР виявилось, що набли-
ження неасимптотичних коренiв їх квазiполiномiв можна знаходити за допомо-
гою характеристичних многочленiв вiдповiдних апроксимуючих систем звичай-
них диференцiальних рiвнянь.

Для скалярних ДРР це дослiджувалося в працях [121; 150; 151], для систем
iз багатьма запiзненнями цi результати одержанi в працях [122; 123].

Результати п. 4.1 одержанi сумiсно Черевком I.М., Клевчуком I.I., Пiдду-
бною Л.А., Матвiєм О.В., Iлiкою С.А. i опублiкованi в працях [141 – 145].

Наближений метод розв’язування крайових задач iз запiзненням за допо-
могою кубiчних сплайнiв дефекту два розглянуто у п. 4.2. Цi результати одер-
жанi сумiсно Дорошем А.Б. та Черевком I.М. i опублiкованi в [156 – 159].

У п.п. 4.3, 4.4 дослiджено поведiнку процесу ризику з перестрахуванням,
що характеризується додатковим доданком в стохастичнiй частинi. Знайдено
граничнi умови поведiнки розв’язку процесу ризику з перестрахуванням, за
умови коли перестрахування невiд’ємне. Розглянуто деякi практичнi пiдходи до
оцiнки ймовiрностi банкрутства та порiвняно результати цих пiдходiв iз стати-
стичними оцiнками, отриманими за допомогою методу Монте-Карло для обра-
них розподiлiв розмiрiв страхових виплат i додаткових коштiв. Результати п.п.
4.3, 4.4 одержанi Строєвим О.М. i опублiкованi в працях [185 – 188].

Мiнiмаксне оцiнювання функцiоналiв вiд розв’язкiв крайових задач з гра-
ничними умовами типу Неймана дослiдженi Перцовим А.С. в [190 – 191] i на-
веденi в п. 4.5.
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4.1 Апроксимацiя систем iз запiзненням та їх числове моделювання

4.1.1 Апроксимацiя коренiв квазiполiномiв схемою пiдвищеної точно-
стi

Розглянемо лiнiйну систему iз запiзненням

dx(t)

dt
=

k∑
i=0

Aix(t− τi), (4.1)

де x ∈ Rn, Ai, i = 0, k – n× n-сталi матрицi, 0 = τ0 < τ1 < . . . < τk = τ .
Квазiполiном для системи (4.1) має вигляд :

Φ(λ) = det(λE −
k∑
i=0

Aie
−λτi). (4.2)

Системi (4.1) поставимо у вiдповiднiсть систему звичайних диференцiаль-
них рiвнянь за схемою Красовського – Рєпiна [122]

dz0(t)

dt
=

k∑
i=0

Aizli(t), li = [
τim

τ
],

dzi(t)

dt
= µ(zi−1(t)− zi(t)), i = 1,m, µ =

m

τ
. (4.3)

Для характеристичного рiвняння апроксимуючої системи (4.3) має мiсце
спiввiдношення [122]

Ψm(λ) = det(λE −
k∑
i=0

Ai(
µ

µ+ λ
)li)(µ+ λ)mn. (4.4)

У роботi [122] показано, що послiдовнiсть функцiй

Hm(λ) =
Ψm(λ)

(µ+ λ)mn
, m ∈ N (4.5)

збiгається при m → ∞ до квазiполiнома (4.2). Цю властивiсть можна викори-
стати для наближеного знаходження неасимптотичних коренiв квазiполiнома
(4.2). Оскiльки нулi функцiй Ψm(λ) i Hm(λ), згiдно рiвностi (4.5), збiгаються,
то коренi характеристичного многочлена ( 4.4) можна брати як наближенi зна-
чення неасимптотичних коренiв квазiполiнома (4.2).

Аналогiчний результат для випадку ДРР нейтрального типу одержаний в
роботi [123].
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На практицi застосування цих результатiв виявилось затрудненим, оскiль-
ки задовiльна точнiсть наближення неасимптотичних коренiв квазiполiномiв
досягалась при розмiрностi апроксимуючої системи ≈ 100, а це означає, що
необхiдно вмiти знаходити коренi многочлена 100 степеня.

В поширених ППП Mathcad, Maple та iнших стандартнi процедури для
обчислення коренiв многочленiв дають задовiльну точнiсть якщо розмiрнiсть
многочлена не перевищує 25.

Розглянемо схему апроксимацiї неасимптотичних коренiв квазiполiномiв
пiдвищеної точностi, яка дозволяє досягнути аналогiчну точнiсть, як в схемi
Красовського–Рєпiна, апроксимуючими системами значно меншої розмiрностi.

Наведемо її побудову для рiвняння iз двома запiзненнями

dx(t)

dt
= A0x(t) + A1x(t− τ1) + A2x(t− τ2), (4.6)

де A0, A1, A2 ∈ R, 0 < τ1 < τ2 = τ.

Характеристичний квазiполiном рiвняння (4.6) має вигляд

Φ(λ) = A0 − λ+ A1e
−λτ1 + A2e

−λτ2. (4.7)

Введемо аналогiчно, як в схемi Красовського–Рєпiна [122; 119], функцiї

yi(t) = x(t− iτ

m
), i = 0,m

i розкладемо yi−1(t) = x(t− (i−1)τ
m ) у ряд в околi точки t− iτ

m до третього члена
включно

yi−1(t) = yi(t) +
dyi(t)

dt

τ

m
+
d2yi(t)

dt2
τ 2

m2

1

2
+ . . . .

Тодi, вiдповiдна рiвнянню (4.6), апроксимуюча система звичайних диферен-
цiальних рiвнянь матиме вигляд

dz0(t)

dt
= A0z0(t) + A1zk(t) + A2zm(t),

1

2
(
τ

m
)2
d2zj(t)

dt2
+
τ

m

dzj(t)

dt
+ zj(t) = zj−1(t), (4.8)

j = 1,m, m ∈ N, k = [
mτ1
τ2

].

Ввiвши позначення

dzj(t)

dt
= zm+j(t), j = 1,m, µ =

m

τ
,
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запишемо систему (4.8) у виглядi

dz0(t)

dt
= A0z0(t) + A1zk(t) + A2zm(t),

dzi(t)

dt
= zm+j(t), (4.9)

dzm+j(t)

dt
= 2µ2(zi−1(t)− zi(t))− 2µzm+j(t),

j = 1,m, m ∈ N.

Лема 4.1. Для характеристичного рiвняння системи (4.9) справджується
рiвнiсть

D2m+1(λ) = (A0−λ)(1+
λτ

m
(1+

λτ

2m
))m+A1(1+

λτ

m
(1+

λτ

2m
))m−k+A2 = 0. (4.10)

У загальному випадку для рiвняння (4.1) схема апроксимацiї пiдвищеної
точностi має вигляд

dz0(t)

dt
=

n∑
i=0

Aizli(t),

dzi(t)

dt
= zm+j(t), (4.11)

dzm+j(t)

dt
= 2µ2(zi−1(t)− zi(t))− 2µzm+j(t),

j = 1,m, µ =
m

τ
, li = [

mτi
τ

], m ∈ N.

Неважко показати, аналогiчно як для системи (4.9), що для характеристи-
чного рiвняння системи (4.11) справджується рiвнiсть

D2m+1(λ) = (A0−λ)(1+
λτ

m
(1+

λτ

2m
))m+

n∑
i=1

Ai(1+
λτ

m
(1+

λτ

2m
))m−li = 0. (4.12)

Лема 4.2. Для фiксованих λ ∈ Z послiдовнiсть функцiй

Hm(λ) =
D2m+1(λ)

(1 + λτ
m (1 + λτ

2m))
m
,m ∈ N, (4.13)

збiгається при m→ ∞ до квазiполiнома (4.2).

Зауваження 4.1. ФункцiяHm(λ), визначена спiввiдношенням (4.13), апро-
ксимує при m → ∞ квазiполiном (4.2). Цю властивiсть можна використати
для наближеного знаходження неасимптотичних коренiв квазiполiнома (4.2).
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Оскiльки нулi функцiй D2m+1(λ) i Hm(λ), згiдно з рiвнiстю (4.13), збiгаються,
то коренi характеристичного многочлена (4.12) можна брати як наближенi зна-
чення неасимптотичних коренiв квазiполiнома (4.2).

Отже, неасимптотичнi коренi квазiполiнома лiнiйного рiвняння iз запiзнен-
ням можна наближати нулями характеристичного многочлена вiдповiдної апро-
ксимуючої системи звичайних диференцiальних рiвнянь. Для обчислення коре-
нiв многочленiв розроблено ряд стандартних процедур у рiзних пакетах при-
кладних програм.

Зокрема в пакетi Mathcad можна видiлити функцiю polyroots(v), яка по-
вертає вектор, що мiстить всi коренi многочлена, коефiцiєнти якого є елемента-
ми вектора v. При цьому не потрiбно задавати початковi наближення шуканих
коренiв.

4.1.2 Порiвняння схем апроксимацiї
Розглянемо випадок диференцiального рiвняння з двома запiзненнями (4.6)

квазiполiном якого (4.7).
Характеристичне рiвняння апроксимуючої системи для рiвняння (4.6) за

схемою Красовського–Рєпiна згiдно (4.4) має вигляд

Ψm(λ) = (A0 − λ)(1 +
λτ2
m

)m + A1(1 +
λτ2
m

)m−k + A2 = 0, де k = [
mτ1
τ2

].

Здiйснивши замiну λ = m
τ2
(s− 1), дiстанемо рiвняння

sm+1 − τ2
m
(
m

τ2
+ A0)s

m − A1
τ2
m
sm−k − A2

τ2
m

= 0,

яке має зручний вигляд для чисельного знаходження його коренiв на ЕОМ.
У випадку схеми апроксимацiї пiдвищеної точностi (4.8) для рiвняння (4.6)

характеристичне рiвняння має вигляд

D2m+1(λ) = (A0−λ)(1+
λτ

m
(1+

λτ

2m
))m+A1(1+

λτ

m
(1+

λτ

2m
))m−k+A2 = 0. (4.14)

Перепишемо рiвняння (4.14) у виглядi

(A0 − λ)((
λτ

m
+ 1)2 + 1)m + 2kA1((

λτ

m
+ 1)2 + 1)m−k + 2mA2 = 0. (4.15)

Приведемо рiвняння (4.15) до вигляду, зручного для реалiзацiї на ЕОМ.
Здiйснимо в (4.15) замiну λ = m

τ (s− 1), одержимо

(A0 +
m

τ
− m

τ
s)(s2 + 1)m + 2kA1(s

2 + 1)m−k + 2mA2 = 0.
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Розкладаючи (s2 + 1)m за степенями s, дiстанемо рiвняння

(A+
m

τ
− m

τ
s)

m∑
i=0

C i
ms

2(m−i) + 2kA1

m−k∑
j=0

Cj
m−ks

2(m−k−j) + 2mA2 = 0,

яке можна записати у стандартному виглядi

α0s
2m+1 + α1s

2m + α2s
2m−1 + . . .+ α2ms+ α2m+1 = 0,

де
α0 = −m

τ
, α1 = A0 +

m

τ
,

α2m = −m
τ
, α2m+1 = A0 +

m

τ
+ 2kA1 + 2mA2,

α2i = −m
τ
C i
m, i = 0,m− 1,

α2i+1 = (A0 +
m

τ
)C i

m, i = 1, k − 1,

α2i+1 = (A0 +
m

τ
)C i

m + 2kA1C
i−k
m−k, i = k,m− 1.

Приклад.
Розглянемо рiвняння

dx(t)

dt
= x(t) + x(t− 0.5) + x(t− 1), (4.16)

характеристичний квазiполiном якого має вигляд

λ = 1 + e−0.5λ + e−λ. (4.17)

Дiйсний корiнь квазiполiнома з найбiльшою дiйсною частиною, знайдений
методом подiлу вiдрiзка навпiл, дорiвнює λ = 1, 6361.

Здiйснимо апроксимацiю рiвняння (4.16) за схемою Красовського–Рєпiна i
за схемою пiдвищеної точностi. Для кореня квазiполiнома (4.17) з найбiльшою
дiйсною частиною обчислимо його наближення вiдповiдними коренями хара-
ктеристичних многочленiв апроксимуючих систем звичайних диференцiальних
рiвнянь. Результати обчислень при рiзних m(m > 3), наведенi в Таблицi 2, де
λК.Р.
i – одержане наближення за схемою Красовського–Рєпiна, а λП.Т.

i – набли-
ження за схемою пiдвищеної точностi.

Таблиця 2
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m λT1 λК.Р.
1 △К.Р. λП.Т.

1 △П.Т.

4 1,6361 1,7263 0,0902 1,6464 0,0103
10 1,6361 1,6741 0,0380 1,6382 0,0021
18 1,6361 1,6575 0,0214 1,6378 0,0017

Iз Таблицi 2 видно, що наближення за схемою пiдвищеної точностi є значно
ефективнiшими, нiж наближення за схемою Красовського–Рєпiна.

4.1.3 Побудова областей стiйкостi лiнiйних диференцiально-рiзницевих
рiвнянь

Дослiдження стiйкостi розв’язкiв диференцiально-рiзницевих рiвнянь є ва-
жливою задачею [146; 152]. У зв’язку з багаточисельними прикладними засто-
суваннями значна увага придiляється одержанню областей стiйкостi лiнiйних
диференцiальних рiвнянь iз запiзненням [ 150; 125].

Розглянемо лiнiйне диференцiально-рiзницеве рiвняння iз запiзненням

dx(t)

dt
+

n∑
k=1

bkx(t− τk) = 0, (4.18)

де bk ∈ R, k ∈ {1, 2, . . . , n}, 0 < τ1 < τ2 < . . . < τn = τ.
Вiдомо [152], що необхiдною i достатньою умовою стiйкостi розв’язкiв рiв-

няння (4.18) є розмiщення нулiв його характеристичного рiвняння

P (λ) = λ+
n∑
k=1

bke
−λτk = 0 (4.19)

в лiвiй пiвплощинi Reλ < 0.
Для лiнiйних диференцiальних рiвнянь без запiзнення характеристичне

рiвняння є многочленом. У цьому випадку вiдомо ряд критерiїв, що дозволя-
ють описати розмiщення коренiв характеристичного рiвняння: критерiй Рауса–
Гурвiца, частотнi критерiї Михайлова i Найквiста, метод D -розбиття простору
параметрiв рiвняння.

Аналiз розмiщення коренiв рiвняня (4.19) є досить складною задачею, однак
при дослiдженнi стiйкостi часто необхiдно знати не фактичне розмiщення ко-
ренiв квазiполiномiв, а тiльки те чи всi коренi мають вiд’ємнi дiйснi частини.

Теорема 4.1. [153]. Нехай {bk, τk} ⊂ (0,∞), (1 ≤ k ≤ n). Якщо
n∑
k=1

bkτk <
π

2
, (4.20)

тодi усi коренi квазiполiнома (4.19) мають вiд’ємнi дiйснi частини.

94



Наведена теорема визначає достатнi умови стiйкостi рiвняння (4.18), однак
вона не дозволяє ефективно побудувати коефiцiєнтнi областi стiйкостi, оскiльки
нульовий розв’язок рiвняння (4.18) може бути стiйким при як завгодно велико-

му значеннi
n∑
k=1

bkτk [153].

Нехай у рiвняннi (4.18) запiзнення τk – додатнi рацiональнi числа. Якщо
зробити лiнiйну замiну незалежної змiнної, то можна одержати iнше лiнiйне
ДРР, якому вiдповiдає характеристичне рiвняння вигляду

λ = a1e
−λ + a2e

−2λ + . . .+ ane
−nλ. (4.21)

Отже, без втрати загальностi, можна вважати в цьому випадку, що запi-
знення у рiвняннi (4.18) – цiлi додатнi попарно рiзнi числа.

Означення 4.1. [154]. Областю стiйкостi рiвняння (4.21) називається мно-
жина точок (a1, . . . , an) ∈ Rn, для яких усi коренi рiвняння (4.21) задовольня-
ють умову Reλ < 0.

Для побудови алгоритмiв знаходження областi стiйкостi рiвняння (4.21)
важливою є наступна теорема.

Теорема 4.2. [154]. Область стiйкостi рiвняння (4.21) обмежена.

Наслiдок. Область стiйкостi рiвняння (4.18), де τk – додатнi, рацiональнi
числа, є обмеженою.

Лема 4.3. [154]. Якщо вектор (a1, a2, . . . , an) належить областi стiйкостi
рiвняння (4.21), то a1 + a2 + . . .+ an < 0.

Доведення. Нехай a1 + a2 + . . .+ an ≥ 0. Тодi квазiполiном
P (λ) = λ− a1e

−λ − . . .− ane
−nλ задовольняє умови

P (0) ≤ 0, lim
λ→+∞

P (λ) = +∞.

Значить, iснує число λ0, 0 ≤ λ0 <∞, таке, що P (λ0) = 0.
Рiвняння (4.21) має невiд’ємний дiйсний корiнь. Отже, вектор (a1, a2, . . . , an)

не належить областi стiйкостi.
Лема 4.3 доведена.
Розглянемо методику дослiдження стiйкостi розв’язкiв лiнiйних диферен-

цiальних рiвнянь iз запiзненням, що базується на їх апроксимацiї послiдовнiстю

95



систем звичайних диференцiальних рiвнянь [122; 125]. Поставимо у вiдповiд-
нiсть рiвнянню (4.18) послiдовнiсть апроксимуючих систем звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь [122]

dz0(t)

dt
+

n∑
k=1

bkzlk(t) = 0,

dzk(t)

dt
+ µ(zk(t)− zk−1(t)) = 0, (4.22)

k = 1,m, µ =
m

τ
, lk = [

mτk
τ

], m ∈ N.

Для характеристичного рiвняння апроксимуючої системи, враховуючи її
структуру, можна одержати спiввiдношення [122]

Ψm(λ) = λ(1 +
λτ

m
)m +

n∑
k=1

bk(1 +
λτ

m
)m−lk = 0. (4.23)

Дослiдимо зв’язок мiж квазiполiномом P (λ) i характеристичним много-
членом (4.23).

Лема 4.4. Для фiксованих λ ∈ C послiдовнiсть функцiй

Hm(λ) = Ψm(λ)(1 +
λτ

m
)−m,m ∈ N, (4.24)

збiгається при m→ ∞ до квазiполiнома P (λ).

Доведення. Розглянемо деяке λ ∈ C. Оскiльки λ ̸= −m
τ (за можливим

винятком одного значення m), то функцiя Hm(λ) визначена для всiх
m ∈ N за можливим винятком одного m ∈ N. Враховуючи вигляд функцiї

Hm(λ) = λ+
n∑
k=1

bk(1 +
λτ

m
)−lk, (4.25)

на пiдставi вiдомої границi

lim
m→∞

(1 +
λτ

m
)
−τkm

τ = e−λτk

та означення числа lk одержуємо рiвнiсть

lim
m→∞

(λ+
n∑
k=1

bk(1 +
λτ

m
)−lk) = λ+

n∑
k=1

bke
−λτk.
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Отже, переходячи в рiвностi (4.25) до границi при m → ∞, для фiксованого
λ ∈ C одержимо

lim
m→∞

Hm(λ) = λ+
n∑
k=1

bke
−λτk.

Лема 4.4 доведена.
Зауваження 4.2. Оскiльки нулi функцiй Ψm(λ) i Hm(λ), згiдно з рiвнiстю

(4.24), збiгаються, то коренi характеристичного многочлена (4.23) можна брати
за наближенi значення неасимптотичних коренiв квазiполiнома P (λ).

Конструктивнi алгоритми дослiдження стiйкостi лiнiйних стацiонарних си-
стем iз запiзненням на основi аналiзу властивостей нульового розв’язку апро-
ксимуючої системи звичайних диференцiальних рiвнянь наведено в [122].

Теорема 4.3. [122]. Якщо нульовий розв’язок рiвняння (4.18) експоненцiаль-
но стiйкий (нестiйкий), тодi iснує m0 > 0, таке, що при m ≥ m0 нульовий
розв’язок системи (4.22) експоненцiально стiйкий (нестiйкий). Якщо для всiх
m ≥ m0 нульовий розв’язок системи (4.22) експоненцiально стiйкий (нестiй-
кий), то й нульовий розв’язок рiвняння (4.18) експоненцiально стiйкий (не-
стiйкий).

Застосовуючи теорему 4.3 та лему 4.4 можна одержати ефективний алго-
ритм побудови областi стiйкостi лiнiйного ДРР iз запiзненням.

Як приклад розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння iз двома запiзне-
ннями

dx(t)

dt
= a1(t−m) + a2(t− n), (4.26)

де {a1, a2} ⊂ R, m, n− натуральнi взаємно простi числа.
Iз теореми 4.2 i леми 4.3 одержимо, що область стiйкостi рiвняння (4.26)

на площинi параметрiв a1, a2 мiститься в обмеженому многокутнику

||a1| − |a2|| < π, ||a1|e−m − |a2|e−n| <
√
π2 + 1, a1 + a2 < 0.

Покриваємо цю область сiткою вузлiв (a0i, a1j), i ∈ {0, 1, . . . , p}, j ∈ {0, 1, . . . , k},
{n, k} ⊂ N. Для кожного вузла (a0i, a1j) маємо лiнiйне рiвняння iз запiзнен-
ням вигляду (4.26). Дослiджуємо його на стiйкiсть згiдно з теоремою 4.3, ви-
користовуючи вiдповiдну (4.22) апроксимуючу систему звичайних диференцi-
альних рiвнянь. Для дослiдження стiйкостi стацiонарних лiнiйних систем зви-
чайних диференцiальних рiвнянь використовується процедура polyroots пакету
Mathcad, яка дозволяє обчислити коренi вiдповiдних цим системам характери-
стичних многочленiв.
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Провiвши такi дослiдження у кожному вузлi сiтки, можна побудувати
область стiйкостi рiвняння (4.26).

Результати числових експериментiв для m = 1, n = 2, зображенi на рис.2,
де область стiйкостi – це заштрихована частина площини.

Рис.2

Застосування теореми 4.3 i схеми апроксимацiї ДРР дозволяє також знайти
область значень запiзнення τ для яких система

dx(t)

dt
= Ax(t) +Bx(t− τ), (4.27)

x ∈ Rn, A,B − n× n-сталi матрицi, τ > 0, є експоненцiально стiйкою.
Обчислюючи коренi характеристичного многочлена апроксимуючої для

(4.27) системи звичайних диференцiальних рiвнянь

dz0(t)

dt
= Az0(t) +Bzm(t),

dzi(t)

dt
= µ(zi−1(t)− zi(t)), i = 1,m, (4.28)

zi ∈ Rn, µ = m
τ , при рiзних значеннях запiзнення τ , для яких зберiгається стiй-

кiсть нульового розв’язку апроксимуючої системи (4.28), можна знайти область
значень запiзнення τ для якої апроксимуюча система (4.28), а значить i система
iз запiзненням (4.27) є експоненцiально стiйкою.

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь iз запiзненням другого по-
рядку, де
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A =

(
a11 a12
a21 a22

)
, B =

(
b11 b12
b21 b22

)
.

Тодi характеристичне рiвняння апроксимуючої системи (4.28) матиме ви-
гляд

Dm(λ) = s2·m+2 ·
(m
τ

)2
+ s2·m+1(−a11

m

τ
− a22

m

τ
− 2 ·

(m
τ

)2
) +

+s2·m(a11a22 + a11
m

τ
+ a22

m

τ
+
(m
τ

)2
− a21a12) + sm+1(−b22

m

τ
− b11

m

τ
) +

+sm(a11b22 + b22
m

τ
+ b11a22 + b11

m

τ
− a21b12 − a12b21) + b11b22 − b12b21. (4.29)

Коренi многочлена (4.29) можна знаходити за допомогою вбудованої функцiї
Polyroots(v) iз пакету Mathcad, де v – (n + 1)-вимiрний вектор коефiцiєнтiв
многочлена.

Результати наведеної схеми розглянемо на прикладi системи iз запiзнен-
ням, де

A =

(
−0, 9 −6, 5
4, 8 −0, 9

)
, B =

(
−1, 39 −0, 65
0, 48 −1, 39

)
. (4.30)

У цьому випадку система (4.28) iз матрицями (4.30) буде асимптотично стiйкою
тодi, коли τ ∈ (0, τ1)

∪
(τ2, τ3), де τ1 = 0, 2862, τ2 = 0, 714, τ3 = 1, 2142.

Одержанi результати добре узгоджуються iз дослiдженням стiйкостi лiнiй-
них диференцiальних рiвнянь iз запiзненням в працi [155].

4.2 Застосування сплайн-функцiй для апроксимацiї розв’язкiв кра-
йових задач iз запiзненням

4.2.1 Лiнiйнi крайовi задачi iз запiзненням
Диференцiальнi рiвняння iз запiзненням виникають у багатьох областях

математичного моделювання. Врахування запiзнення дозволяє описати багато
нових ефектiв i явищ у бiологiї, екологiї, iмунологiї та iнших науках. У зв’язку
з вiдсутнiстю ефективних алгоритмiв iнтегрування диференцiальних рiвнянь
iз запiзненням у явному виглядi важливого значення набувають дослiдження
наближених методiв їх iнтегрування.

У даному пунктi дослiджується наближений метод розв’язання крайової
задачi для лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi змiнним запiзненням, що базу-
ється на апроксимацiї розв’язку кубiчними сплайнами дефекту два. У випадку
лiнiйних крайових задач iз запiзненням застосування апарату кубiчних сплай-
нiв дозволяє побудувати ефективнi та простi в реалiзацiї алгоритми.
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Розглянемо крайову задачу

y′′ (x) = p1 (x) y
′ (x) + q1 (x) y (x) + p2 (x) y

′ (x− τ (x))+ (4.31)
+q2 (x) y (x− τ (x)) + f (x) , x ∈ [a; b] ,

y(j) (x) = φ(j) (x) , j = 0, 1, x ∈ [a∗; a] , y (b) = γ, (4.32)

де pi (x) , qi (x) , i = 1, 2 – неперервнi на вiдрiзку [a; b] функцiї, φ (x) — задана на
[a∗; a] неперервно-диференцiйовна функцiя, γ ∈ R. Нехай запiзнення τ (x) ≥ 0
— така неперервна на [a; b] функцiя, що iснує скiнченна множина точок E ={
xi ∈ [a; b] , i = 1, l

}
, таких що xi − τ (xi) = a, a∗ = min

x∈[a;b]
(x− τ (x)).

Введемо позначення δ1 = [a, x1] , δ2 = [x1, x2] , . . . , δl+1 = [xl+1, b] та визна-
чимо множину функцiй

V =

{
y (x) : y (x) ∈ (C [a∗, b]) ∩

(
C1 [a∗, a] ∪ C1 [a, b]

)(l+1∪
j=1

C2 [δj]

)}
. (4.33)

Розв’язком крайової задачi (4.31)-(4.32) будемо вважати функцiю y = y(x),
яка задовольняє рiвняння (4.31) (за можливим винятком точок xi, i = 1, l) та
крайовi умови (4.32).

Питання iснування та єдиностi розв’язкiв крайових задач iз запiзненням
у рiзних функцiональних просторах вивчались у [160-162] та iнших. Зведення
лiнiйної крайової задачi iз запiзненням до iнтегрального рiвняння i застосу-
вання до його розв’язання проекцiйно-iтерацiйних методiв розглянуто в [163].
Застосування методу сплайн-апроксимацiй до диференцiально-рiзницевих рiв-
нянь дослiджувалось у працях [164-166]. В подальшому будемо припускати, що
iснує розв’язок задачi (4.31)-(4.32), який належить множинi V .

Розглянемо обчислювальну схему знаходження розв’язкiв задачi 4.31-4.32.
Задамо на [a, b] сiтку ∆ : a = x0 < x1 < . . . < xn = b так, щоб E ⊂ ∆. Будемо
шукати наближений розв’язок задачi (4.31)-(4.32) у виглядi iнтерполяцiйного
кубiчного сплайну S(y, x) дефекту 2 на сiтцi ∆, що належить простору функцiй
V .

Введемо позначення

hj = xj − xj−1, j = 1, . . . , n,

M+
j = S ′′ (y, xj + 0) , j = 0, . . . , n− 1,

M−
j = S ′′ (y, xj − 0) , j = 1, . . . , n.
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Для сплайна S (x, y) нескладно одержати зображення

S (x, y) =M−
j

(x− xj−1)
3

6hj
+M+

j−1

(xj − x)3

6hj
+

(
yj−1

hj
−M+

j−1

hj
6

)
(xj − x)+

+

(
yj
hj

−M−
j

hj
6

)
(x− xj−1) , x ∈ [xj−1, xj] , j = 1, n.

(4.34)

Враховуючи неперервнiсть похiдної сплайна S (x, y) у внутрiшнiх вузлах сiтки
∆ та крайовi умови (4.32), одержуємо систему лiнiйних рiвнянь, яку задоволь-
няють величини M+

j i M−
j .

hj+1yj−1 − (hj + hj+1) yj + hjyj+1 =

=
hj − hj+1

6

(
hjM

+
j−1 + 2hjM

−
j + 2hj+1M

+
j + hj+1M

−
j

)
,

j = 1, n− 1, y0 = φ (a) , yn = γ.

(4.35)

Iз означення множини функцiй V дiстаємо, що M+
j =M−

j для xj /∈ E.
Наведемо властивостi матрицi A, що визначається коефiцiєнтами в лiвiй

частинi системи (4.35).
Лема 4.5. Справджуються спiввiдношення:

1) det (A) = (−1)n−1h2h3 . . . hn−1 (b− a) , (4.36)

2)
∥∥A−1

∥∥max
i

n−1∑
j=1

∣∣a−1
ij

∣∣ ≤ K2

8h3
(b− a)2 , (4.37)

3)
n−1∑
j=1

∣∣a−1
ij

∣∣ ≤ K2 (b− a)

2h2
, i = 1, n− 1, (4.38)

4) max
1≤i≤n−2

n−1∑
j=1

∣∣a−1
i+1,j − a−1

ij

∣∣ ≤ K2 (b− a)

2h2
, (4.39)

де a−1
ij - елементи матрицi A−1, K = H

h , h = min
j

hj, H = max
j

Hj.

Розглянемо тепер iтерацiйну схему знаходження наближеного розв’язку
крайової задачi (4.31)-(4.32) у виглядi кубiчних сплайнiв дефекту два (4.34).

1. Вибираємо кубiчний сплайн S
(
y(0), x

)
довiльним чином, щоб задоволь-

нялись крайовi умови (4.32) (наприклад, S
(
y(0), x

)
= γ−φ(a)

b−a (x− a) + φ (a)).
2. Використовуючи вихiдне рiвняння (4.31) та сплайн S

(
y(0), x

)
, знаходимо
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множини для k = 0, 1, . . .

M
+(k+1)
j = p1 (xj)S

′
(
y(k), xj + 0

)
+ q1 (xj)S

(
y(k), xj + 0

)
+

+tj

(
p2 (xj)S

′
(
y(k), xj + 0− τ (xj)

)
+ q2 (xj)S

(
y(k), xj + 0− τ (xj)

))
+

+f (xj) + (1− tj) (p2 (xj)φ
′ (xj − τ (xj)) + q2 (xj)φ (xj − τ (xj))) ,

j = 0, n− 1,

M
−(k+1)
j = p1 (xj)S

′
(
y(k), xj − 0

)
+ q1 (xj)S

(
y(k), xj − 0

)
+

+tj

(
p2 (xj)S

′
(
y(k), xj − 0− τ (xj)

)
+ q2 (xj)S

(
y(k), xj − 0− τ (xj)

))
+

+f (xj) + (1− tj) (p2 (xj)φ
′ (xj − τ (xj)) + q2 (xj)φ (xj − τ (xj))) ,

j = 1, n,

де

tj =

{
0, xj − τ (xj) < a,

1, xj − τ (xj) ≥ a.

3. Розв’язуючи систему рiвнянь (4.35), знаходимо y(k+1)
j , j = 0, n.

4. За множинами
{
y
(k+1)
j

}
,
{
M+

j

}
,
{
M−

j

}
будуємо сплайн S

(
y(k+1), x

)
,

який виступає в якостi наступного наближення.
5. Продовжуючи iтерацiйний процес, одержуємо послiдовнiсть сплайнiв

S
(
y(k), x

)
, k = 0, 1, . . . . Якщо ця послiдовнiсть збiгається до розв’язку задачi

(4.31)-(4.32), то при достатньо великому k сплайн S
(
y(k), x

)
буде апроксимацiєю

шуканого розв’язку.
Введемо позначення

L1 = max
x∈[a,b]

(|q1 (x)|+ |q2 (x)|) , L2 = max
x∈[a,b]

(|p1 (x)|+ |p2 (x)|) ,

u =
h2

8
+
K5

8
(b− a)2 , v =

2H

3
+
K5 (b− a)

2
, µ = 5

(
1 + L2H +

1

2
L1H

)
.

Має мiсце наступне твердження.
Теорема 4.4. Нехай розв’язок крайової задачi (4.31)-(4.32) iснує i нале-

жить простору V ([a∗, b]). Тодi при виконаннi нерiвностi

θ = uL1 + vL2 < 1 (4.40)

iснує таке H∗ > 0, що для всiх H < H∗ послiдовнiсть S
(
y(k), x

)
, k = 0, 1, . . .

рiвномiрно збiгається на [a, b] i справджуються спiввiдношення∥∥∥ lim
k→∞

S(p)
(
y(k), x

)
− y(p) (x)

∥∥∥ ≤ Rpω (y′′ (x) , H) , p = 0, 1,
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де y (x) - розв’язок задачi (4.31)-(4.32), R0 = µu
1−θ + 5H2

2 , R1 = µu
1−θ + 5H,

ω (y′′ (x) , H) = max
1≤r≤l

ωr (y
′′ (x) , H), ωr (y′′ (x) , H) - модуль неперервностi y′′ (x)

на δr.

Приклад. Розглянемо крайову задачу

y′′ − 4y′ (x) + 4y (x) + xy
(
x− x

2

)
− x2 + 8 = 0, x ∈ [1; 2] ,

y (x) = 2x, x ∈ [0.5; 1] , y (2) = 5e2 − 2.

Результати обчислень наведено в таблицi 1, де y – точний розв’язок, z – набли-
жений розв’язок, знайдений при h = 0.025 на 9-й iтерацiї, ∆ – похибка.

Таблиця 3

x y z ∆

1.0 2.0 2.0 0.0
1.2 4.2693 4.2657 0.0036
1.4 7.8 7.7924 0.0076
1.6 13.2827 13.273 0.0097
1.8 21.7811 21.7746 0.0065
2.0 34.9453 34.9453 0.0

Порiвнюючи точний розв’язок, знайдений методом крокiв

y = e2x−2 (3 + x)− 2

i наближений розв’язок, обчислений за iтерацiйною схемою, одержуємо, що на
9-й iтерацiї вiдносна похибка не перевищує 0.1%, а абсолютна – 0.01.

4.2.2 Крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь ней-
трального типу

Нехай τ (x) – скалярна неперервна невiд’ємна функцiя, визначена на про-
мiжку [a; b]. Позначимо

a∗ = min
x∈[a;b]

(x− τ (x)) ,

[y (x)] = (y (x) , y (x− τ (x)) , y′ (x) , y′ (x− τ (x)) , y′′ (x− τ (x))) .

Розглянемо крайову задачу

y′′ (x) = f (x, [y (x)]) +

b∫
a

g (x, t, [y (x)]) dt, x ∈ [a; b] , (4.41)

y(p) = φ(p), p = 0, 1, 2, x ∈ [a∗; a] , y (b) = γ, (4.42)
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де функцiї f (x, u, u1, v, v1, w), g (x, t, u, u1, v, v1, w) – неперервнi за сукупнiстю
змiнних та задовольняють умову Лiпшица за змiнними u, u1, v, v1, w зi стали-
ми L1, L2, . . . , L5 та R1, R2, . . . , R5 вiдповiдно, φ (x) – задана двiчi неперервно-
диференцiйовна на [a∗; a] функцiя, γ ∈ R.

Введемо множини точок, що визначаються запiзненням τ (x):

E1 = {xi ∈ [a; b] : xi − τ (xi) = a, i = 1, 2, . . . } ,
E2 = {xj ∈ [a; b] : x0 = a, xj+1 − τ (xj+1) = xj, j = 1, 2, . . . } ,

E = E1 ∪ E2.

Нехай τ (x) – така функцiя, що множини E1, E2 – скiнченнi. Точки множи-
ни E занумеруємо в порядку їх зростання

a = x(0) < x(1) < . . . < x(l) < b

i введемо вiдрiзки

δ1 =
[
a;x(1)

]
, δ2 =

[
x(1);x(2)

]
, . . . , δl+1 =

[
x(l); b

]
.

Визначимо множину функцiй

B ([a∗; b]) =
{
y (x) : y ∈ C [a∗; b] , y ∈ C1 [a; b] , y ∈ C2 [δr] , r = 1, l + 1

}
,

яка утворює лiнiйний простiр.
Розв’язком задачi (4.41)-(4.42) будемо вважати таку функцiю y = y (x)

iз простору B ([a∗; b]), яка задовольняє рiвняння (4.41) на [a; b] (за можливим
винятком точок множини E) i крайовi умови (4.42).

Введемо в просторi функцiй B ([a∗; b]) норму

∥y∥B = max

{
8

(b− a)2
max
x∈[a∗;b]

|y (x)| , 2

b− a
max

(
max
x∈[a∗;a]

|y′ (x)| , max
x∈[a;b]

|y′ (x)|
)
,

max

(
max
x∈[a∗;a]

|y′′ (x)| ,max
x∈δ1

|y′′ (x)| , . . . , max
x∈δl+1

|y′′ (x)|
)}

.

Простiр B ([a∗; b]) iз введеною таким чином нормою є банаховим простором.
Не зменшуючи загальностi, вiдзначимо, що можна вважати крайовi умови

(4.42) нульовими. У протилежному випадку, лiнiйна замiна z (x) = y (x)−ψ (x),
де

ψ (x) =

φ (x) , x ∈ [a∗; a]
φ (a) (b− x) + γ (x− a)

b− a
, x ∈ [a; b]
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приводить до крайової задачi типу (4.41)-(4.42) з нульовими крайовими умовами

y(p) (x) = 0, x ∈ [a∗; a] , p = 0, 1, 2, y (b) = 0. (4.43)

Нехай G (x, s) – функцiя Грiна крайової задачi

y′′ (x) = 0, x ∈ [a; b] , y (a) = y (b) = 0.

Крайова задача (4.41),(4.43) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню

y (x) =

b∫
a∗

f (s, [y (s)]) + b∫
a

g (s, t, [y (t)]) dt

G (x, s) ds, (4.44)

де

G (x, s) =

{
G (x, s) , x ∈ [a; b] , s ∈ [a; b]

0, x /∈ [a; b] , s /∈ [a; b] .

Визначимо оператор T , який дiє з простору B ([a∗; b]) у той же простiр
B ([a∗; b]) i задається формулою

(Ty) (x) =

b∫
a∗

f (s, [y (s)]) + b∫
a

g (s, t, [y (t)]) dt

G (x, s) ds, x ∈ [a; b] .

Введемо позначення

λ1 = L1 + L2 + (b− a) (R1 +R2) ,

λ2 = L3 + L4 + (b− a) (R3 +R4) ,

λ3 = L5 + (b− a)R5,

M = max
x∈[a;b]

∣∣∣∣∣∣f (x, [0]) +
b∫

a

g (x, t, [0]) dt

∣∣∣∣∣∣ .
Теорема 4.5. Нехай виконуються умови:

[1)]Λ = (b−a)2
8 λ1 +

b−a
2 λ2 + λ3 < 1, M ≤ ρ (1− Λ) , ρ > 0.

Тодi в кулi ∥y∥B ≤ ρ iснує єдиний розв’язок крайової задачi (4.41),(4.43). Крiм
того, цей розв’язок є границею за нормою простору B ([a∗; b]) послiдовностi
функцiй yk (x) , k = 0, 1, . . . , x ∈ [a∗; b], якi визначаються спiввiдношеннями

y0 (x) =

b∫
a∗

f (s, [0]) + b∫
a

g (s, t, [0]) dt

G (x, s) ds,

yk (x) = (Tyk−1) (x) , k = 1, 2, . . . .
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Розглянемо обчислювальну схему знаходження наближеного розв’язку за-
дачi (4.41)-(4.42) та достатнi умови її збiжностi. Задамо на промiжку [a; b] сiтку

∆ : a = x0 < x1 < . . . < xn < b

так, щоб E ⊂ ∆. Будемо шукати наближений розв’язок крайової задачi (4.41)-
(4.42) у виглядi iнтерполяцiйного кубiчного сплайна S (y, x) дефекту 2 на сiтцi
∆, що належить простору функцiй B ([a∗; b]). Для таких сплайнiв маємо зо-
браження у виглядi (4.34), де величини M+

j ,M
−
j задовольняють рiвняння непе-

рервностi (4.35).
1. Вибираємо кубiчний сплайн S

(
y(0), x

)
довiльним чином так, щоб вико-

нувались крайовi умови (4.42), наприклад,

S
(
y(0), x

)
=
γ − φ (a)

b− a
(x− a) + φ (a) .

2. Використовуючи вихiдне рiвняння (4.41) i сплайн S
(
y(k), x

)
, знаходимо

для k = 0, 1, . . . (
M+

j

)k+1
= f

(
xj,
[
S
(
y(k), xj + 0

)])
+ (4.45)

+

b∫
a

g
(
xj, t,

[
S
(
y(k), t

)])
dt, j = 0, n− 1,

(
M−

j

)k+1
= f

(
xj,
[
S
(
y(k), xj − 0

)])
+ (4.46)

+

b∫
a

g
(
xj, t,

[
S
(
y(k), t

)])
dt, j = 1, n.

У формулах (4.45)-(4.46) покладаємо S(p)
(
y(k), t

)
= φ(p) (t) , p = 0, 1, 2, якщо

t < a.
3. Iз рiвнянь неперервностi (4.35) та крайових умов (4.42) знаходимо мно-

жину точок
{
y
(k+1)
j

}
, j = 0, n, k = 0, 1, . . . .

4. За множиною точок
{
y
(k+1)
j

}
, j = 0, n знаходимо кубiчний сплайн

S
(
y(k+1), x

)
, який виступає як наступне наближення.

Якщо послiдовнiсть сплайнiв
{
S
(
y(k), x

)}
, k = 0, 1, . . . збiгається до роз-

в’язку задачi (4.41)-(4.42), то при достатньо великому k сплайн S
(
y(k), x

)
буде

апроксимацiєю шуканого розв’язку.
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Теорема 4.6. Нехай виконуються умови теореми 4.5. Тодi при виконаннi
нерiвностi

θ = uλ1 + vλ2 + λ3 < 1

iснує таке H∗ > 0, що для всiх 0 < H < H∗ послiдовнiсть сплайнiв
{
S
(
y(k), x

)}
,

k = 0, 1, . . . рiвномiрно збiгається на [a; b] i здiйснюється нерiвнiсть

lim
k→∞

∥∥∥S(p)
(
y(k), x

)
− y(p) (x)

∥∥∥ ≤ Kpω (y′′ (x) , H) , p = 0, 1, 2,

де y (x) – розв’язок крайової задачi (4.41)-(4.42), ω (y′′ (x) , H) = max
r

{ωr (y′′ (x) , H),

r = 1, l + 1}, ωr (y′′ (x) , H) – модуль неперервностi функцiї y′′ (x) на δr,

K0 = sup
H≤H∗

(
uµ

1− θ
+

5H2

2

)
, K1 = sup

H≤H∗

(
vµ

1− θ
+ 5H

)
,

K2 = sup
H≤H∗

(
ωµ

1− θ
+ 5

)
, µ = 5

[
1 +

H2

2
(λ1 − L1) +Hλ2 + λ3

]
,

u =
K5

8
(b− a)2 +

H2

8
, v =

K5

2
(b− a) +

2H

3
.

При використаннi описаного алгоритму розв’язання крайових задач (4.41)-
(4.42) за наближений розв’язок вибирається S

(
y(k), x

)
при деякому k > 0. Має

мiсце оцiнка∥∥∥S(p)
(
y(k+i), x

)
− S(p)

(
y(k), x

)∥∥∥ ≤ θk−1max (u, v, 1)
1− θi

1− θ
, p = 0, 1, 2. (4.47)

Нехай H < H∗, тодi з нерiвностей (4.47) одержуємо при i→ ∞∥∥∥S(p) (y, x)− S(p)
(
y(k), x

)∥∥∥ ≤ θk−1max (u, v, 1)
d

1− θ
, p = 0, 1, 2.

Отже, для довiльного ϵ > 0 iснує така кiлькiсть iтерацiй k0 > 0, що при
k > k0 справедлива оцiнка∥∥∥S(p) (y, x)− S(p)

(
y(k), x

)∥∥∥ ≤ ε.

Тодi при k > k0 i виконаннi умов теореми 2 одержуємо оцiнку похибки набли-
женого розв’язку∥∥∥S(p)

(
y(k), x

)
− y(p) (x)

∥∥∥ ≤ ε+Kpω (y′′ (x) , H) , p = 0, 1, 2.

107



4.3 Модель ризику з додатковим надходженням коштiв

4.3.1 Основнi позначення та припущення моделi
Нехай (Ω,F,P) iмовiрнiсний простiр, що задовольняє звичайним умовам, i

всi об’єкти будуть визначенi на ньому. Ми маємо справу з моделлю ризику, що
узагальнює класичний випадок, який був розглянутий в [170].

У класичнiй моделi ризику припускається ([171 – 174]), що страхова ком-
панiя має початковий капiтал x ≥ 0 та отримує премiї вiд клiєнтiв зi сталою
iнтенсивнiстю c > 0. Розмiри страхових вимог, що надходять до компанiї, утво-
рюють послiдовнiсть (ξi)i≥1 невiд’ємних незалежних однаково розподiлених ви-
падкових величин з функцiєю розподiлу F1(y) = P[ξi ≤ y] i скiнченним мате-
матичним сподiванням E[ξi] = µ1. Момент надходження i-ї вимоги позначимо
через τi. Покладемо τ0 = 0. Кiлькiсть вимог, що надiйшли на iнтервалi часу
[0, t], описується однорiдним пуассонiвським процесом (Nt)t≥0 з iнтенсивнiстю
λ > 0.

На вiдмiну вiд класичної моделi ризику, ми припускаємо, що в момент τi
надходження i-ї вимоги страхова компанiя залучає додатковi кошти в розмiрi
ηi, якi можна iнтерпретувати, наприклад, як кошти вiд iнвестування неосновно-
го капiталу або як додатковий прибуток. Вважаємо, що (ηi)i≥1 є послiдовнiстю
невiд’ємних незалежних однаково розподiлених випадкових величин з функцi-
єю розподiлу i скiнченним математичним сподiванням E[ηi] = µ2. Окрiм того,
припускаємо, що послiдовностi (ξi)i≥1, (ηi)i≥1 i процес (Nt)t≥0 є взаємно незале-
жними. Нехай ζi = ηi−ξi, i ≥ 1. Фiльтрацiю, породжену (ξi)i≥1, (ηi)i≥1 i (Nt)t≥0,
позначимо (Ft)t≥0.

Нехай Xt(x) – капiтал страхової компанiї в момент часу t за умови, що її
початковий капiтал дорiвнює x. Тодi надлишок процесу (Xt (x))t≥0 буде визна-
чатися наступним чином:

Xt(x) = x+ ct−
Nt∑
i=1

(ξi − ηi), t ≥ 0. (4.48)

Зауважимо, що тут i далi всi суми, в яких верхнiй iндекс пiдсумовування

менший за нижнiй, дорiвнюють нулевi. Зокрема, в (4.48) маємо
0∑
i=1

(ξi − ηi) = 0,

якщо Nt = 0.
Моменти банкрутства визначаються як

τ (x) = inf {t ≥ 0 : Xt (x) < 0} .

Вважаємо, що τ (x) = ∞, якщо xt (x) ≥ 0 для всiх t ≥ 0.
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Iмовiрнiсть банкрутства страхової компанiї на нескiнченному iнтервалi ча-
су як функцiя початкового капiталу визначається для всiх x ≥ 0 рiвнiстю

ψ(x) = P[inft≥0 Xt(x) < 0],

що еквiвалентно
ψ(x) = P[τ(x) <∞].

Вiдповiдна ймовiрнiсть небанкрутства на нескiнченному iнтервалi часу до-
рiвнює

φ(x) = 1− ψ(x). (4.49)

Легко бачити, що функцiя ψ(x) є незростаючою, а функцiя φ(x) є неспа-
дною. Проте такi властивостi ψ(x) i φ(x) як диференцiйовнiсть або навiть непе-
рервнiсть не є очевидними i не випливають iз означення цих функцiй. Виявляє-
ться, що цi функцiї не завжди є диференцiйовними для всiх x ≥ 0. Бiльш того,
як свiдчать результати роботи [175], у деяких моделях за певних умов ψ(x) i
φ(x) можуть бути розривними.

Дослiдження властивостей неперервностi й диференцiйовностi ймовiрно-
стей банкрутства (небанкрутства) необхiдне, перш за все, для виведення iнтегро-
диференцiальних рiвнянь для цих функцiй, якi в свою чергу використовуються
при дослiдженнi асимптотичної поведiнки, побудовi оцiнок, розв’язаннi опти-
мiзацiйних задач тощо. Зазначимо, що детальному дослiдженню властивостей
неперервностi й диференцiйовностi ймовiрностей небанкрутства в рiзних моде-
лях ризику присвяченi роботи [176 – 179]. Окрiм того, це питання розглядалося
в [174] для класичної моделi ризику, але при цьому використовувалися iншi
методи. Вiдзначимо також, що взагалi однорiднi процеси з незалежними при-
ростами та вiд’ємними стрибками дослiджувалися, наприклад, у [180, 181].

Зауважимо, що банкрутство нiколи не вiдбувається, якщо P [ξi − ηi ≤ 0] =
1. Якщо P [ξi − ηi ≥ 0] = 1, то ми маємо справу з класичною моделлю ризику.
Тому надалi ми припускаємо, що P [ξi − ηi > 0] > 0 i P [ξi − ηi < 0] > 0. У
цьому випадку, якщо c − λµ1 + λµ2 ≤ 0, то φ (x) = 0 для всiх x ≥ 0; якщо
c− λµ1 + λµ2 > 0, то lim

x→+∞
φ (x) = 1 [170].

Припускаємо, що виконуються умови P[ξi− ηi > 0] > 0 i P[ξi− ηi < 0] > 0.
Дiйсно, випадки P[ξi−ηi ≤ 0] = 1 i P[ξi−ηi ≥ 0] = 1 є тривiальними: у першому з
них банкрутство не вiдбудеться нiколи, а другий зводиться до класичної моделi
ризику.
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4.3.2 Аналiтичнi властивостi ймовiрностi небанкрутства в моделi ри-
зику з додатковими надходженнями коштiв

Наведемо допомiжнi твердження, що будуть використовуватися в подаль-
шому.

Лема 4.6. Нехай еволюцiя капiталу страхової компанiї визначається
рiвнiстю (4.48) 1) Якщо c − λµ1 + λµ2 ≤ 0, то φ(x) = 0 для всiх x ≥ 0. 2)
Якщо c− λµ1 + λµ2 > 0, то lim

x→+∞
φ(x) = 1.

Доведення цiєї леми iстотньо базується на наступнiй теоремi для випадко-
вих блукань.

Теорема 4.7 [174] Нехай (ζ̃i)i≥1 – послiдовнiсть незалежних однаково
розподiлених випадкових величин, таких що P[ζ̃i > 0] > 0, P[ζ̃i < 0] > 0 i

E[ζ̃i] <∞. Визначимо послiдовнiсть (Sn)n≥1 таким чином: Sn =
n∑
i=1

ζ̃i.

1) Якщо E[ζ̃i] > 0, то P[ lim
n→∞

Sn = +∞] = 1.

2) Якщо E[ζ̃i] < 0, то P[ lim
n→∞

Sn = −∞] = 1.

3) Якщо E[ζ̃i] = 0, то P[lim sup
n→∞

Sn = +∞] = 1 i P[lim inf
n→∞

Sn = −∞] = 1.

Зауважимо, що твердження 1) i 2) теореми 4.7 є досить очевидними. Дiй-
сно, з огляду на посилений закон великих чисел P[ lim

n→∞
Sn/n = E[ζ̃i]] = 1. Звiдси

маємо P[ lim
n→∞

Sn = +∞] = 1 при E[ζ̃i] > 0 i P[ lim
n→∞

Sn = −∞] = 1 при E[ζ̃i] < 0.

Випадок E[ζ̃i] = 0 є набагато складнiшим i розглядається в [174].
Зауваження 4.3. Умова c − λµ1 + λµ2 > 0 є аналогом умови додатностi

прибутку в класичнiй моделi ризику. Вона означає, що в середньому компанiя
збирає бiльше премiй, нiж виплачує за вимогами.

Очевидно, що ζi = ηi − ξi, i ≥ 1 – послiдовнiсть незалежних однаково
розподiлених випадкових величин. Позначимо їхню функцiю розподiлу через
F (y). Введемо також функцiї розподiлiв G1(y) i G2(y) таким чином: G1(y) –
функцiя розподiлу випадкової величини ζi за умови, що ζi ≥ 0; G2(y) – функцiя
розподiлу випадкової величини −ζi за умови, що −ζi > 0.

Лема 4.7. Якщо справджуються наведенi вище припущення, тодi пра-
вильними є рiвностi

F (y) =

∫ +∞

(−y∨0)−
F2(y + u)dF1(u), y ∈ R. (4.50)

G1(y) =


F (y)− F (0−)

1− F (0−)
, y ≥ 0,

0, y < 0,
(4.51)

110



G2(y) =


F (0−)− F ((−y)−)

F (0−)
, y ≥ 0,

0, y < 0.
(4.52)

Зауважимо, що тут i далi запис F (y−) означає границю злiва функцiї роз-
подiлу в точцi y, а запис y− на нижнiй межi iнтегрування означає iнтегрування
по iнтервалу, який мiстить лiвий окiл точки y, а радiус цього околу прямує до
нуля.

Лема 4.8. Процес (Xt(x))t≥0, заданий рiвнiстю (4.48), може бути зобра-
жений у виглядi

Xt(x) = x+ ct+

N+
t∑

i=1

ζ+i −
N−

t∑
i=1

ζ−i , t ≥ 0. (4.53)

Тут (N+
t )t≥0 i (N−

t )t≥0 – однорiднi пуассонiвськi процеси з iнтенсивностями
λ(1 − F (0−)) i λF (0−) вiдповiдно, (ζ+i )i≥1 i (ζ−i )i≥1 – послiдовностi незале-
жних однаково розподiлених випадкових величин з функцiями розподiлiв G1(y)
i G2(y), якi заданi рiвностями (4.51) i (4.52), вiдповiдно; усi випадковi вели-
чини i процеси у правiй частинi рiвностi (4.53) незалежнi.

Позначимо λ1 = λ(1− F (0−)) i λ2 = λF (0−). Зауважимо, що λ1 + λ2 = λ.
Теорема 4.8. Нехай еволюцiя капiталу страхової компанiї визначається

рiвнiстю (4.48).
1) Тодi функцiя φ(x) неперервна на iнтервалi [0,+∞).
2) Нехай, окрiм того, виконується умова c− λµ1 + λµ2 > 0. Тодi
i. функцiя φ(x) є неперервно диференцiйовною в усiх точках iнтервалу

[0,+∞), окрiм точок розриву функцiї G2(y);
ii. якщо x > 0 – точка розриву функцiї G2(y) i G2(x) − G2(x−) = p, то

φ(x) має в цiй точцi похiднi φ′
−(x) i φ′

+(x), причому

φ′
−(x)− φ′

+(x) =
λ2pφ(0)

c
> 0; (4.54)

iii. φ(x) задовольняє iнтегро-диференцiальне рiвняння

cφ′(x) = λφ(x)− λ1

∫ +∞

0

φ(x+ y)dG1(y)− λ2

∫ x

0

φ(x− y)dG2(y) (4.55)

на iнтервалi [0,+∞) з граничною умовою lim
x→+∞

φ(x) = 1 (у точках розриву
G2(y) ми маємо на увазi похiдну φ(x)′+).

До моменту часу τ1 банкрутство не настане, а пiсля цього моменту воно не
вiдбудеться тодi й тiльки тодi, коли виконується одна з двох умов:
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– у момент часу τ1 вiдбувається перший стрибок процесу (N+
t )t≥0 (iмо-

вiрнiсть цiєї подiї дорiвнює λ1/λ) i банкрутство не настане на iнтервалi часу
[s,+∞) при початковому капiталi x+ cs+ y;

– у момент часу τ1 вiдбувається перший стрибок процесу (N−
t )t≥0 (iмо-

вiрнiсть цiєї подiї дорiвнює λ2/λ) i банкрутство не настане на iнтервалi часу
[s,+∞) при початковому капiталi x+ cs− y.

Зауваження 4.4. Визначити точки розриву функцiї G2(y) на основi точок
розриву функцiй F1(y) i F2(y) можна таким чином. Нехай (y1,i)i≥1 i (y2,j)j≥1 –
послiдовностi точок розриву функцiй F1(y) i F2(y) вiдповiдно, причому F1(y1,i)−
F1((y1,i)−) = p1,i, i ≥ 1, i F2(y2,j) − F2((y2,j)−) = p2,j, j ≥ 1. Розглядаємо
всi можливi значення величини y1,i − y2,j та залишаємо тiльки додатнi. Кожна
додатна точка y1,i−y2,j є точкою розриву функцiї G2(y), а розмiр стрибка в цiй
точцi дорiвнює p1,ip2,j, якщо значення y1,i−y2,j повторюється один раз. Якщо ж
значення y1,i − y2,j повторюється декiлька разiв, то вiдповiднi значення p1,ip2,j
у цiй точцi пiдсумовуються.

У випадку експоненцiально розподiлених розмiрiв вимог i додаткових ко-
штiв справедливi такi твердження

Лема 4.9. Якщо випадковi величини ξi i ηi, i ≥ 1, експоненцiально роз-
подiленi iз середнiми µ2 i µ1 вiдповiдно, то випадковi величини ζ+i i ζ−i , i ≥ 1,
також експоненцiально розподiленi iз середнiми µ2 i µ1 вiдповiдно. Окрiм то-
го, λ1 = λµ2

µ1+µ2
i λ2 = λµ1

µ1+µ2
.

Теорема 4.9. Нехай еволюцiя капiталу страхової компанiї визначається
рiвнiстю (4.48), випадковi величини ξi i ηi, i ≥ 1, експоненцiально розподiленi
iз середнiми µ1 i µ2 вiдповiдно та виконується умова c− λµ1 + λµ2 > 0. Тодi

φ(x) = 1 +
λµ1(1− αµ2)

(cα− λ)(1− αµ2)(µ1 + µ2) + λµ2
eαx (4.56)

для всiх x ≥ 0, де

α =
λµ1µ2 + cµ1 − cµ2 −

√
c2(µ21 + µ22) + λ2µ21µ

2
2 + 2cµ1µ2(c− λµ1 + λµ2)

2cµ1µ2
.

Зауваження 4.5. При доведеннi теореми 4.9 показано, що α < 0 i

−1 <
λµ1(1− αµ2)

(cα− λ)(1− αµ2)(µ1 + µ2) + λµ2
< 0.

Тому функцiя φ(x), визначена рiвнiстю (4.56), має всi природнi властивостi
ймовiрностi небанкрутства. Зокрема, вона є неспадною та обмеженою нулем
знизу й одиницею зверху.

112



Зауваження 4.6. Якщо в класичнiй моделi ризику без додаткових над-
ходжень коштiв виконується умова додатностi прибутку c− λµ1 > 0, а розмiри
страхових вимог мають експоненцiальний розподiл iз середнiм µ1, то

φ(x) = 1− λµ1
c

exp

{
(λµ1 − c)x

cµ1

}
для всiх x ≥ 0 ([171 – 174]).

У моделi ризику, що розглядається, маємо

lim
µ2↓0

α = lim
µ2↓0

λµ1µ2 + cµ1 − cµ2 −
√
c2(µ2

1 + µ2
2) + λ2µ2

1µ
2
2 + 2cµ1µ2 (c− λµ1 + λµ2)

2cµ1µ2

=

= lim
µ2↓0

(λµ1µ2 + cµ1 − cµ2)
2 − (c2(µ2

1 + µ2
2) + λ2µ2

1µ
2
2 + 2cµ1µ2 (c− λµ1 + λµ2))

2cµ1µ2

(
λµ1µ2 + cµ1 − cµ2 +

√
c2(µ2

1 + µ2
2) + λ2µ2

1µ
2
2 + 2cµ1µ2 (c− λµ1 + λµ2)

) =

= lim
µ2↓0

−4cµ1µ2 (c− λµ1 + λµ2)

2cµ1µ2 · 2cµ1

=
λµ1 − c

cµ1

i

lim
µ2↓0

λµ1(1− αµ2)

(cα− λ)(1− αµ2)(µ1 + µ2) + λµ2

= lim
µ2↓0

λµ1

(cα− λ)µ1

=
λ

(λµ1 − c)/µ1 − λ
= −λµ

c
.

Отже, при досить малих µ2 (при незначних надходженнях додаткових ко-
штiв) ймовiрнiсть небанкрутства в моделi ризику, що розглядається, близька
до вiдповiдної ймовiрностi небанкрутства в класичнiй моделi ризику.

4.4 Практичнi пiдходи до оцiнки ймовiрностi банкрутства в моделi
ризику з додатковими надходженнями

4.4.1 Експоненцiйна оцiнка зверху та аналог апроксимацiї де Вiльде-
ра

Для побудови експоненцiйної оцiнки зверху для ймовiрностi банкрутства,
ми використовуємо мартингальний пiдхiд, запроваджений Гербером [182].

Нехай

Ut = ct−
Nt∑
i=1

(ξi − ηi), t ≥ 0.

Для всiх R ≥ 0 визначимо експоненцiйний процес (Vt (R))t≥0 таким чином:

Vt (R) = e−RUt.

Лема 4.10. Якщо iснує R̂ > 0, що

λ

(∫ +∞

0

eR̂ydF1 (y) ·
∫ +∞

0

e−R̂ydF2 (y)− 1

)
= cR̂, (4.57)
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то процес (Vt(R̂))t≥0 є (Ft) – мартингалом.
Теорема 4.10. Якщо iснує R̂ > 0, для якого виконується (4.57), то для

всiх x ≥ 0 маємо
ψ (x) ≤ e−R̂x. (4.58)

Щоб побудувати аналог апроксимацiї де Вiльдера, замiнимо процес (Ut)t≥0

процесом
(
Ũt

)
t≥0

з експоненцiальним розподiлом розмiрiв страхових вимог так,
щоб:

E
[
Uk
t

]
= E

[
Ũk
t

]
, k = 1, 2, 3. (4.59)

Оскiльки процес
(
Ũt

)
t≥0

в цiй моделi ризику визначається чотирма

параметрами
(
c̃, λ̃, µ̃1, µ̃2

)
, на вiдмiну вiд класичної моделi ризику, де вона ви-

значається трьома параметрами, ми використовуємо додаткову умову

µ1
µ2

=
µ̃1
µ̃2
. (4.60)

Зауважимо, що можна було б використовувати умову E
[
U 4
t

]
= E

[
Ũ 4
t

]
замiсть (4.60), але це б призвело до громiздких обчислень i розв’язування ал-
гебраїчних рiвнянь вищих ступенiв.

Нехай
(
ξ̃i

)
i≥1

– послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених випадко-
вих величин, якi мають експоненцiальний розподiл iз середнiм µ̃1. Аналогiчно,
нехай (η̃i)i≥1 – послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених випадкових
величин, якi мають експоненцiальний розподiл iз середнiм µ̃2. Нескладно отри-
мати рiвнiсть

E
[
ξ̃ki

]
= k!µ̃k1 та E

[
η̃ki
]
= k!µ̃k2. (4.61)

Нехай E
[
ξ3i
]
<∞ i E

[
η3i
]
<∞. Тодi

E [Ut] = ct− E

[
Nt∑
i=1

(ξi − ηi)

]
= ct− λtE [ξi − ηi] ,

E
[
U 2
t

]
= λtE[(ξi − ηi)

2] + (ct− λtE[ξi − ηi])
2 = λtE

[
(ξi − ηi)

2
]
+ (E [Ut])

2,

E
[
U 3
t

]
= −λtE

[
(ξi − ηi)

3
]
+ (E [Ut])

3 + 3
(
E
[
U 2
t

]
− (E [Ut])

2
)
E [Ut] .
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Застосовуючи аналогiчнi мiркування до процесу
(
Ũt

)
t≥0

, отримаємо, що

(4.59) еквiвалентно системi
ct− λtE [ξi − ηi] = c̃t− λ̃tE

[
ξ̃i − η̃i

]
,

λtE
[
(ξi − ηi)

2
]
= λ̃tE

[(
ξ̃i − η̃i

)2]
,

−λtE
[
(ξi − ηi)

3
]
= −λ̃tE

[(
ξ̃i − η̃i

)3]
.

(4.62)

Враховуючи (4.61), систему (4.62) можна переписати у виглядi
c− λ (µ1 − µ2) = c̃− λ̃ (µ̃1 − µ̃2) ,

λE
[
(ξi − ηi)

2
]
= 2λ̃

(
µ̃21 − µ̃1µ̃2 + µ̃22

)
,

λE
[
(ξi − ηi)

3
]
= 6λ̃

(
µ̃31 − µ̃21µ̃2 + µ̃1µ̃

2
2 − µ̃32

)
.

(4.63)

Пiдставляючи µ̃2 =
µ2µ̃1
µ1

у друге i третє рiвняння системи (4.63), отрима-
ємо

λE
[
(ξi − ηi)

2
]
= 2λ̃µ̃21

(
1− µ2

µ1
+
µ22
µ21

)
, (4.64)

λE
[
(ξi − ηi)

3
]
= 6λ̃µ̃31

(
1− µ2

µ1
+
µ22
µ21

− µ32
µ31

)
. (4.65)

В результатi дiлення (4.65) на (4.64) маємо

µ̃1 =
µ1
(
µ21 − µ1µ2 + µ22

)
E
[
(ξi − ηi)

3
]

3 (µ31 − µ21µ2 + µ1µ22 − µ32)E
[
(ξi − ηi)

2
] . (4.66)

µ̃2 =
µ2
(
µ21 − µ1µ2 + µ22

)
E
[
(ξi − ηi)

3
]

3 (µ31 − µ21µ2 + µ1µ22 − µ32)E
[
(ξi − ηi)

2
] . (4.67)

Пiдставляючи (4.66) у (4.64), отримаємо

λ̃ =
9λ
(
µ31 − µ21µ2 + µ1µ

2
2 − µ32

)2(E [(ξi − ηi)
2
])3

2(µ21 − µ1µ2 + µ22)
3
(
E
[
(ξi − ηi)

3
])2 . (4.68)

Пiдставляючи (4.66) – (4.68) в перше рiвняння системи (4.63), маємо

c̃ = c− λ (µ1 − µ2)

1−
3
(
µ31 − µ21µ2 + µ1µ

2
2 − µ32

) (
E
[
(ξi − ηi)

2
])2

2(µ21 − µ1µ2 + µ22)
2E
[
(ξi − ηi)

3
]

 . (4.69)
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Зауважимо, оскiльки F1 (y) i F2 (y) вiдомi, то неважко знайти E
[
(ξi − ηi)

2
]

i E
[
(ξi − ηi)

3
]
, якщо E

[
ξ3i
]
<∞ i E

[
η3i
]
<∞.

З огляду на (4.66) i (4.67) зрозумiло, що µ̃1 i µ̃2 додатнi тодi й тiльки тодi,
коли (

µ31 − µ21µ2 + µ1µ
2
2 − µ32

)
E
[
(ξi − ηi)

3
]
> 0. (4.70)

Якщо виконується (4.70), то µ1 ̸= µ2. Тому λ̃ є також додатним. Крiм того,
c̃ є додатним за умови, що

c− λ (µ1 − µ2)

1−
3
(
µ31 − µ21µ2 + µ1µ

2
2 − µ32

) (
E
[
(ξi − ηi)

2
])2

2(µ21 − µ1µ2 + µ22)
2E
[
(ξi − ηi)

3
]

 > 0. (4.71)

Таким чином, ми отримуємо наступний результат.
Твердження 4.1. (аналог апроксимацiї де Вiльдера) Нехай еволюцiя ка-

пiталу страхової компанiї (Xt (x))t≥0 визначається рiвнiстю (4.48) за зробле-
них вище припущень, c−λµ1+λµ2 > 0, E

[
ξ3i
]
<∞, E

[
η3i
]
<∞, i виконуються

умови (4.70) i (4.71). Тодi ймовiрнiсть банкрутства приблизно дорiвнює

ψDV (x) =
λ̃µ̃1 (α̃µ̃2 − 1)(

c̃α̃− λ̃
)
(1− α̃µ̃2) (µ̃1 + µ̃2) + λ̃µ̃2

eα̃x

для всiх x ≥ 0, де

α̃ =

λ̃µ̃1µ̃2 + c̃µ̃1 − c̃µ̃2 −
√
c̃2 (µ̃21 + µ̃22) + λ̃2µ̃21µ̃

2
2 + 2c̃µ̃1µ̃2

(
c̃− λ̃µ̃1 + λ̃µ̃2

)
2c̃µ̃1µ̃2

,

а параметри
(
c̃, λ̃, µ̃1, µ̃2

)
визначаються формулами (4.66) – (4.69).

Зауваження 4.7. Зазначимо, що в твердженнi 4.1 α̃ < 0 i

λ̃µ̃1 (α̃µ̃2 − 1)(
c̃α̃− λ̃

)
(1− α̃µ̃2) (µ̃1 + µ̃2) + λ̃µ̃2

> 0.

Дiйсно, параметри
(
c̃, λ̃, µ̃1, µ̃2

)
є додатними. Крiм того, оскiльки c−λµ1+

λµ2 > 0, то c̃− λ̃µ̃1+ λ̃µ̃2 > 0 внаслiдок першого рiвняння системи (4.63). Таким
чином, теорема 4.9 i зауваження 4.5 дає нам потрiбний висновок.

Зауваження 4.8. Якщо розмiри страхових вимог i додаткових коштiв роз-
подiленi експоненцiально, то легко бачити з (4.66) – (4.69), що ψ (x) = ψDV (x).
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Нехай N – загальна кiлькiсть реалiзацiй процесу (Xt (x))t≥0, а ψ̂ (x) – вiд-
повiдна статистична оцiнка, отримана методом Монте-Карло, яка визначається
дiленням кiлькостi реалiзацiй, якi призводять до банкрутства до загальної кiль-
костi реалiзацiй.

Твердження 4.2. Нехай еволюцiя капiталу страхової кампанiї (Xt (x))t≥0

визначається рiвнiстю (4.48) за зроблених вище припущень. Тодi для будь-
якого ε > 0 маємо

P
[∣∣∣ψ (x)− ψ̂ (x)

∣∣∣ > ε
]
≤ 2e−2ε2N . (4.72)

Доведення твердження 4.2 випливає безпосередньо з нерiвностi Хефдiнга
[183].

Зауваження 4.9. Формула (4.72) пов’язує точнiсть i надiйнiсть набли-
ження ймовiрностi банкрутства її статистичною оцiнкою, отриманою методом
Монте-Карло. Це дає можливiсть визначити кiлькiсть реалiзацiй N , необхiдних
для знаходження ймовiрностi банкрутства iз заданими точнiстю i надiйнiстю.
Очевидним недолiком методу Монте-Карло є велика кiлькiсть реалiзацiй N .

4.4.2 Порiвняння результатiв
Нехай щiльностi розподiлiв випадкових величин ξi i ηi дорiвнюють:

f1 (y) =
kk11 y

k1−1e−
k1y
µ1

µk11 (k1 − 1)!
i f2 (y) =

kk22 y
k2−1e−

k2y
µ2

µk22 (k2 − 1)!

для y ≥ 0 вiдповiдно, де k1 i k2 – додатнi цiлi числа.
Нехай h1 (R) i h2 (R), де R ≥ 0, – це твiрнi функцiй моментiв випадкових

величин ξi i ηi вiдповiдно, тобто

h1 (R) = E
[
eRξi
]

i h2 (R) = E
[
eRηi

]
.

Нескладно показати, що

h1 (R) =

∫ +∞

0

eRydF1 (y) =

(
k1

k1 − µ1R

)k1
, 0 ≤ R <

k1
µ1
,

h2 (R) =

∫ +∞

0

eRydF2 (y) =

(
k2

k2 − µ2R

)k2
, 0 ≤ R <

k2
µ2
.

Крiм того, для всiх R ≥ 0 маємо∫ +∞

0

e−RydF2 (y) =

(
k2

k2 + µ2R

)k2
.
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Таким чином, умову (4.57) можна переписати у виглядi:

λ

(
k1

k1 − µ1R̂

)k1( k2

k2 + µ2R̂

)k2
= λ+ cR̂, (4.73)

де 0 < R̂ < k1
µ1

. Крiм того маємо

E [ξi] = h′1 (0) = µ1, E [ηi] = h′2 (0) = µ2,

E
[
ξ2i
]
= h′′1 (0) =

(k1 + 1)µ21
k1

, E
[
η2i
]
= h′′2 (0) =

(k2 + 1)µ22
k2

,

E
[
ξ3i
]
= h′′′1 (0) =

(k1 + 1) (k1 + 2)µ31
k21

, E
[
η3i
]
= h′′′2 (0) =

(k2 + 1) (k2 + 2)µ32
k22

.

Таким чином, отримуємо

E
[
(ξi − ηi)

2
]
= E

[
ξ2i
]
− 2E [ξi]E [ηi] +E

[
η2i
]
=

(k1 + 1)µ21
k1

− 2µ1µ2+
(k2 + 1)µ22

k2
,

E
[
(ξi − ηi)

3
]
= E

[
ξ3i
]
− 3E

[
ξ2i
]
E [ηi] + 3E [ξi]E

[
η2i
]
− E

[
η3i
]
=

=
(k1 + 1) (k1 + 2)µ31

k21
− 3 (k1 + 1)µ21µ2

k1
+

3 (k2 + 1)µ22µ1
k2

− (k2 + 1) (k2 + 2)µ32
k22

.

Пiдставляючи E
[
(ξi − ηi)

2
]

i E
[
(ξi − ηi)

3
]

в (4.66) – (4.69), знаходимо

параметри
(
c̃, λ̃, µ̃1, µ̃2

)
.

Припустимо, що має мiсце гiперекспоненцiальний розподiл розмiрiв стра-
хових вимог i додаткових коштiв. Нехай

F1 (y) = p1,1F1,1 (y) + p1,2F1,2 (y) + . . .+ p1,k1F1,k1 (y) , y ≥ 0,

де k1 ≥ 1, p1,j > 0,
k1∑
j=1

p1,j = 1,
k1∑
j=1

p1,jµ1,j = µ1, F1,j є функцiєю розподiлу

випадкової величини, яка має експоненцiальний розподiл iз середнiм µ1,j;

F2 (y) = p2,1F2,1 (y) + p2,2F2,2 (y) + . . .+ p2,k2F2,k2 (y) , y ≥ 0,

де k2 ≥ 1, p2,j > 0,
k2∑
j=1

p2,j = 1,
k2∑
j=1

p2,jµ2,j = µ2, F2,j є функцiєю розподiлу

випадкової величини, яка має експоненцiальний розподiл iз середнiм µ2,j.
Нескладно переконатися, що

h1 (R) =

k1∑
j=1

p1,j
1− µ1,jR

, 0 ≤ R < min

{
1

µ1,1
,

1

µ1,2
, . . . ,

1

µ1,k1

}
,
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h2 (R) =

k2∑
j=1

p2,j
1− µ2,jR

, 0 ≤ R < min

{
1

µ2,1
,

1

µ2,2
, . . . ,

1

µ2,k2

}
.

Крiм того, для всiх R ≥ 0 маємо∫ +∞

0

e−RydF2 (y) =

k2∑
j=1

p2,j
1 + µ2,jR

.

Тому, умову (4.57) можна переписати у виглядi

λ

(
k1∑
j=1

p1,j

1− µ1,jR̂
·
k2∑
j=1

p2,j

1 + µ2,jR̂

)
= λ+ cR̂, (4.74)

де 0 < R̂ < min
{

1
µ1,1
, 1
µ1,2
, . . . , 1

µ1,k1

}
. Крiм того, маємо

E [ξi] = h′1 (0) =

k1∑
j=1

p1,jµ1,j = µ1, E [ηi] = h′2 (0) =

k2∑
j=1

p2,jµ2,j = µ2,

E
[
ξ2i
]
= h′′1 (0) =

k1∑
j=1

2p1,jµ
2
1,j, E

[
η2i
]
= h′′2 (0) =

k2∑
j=1

2p2,jµ
2
2,j,

E
[
ξ3i
]
= h′′′1 (0) =

k1∑
j=1

6p1,jµ
3
1,j, E

[
η3i
]
= h′′′2 (0) =

k2∑
j=1

6p2,jµ
3
2,j.

Отже, ми отримуємо

E
[
(ξi − ηi)

2
]
= 2

(
k1∑
j=1

p1,jµ
2
1,j − µ1µ2 +

k2∑
j=1

p2,jµ
2
2,j

)
,

E
[
(ξi − ηi)

3
]
= 6

(
k1∑
j=1

p1,jµ
3
1,j − µ2

k1∑
j=1

p1,jµ
2
1,j + µ1

k2∑
j=1

p2,jµ
2
2,j −

k2∑
j=1

p2,jµ
3
2,j

)
.

Нехай ξi експоненцiально розподiленi iз середнiм µ1 i E[ηi = µ2] = 1. Тодi
умову (4.57) можна переписати у виглядi

λe−µ2R̂

1− µ1R̂
= λ+ cR̂,

де R̂ ∈ (0, 1/µ1 ), що еквiвалентно

λe−µ2R̂ = −cµ1R̂2 + (c− λµ1)R̂ + λ. (4.75)
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Якщо c − λµ1 + λµ2 > 0, то нескладно переконатися, що (4.75) має єдиний
розв’язок R̂ ∈ (0, 1/µ1 ).

Оскiльки
E[ξi] = µ1, E[ξ2i ] = 2µ21, E[ξ3i ] = 6µ31,

E[ηi] = µ2, E[η2i ] = µ22, E[η3i ] = µ32,

то
E[(ξi − ηi)

2] = 2µ21 − 2µ1µ2 + µ22,

E[(ξi − ηi)
3] = 6µ31 − 6µ21µ2 + 3µ1µ

2
2 − µ32.

4.5 Мiнiмаксне оцiнювання розв’язкiв крайової задачi та функцiо-
налiв вiд правих частин для рiвнянь лiнiйної теорiї пружностi з
граничними умовами типу Неймана

Задачам мiнiмаксного оцiнювання станiв систем, якi описуються звичайними
диференцiальними рiвняннями та рiвняннями з частинними похiдними при умо-
вi їх однозначної розв’язностi присвячено значну кiлькiсть робiт (див., напри-
клад, [193] тощо).

Проте, в ситуацiї, коли розв’язки крайових задач не визначенi однозна-
чно та iснують лише тодi, коли данi цих крайових задач задовольняють деяким
умовам сумiсностi, питання їх мiнiмаксного оцiнювання розробленi недостатньо
повно. Тут вiдомi роботи [194, 195]. Дослiджувана нижче задача мiнiмаксного
оцiнювання вiдноситься до описаного кола проблем. Тут за зашумленими спо-
стереженнями розв’язкiв та при спецiальних обмеженнях на правi частини рiв-
нянь та крайовi умови, а також на шуми в спостереженнях, знайденi мiнiмакснi
оцiнки функцiоналiв вiд розв’язкiв крайових задач для рiвнянь лiнiйної теорiї
пружностi з граничними умовами типу Неймана.

Знахождення мiнiмаксних оцiнок зведене до розв’язання деяких систем
iнтегро-диференцiальних рiвнянь та доведена їх однозначна розв’язнiсть.

Позначимо через H – гiльбертовий простiр над R зi скалярним добутком
(·, ·)H та нормою ∥ · ∥H . Через JH ∈ L(H,H ′) будемо позначати оператор, якiй
називається iзометричним изоморфiзмом, та дiє з H на його спряжений про-
стiр H ′, та визначається рiвнiстю (u, v)H = < JHu, v >H ′×H ∀u, v ∈ H, де
< f, x >H ′×H := f(x) для x ∈ H, f ∈ H ′. Цей оператор iснує в силу теореми Рi-
са. Через L2(Ω, H) простiр Бохнера, який складається з випадкових елементiв
ξ = ξ(ω), визначених на деякому ймовiрнiсному просторi (Ω,B, P ) зi значен-
нями в H такими, що ∥ξ∥2L2(Ω,H) =

∫
Ω ∥ξ(ω)∥

2
HdP (ω) < ∞. В цьому випадку
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iснує iнтеграл Бохнера Eξ :=
∫
Ω ξ(ω) dP (ω) ∈ H, який називається математи-

чним сподiванням або середнiм випадкового елементу ξ(ω). В L2(Ω, H) можна
ввести скалярний добуток:

(ξ, η)L2(Ω,H) :=

∫
Ω

(ξ(ω), η(ω))H dP (ω) ∀ξ, η ∈ L2(Ω, H). (4.76)

Простiр L2(Ω, H), зi скалярним добутком (4.76), є гiльбертовим.
Введемо також наступнi позначення: x = (x1, . . . , xn) – пpосторова змiнна,

яка належить обмеженiй вiдкритiй областiD ⊂ Rn з лiпшицевою межею Γ; dx =
dx1 · · · dxn - мiра Лебега в Rn; L2(D) – пpостip функцiй, сумованих з квадратом
в областi D; для цiлого числа m позначимо через Hm(D) – стандартнi пpостоpи
Соболева з природнiми нормами; знак ” : ” означає згортку тензора та вектора
або тензора та тензора.

НехайD – обмежена багатозв’язна область с лiпшицевою межею в просторi
Rn. Позначимо через u = (u1, . . . , un) вектор перемiщення (компоненти якого є
функцiями x ∈ D) i через ϵij компоненти тензора деформацiї

ϵ = ϵ(u) =

[
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)]
.

Зауважимо, що divu =
∑n

i=1 ϵii(u) i ϵ симетричний: ϵij = ϵji. Крiм того, ϵ(u) = 0
тодi i тiльки тодi коли u ∈ RB. Тут

RB :=

{
r ∈ R2 : r = a+ b[x2,−x1]T , n = 2,
r ∈ R3 : r = a+ b× [x1, x2, x3]

T , n = 3

}
, (4.77)

де a ∈ R2, b ∈ R при n = 2 i a,b ∈ R3 при n = 3 вiдповiдно.
Прямi обчислення показуають, що вектор r в (4.77), наприклад при n = 3,

визначається формулою r = R(x)α, де α = (a1, a2, a3, b1, b2, b3), а 3× 6-матриця
R(x) має вигляд

R(x) =

 1 0 0 0 x3 −x2
0 1 0 −x3 0 x1
0 0 1 x2 −x1 0

 .

Стовпцi цiєї матрицi

r1 = [1, 0, 0]T , r2 = [0, 1, 0]T , r3 = [0, 0, 1]T ,

r4 = [0,−x3, x2]T , r5 = [x3, 0,−x1]T , r6 = [−x2, x1, 0]T (4.78)

утворюють базис пiдпростору RB, так що dimRB = 6 при n = 3 i dimRB = 3
при n = 2.
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Тензор напруження визначається за формулою τ = τ(u) = 2µϵ(u) +
λdivuI, де I – одинична матриця в Rn, λ = λ(x) (λ(x) ≥ 0) i µ = µ(x) (µ(x) > 0)
– узагальненi коефiцiєнти Ламе, якi характеризують пружнiсть тiла, якi перед-
бачаються кусково-неперервними функцiями в области D̄. Тензор напруження
τ також є симетричним.

Введемо диференцiальний оператор другого порядку

Lu = −div τ(u) =

[
−

n∑
i=1

∂τij
∂xj

= −
n∑
i=1

∂

∂xj
(2µϵij(u) + λdivuδij)

]
.

Задача Неймана в математичнiй теорiї пружностi формулюється насту-
пним чином: знайти вектор перемiщення u, який задовольняє рiвняннм

Lu = F в D, τ(u) : n =
n∑
j=1

τijnj = g на Γ, (4.79)

де F – вектор об’ємних сил в тiлi D, g – векторна функцiя, задана на Γ, nj –
направляючi косинуси зовнiшньої по вiдношенню до областi D нормалi n до її
межi Γ.

Припустимо, що F ∈ L2(D)n, g ∈ L2(Γ)n. Тодi пiд розв’язком задачи (4.79)
розумiють знахождення функцiї u ∈ H1(D)n, яка задовольняє iнтегральнiй
тотожностi

a(u,v) :=< F,v > ∀v ∈ H1(D)n, (4.80)

де a(u,v) =
∫
D(2µϵ(u) : ϵ(v) + λdivu divv) dx, < F,v >=

∫
D(F,v)Rn dx +∫

Γ(g,v)Rn dΓ, ϵ(u) : ϵ(v) =
∑n

i,j=1 ϵij(u)ϵij(v). Розв’язок задачи (4.80) не є єди-
ним та визначений з точнiстю до довiльної функцiї з RB. Вiн iснує тодi i тiльки
тодi, коли функцiї F i g задовольняють наступним умовам сумiсностi (см. 192):∫

D

(F, r)Rn dx+

∫
Γ

(g, r)Rn dΓ = 0 ∀r ∈ RB. (4.81)

Задача мiнiмаксного оцiнювання полягає в тому, щоб за спостереженнями
вигляду

y = Cu+ η (4.82)

знайти oптимальну, в певному сенсi, оцiнку значення функцiонала l(u) =
=
∫
D(l0(x),u(x))R3dx в класi лiнiйних оцiнок l̂(u) = (y(u; η), w)H0

+ c, дe u(x)
– розв’язок крайової задачi (4.79), елемент w належить гiльбертову простору
H0, c ∈ R, l0 ∈ L2(D)n – задана функцiя, в припущеннi, що правi частини
F(x), g рiвнянь (4.79) i похибки η = η(ω) в спостереженнях (4.82), якi є випад-
ковими елементами, визначеними на деякому ймовiрнiсному просторi (Ω,B, P )
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зi значеннями в H0, невiдомi, а вiдомо лише, що елемент F := (F,g) ∈ G0 i
η ∈ G1. Тут C ∈ L(L2(D)n, H0) – лiнiйний неперервний оператор, такий що його
обмеження на пiдпростiр RB iн’єктивне; через G0 позначено множину функцiй
F̃ := (F̃, g̃) ∈ L2(D)n × L2(Γ)n, якi задовольняють умовам∫

D

(Q1(F̃− F0)(x), (F̃− F0)(x))
2
Rndx+

∫
Γ

(Q2(g̃ − g0), g̃ − g0)
2
RndΓ ≤ 1,∫

D

(F̃, r)Rn dx+

∫
Γ

(g̃, r)Rn dΓ = 0 ∀r ∈ RB,

а черезG1 позначено множину випадкових елементiв η̃ ∈ L2(Ω, H0), з нульовими
середнiми, якi задовольняють нерiвностi E(Q0η̃, η̃)H0

≤ 1, де Q0, Q1, Q2 – обме-
женi самоспряженi додатньо-визначенi оператори в H0, L2(D)n L2(Γ)n вiдповiд-
но, для яких iснують обмеженi оберненi оператори Q−1

0 , Q−1
1 , Q−1

2 , F̃0 ∈ L2(D)n

i g̃0 ∈ L2(Γ)n, заданi функцiї, якi задовольняють умовам (4.81).

Означення 4.2. Оцiнку вигляду̂̂
l(u) = (y(u; η), ŵ)H0

+ ĉ (4.83)

будемо називати мiнiмаксною оцiнкою l(u), якщо елемент ŵ i число ĉ визна-
чаються з умови

σ(w, c) := sup
(F̃,g̃)∈G0,η̃∈G1

E|l(ũ)− l̂(ũ)|2 → inf
w∈H0,c∈R

:= σ2,

дe l̂(ũ) = (ỹ, w)H0
+ c, ỹ = Cũ + η̃, ũ – будь-який розв’язок крайової задачи

(4.79) при F = F̃, g = g̃. Величину σ будемо називати похибкою мiнiмаксного
оцiнювання виразу l(u).

Наведемо основнi результати про представлення мiнiмаксних оцiнок. З цi-
єю метою встановимо

U := {w̃ ∈ H0 :

∫
D

(
l0(x)− (C∗JH0

w̃)(x), r(x)
)
Rn dx = 0 ∀r ∈ RB},

де C∗ : H ′
0 → L2(D)n – oператор, спряжений до C, який визначається спiввiд-

ношенням
< Cφ, ϕ >H0×H ′

0
=

∫
D

(φ(x), C∗ϕ(x))Rn dx

для всiх φ ∈ L2(D)n, ϕ ∈ H ′
0, i при кожному фiксованому w ∈ U введемо

функцiю z(·;w) ∈ H1(D)n як єдиний розв’язок наступної варiацiйної задачи:

a(v, z(·;w)) =
∫
D

(l0(x)− (C∗JH0
w)(x),v(x))Rn dx ∀v ∈ H1(D)n, (4.84)
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∫
D

(Q−1
1 z(x;w), ri(x))Rndx+

∫
Γ

(Q−1
2 z(·;w)), ri)Rn dΓ = 0, i = 1, 6. (4.85)

Однозначна розв’язнiсть цiєї задачи виходить з того, що правi частини рiвнянь
(4.84), (4.85) задовольняють умовi сумiсностi оскiльки w ∈ U .

Лема 4.11. Задача знахождення мiнiмаксної оцiнки значення функцiонала
l(u) еквiвалентна задачi оптимального керування системою, яка описується
варiацiйною крайовою задачею (4.84), (4.85) з функцiею вартостi вигляду

I(w) =

∫
D

(Q−1
1 z(x;w), z(x;w))Rndx+

+

∫
Γ

(Q−1
2 z(·;w), z(·;w))Rn dΓ + (Q−1

0 w,w)H0
→ inf

w∈U
. (4.86)

Теорема 4.11. Iснує єдина мiнiмаксна оцiнка виразу l(u), котра може бути

представленау виглядi
̂̂
l(u) = (y(u, η), ŵ)H0

+ ĉ, дe

ŵ = Q0Cp, ĉ =

∫
D

(ẑ(x),F0(x))Rn dx+

∫
Γ

(ẑ,g0)Rn dΓ, (4.87)

а функцiї p ∈ H1(D)n i ẑ ∈ H1(D)n визначаються з системи iнтегро-диферен-
цiальних рiвнянь

a(v, ẑ) =

∫
D

(l0(x)− (C∗JH0
Q0Cp)(x),v(x))Rn dx ∀v ∈ H1(D)n, (4.88)∫

D

(Q−1
1 ẑ(x), ri(x))Rndx+

∫
Γ

(Q−1
2 ẑ, ri)Rn dΓ = 0, i = 1, 6, (4.89)

a(p,w) =

∫
D

(Q−1
1 ẑ(x),w(x))Rndx+

∫
Γ

(Q−1
2 ẑ,w)Rn dΓ, ∀w ∈ H1(D)n, (4.90)∫

D

(l0(x)− (C∗JH0
Q0Cp)(x), ri(x))Rn dx = 0, i = 1, 6. (4.91)

Задача (4.88)–(4.91) однозначно розв’язна. Похибка оцiнювання σ визна-
чається формулою σ = l(p)1/2.

Зауважимо, що функцiя ẑ(x) = z(x; ŵ), де z(x;w) є розв’язком задачи
(4.84), (4.85), а w = ŵ ∈ U – оптимальне керування cиcтемою, яка описується
цими рiвняннями з критерiєм якостi (4.86) (див. лему 1).

Альтернативне пpедставлення для мiнiмаксної оцiнки через розв’язок си-
стеми iнтегро-диференцiальних рiвнянь спецiального вигляду, яке не залежить
вiд конкретного виду функцiонала l, отримано в наступнiй теоремi.
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Теорема 4.12. Мiнiмаксна оцiнка виразу l(u) має вигляд
̂̂
l(u) = l(û), дe фун-

кцiя û(x) = û(x, ω) визначається з розв’язку наступної системи iнтегро-
диференцiальних рiвнянь:

a(v, p̂) =

∫
D

(C∗JH0
Q0(y − Cû)(x),v(x))R3 dx ∀v ∈ H1(D)n, (4.92)∫

D

(Q−1
1 p̂(x), ri(x))Rndx+

∫
Γ

(Q−1
2 p̂, ri)Rn dΓ = 0, i = 1, 6, (4.93)

a(û,w) =

∫
D

(Q−1
1 p̂(x),w(x))R3dx+

∫
Γ

(Q−1
2 p̂,w)Rn dΓ, ∀w ∈ H1(D)n, (4.94)∫

D

(C∗JH0
Q0(y − Cû)(x), ri(x))Rn dx = 0, i = 1, 6. (4.95)

в якiй рiвностi (4.92)–(4.95) виконуються з ймовiрнiстю 1.
Випадковi поля, реалiзацiї p̂ i û яких задовольняють задачi (4.92)–(4.95),

належать простору L2(Ω, H1(D)n).
Задача (4.92)–(4.95) однозначно розв’язна.

Введемо також поняття наближеної мiнiмаксної оцiнки величини l(u), зна-
ходження якої зводиться до розв’язку певної системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь i сформулюємо теорему про збiжнiсть послiдовностi таких оцiнок до

точної мiнiмаксної оцiнке
̂̂
l(u) в середньому квадратичному.

Враховуючи, що простiр V = H1(D)n cепарабельний i розкладається в
пряму суму

V = V ⊥ ⊕ KerL, V ⊥ = (KerL)⊥,

де KerL = RB, базис r1, r2, . . . , rn, . . . в ньому можна вибрати таким чином,
щоб вектори r1, r2, . . . , r6 визначалися спiввiдношеннями (4.78).

Задамо ẑm =
∑m

i=1 αiri, pm =
∑m

i=1 βiri, де m > 6, а αi i βi визначаються з
системи рiвнянь

a(ri, ẑm) =

∫
D

(l0(x)− (C∗JH0
Q0Cpm)(x), ri(x))Rn dx i = 1,m, (4.96)∫

D

(Q−1
1 ẑm(x), ri(x))Rndx+

∫
Γ

(Q−1
2 ẑm, ri)Rn dΓ = 0, i = 1, 6, (4.97)

a(pm, ri) =

∫
D

(Q−1
1 ẑm(x), ri(x))Rndx+

∫
Γ

(Q−1
2 ẑm, ri)Rn dΓ, i = 1,m, (4.98)∫

D

(l0(x)− (C∗JH0
Q0Cpm)(x), ri(x))Rn dx = 0, i = 1, 6. (4.99)
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Зазначимо, що задача (4.96)–(4.99) однозначно розв’язна та являє собою систе-
му лiнiйних алгебраiчних рiвнянь вiдносно невiдомих αi i βi.

В якостi наближеної мiнiмаксної оцiнки величини l(u) вiзьмемо вираз
̂̂
lm(u) = (y, ŵm)H0

+ ĉm, дe ŵm := Q0Cpm, ĉm :=
∫
D(ẑm(x),F0(x))Rn dx +∫

Γ(ẑm,g0)Rn dΓ.

Можна також показати, що
̂̂
lm(u) = l(ûm(·, ω)), де функцiя ûm = ûm(·, ω)

визначається з системи рiвнянь

a(ri, p̂m) =

∫
D

(C∗JH0
Q0(y − Cûm)(x), ri(x))R3 dx, i = 1,m, (4.100)∫

D

(Q−1
1 p̂m(x), ri(x))Rndx+

∫
Γ

(Q−1
2 p̂m, ri)Rn dΓ = 0, i = 1, 6, (4.101)

a(ûm, ri) =

∫
D

(Q−1
1 p̂m(x), ri(x))R3dx+

∫
Γ

(Q−1
2 p̂m, ri)Rn dΓ, i = 1,m, (4.102)∫

D

(C∗JH0
Q0(y − Cûm)(x), ri(x))Rn dx = 0, i = 1, 6. (4.103)

Тут функцiї ûm i p̂m належать пiдпростору, порожденому векторами r1, r2, . . . , rm,
a система (4.100)–(4.103) має єдиний розв’язок ûm(·, ω) i p̂m(·, ω) при m > 6.
Має мiсце наступний результат.

Теорема 4.13. Наближена мiнiмаксна оцiнка
̂̂
lm(u) виразу l(u) збiгається

до мiнiмаксної оцiнки
̂̂
l(u) цього виразу в тому сенсi, що limm→∞ E|̂̂lm(u) −̂̂

l(u)|2 = 0, при цьому

lim
m→∞

E|̂̂lm(u)− l(u)|2 = E|̂̂l(u)− l(u)|2.
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ВИСНОВКИ

Основними результатами, наведеними в звiтi, є такi:
– для одного параболiчного рiвняння з коефiцiєнтами зростаючими при

|x| → ∞ у спецiальних вагових просторах дослiджено розв’язнiсть задачi Кошi;
– для одного класу вироджених параболiчних рiвнянь типу Колмогорова

зi зростаючими коефiцiєнтами в групi молодших членiв у спецiальних вагових
просторах дослiджено фундаментальних розв’язок задачi Кошi, а з його допо-
могою доведено теореми про коректну розв’язнiсть задачi Кошi та iнтегральне
зображення розв’язку;

– дослiджено властивостi розв’язкiв ультрапараболiчних рiвнянь типу Кол-
могорова другого порядку на необмежених часових iнтервалах;

– означено новий клас параболiчних систем типу Г. Є. Шилова з невiд’єм-
ним родом i коефiцiєнтами, залежними вiд часової та просторової змiнниx;

– встановлено коректну розв’язнiсть задачi Кошi для систем рiвнянь iз
означеного класу у випадку, коли початковi данi є узагальненими функцiями
типу розподiлiв I. М. Гельфанда i Г. Є. Шилова;

– одержано форму зображення розв’язку через початкову вектор-функцiю
та фундаментальну матрицю розв’язкiв задачi Кошi;

– побудована ФМРЗК для вироджених систем рiвнянь типу Колмогоро-
ва, дослiджено її якiснi властивостi гладкостi та поведiнки в околi нескiнченно
вiддалених просторових точок;

– одеpжано наближене зобpаження iнтегpального многовиду нелiнiйної
сингуляpно збуpеної системи диференцiально-функцiональних рiвнянь;

– застосовано друге наближення в методi усереднення для дослiдження
стiйкостi розв’язкiв лiнiйної системи iз запiзненням;

– дослiджено iснування та стiйкiсть злiченного числа циклiв для деяких
класiв гiперболiчних систем з перетвореним аргументом;

– одержано зображення iнтегрального многовиду системи сингуляpно збу-
рених диференцiально-рiзницевих рiвнянь;

– одержано достатню умову стiйкостi (нестiйкостi) лiнiйної системи дифе-
ренцiально-рiзницевих рiвнянь;

– доведено iснування злiченного числа перiодичних розв’язкiв гiперболi-
чної системи диференцiальних рiвнянь першого порядку з перiодичною умо-
вою;

– вивчено питання iснування i стiйкостi бiжучих хвиль квазiлiнiйного рiв-
няння Кортевега – де Фрiза з перетвореним аргументом;

– дослiджена схема декомпозицiї лiнiйних сингулярно збурених систем з
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двома малими параметрами, що базується на iдеях теорiї iнтегральних много-
видiв повiльних та швидких змiнних;

– дослiджено схему апроксимацiї початкової задачi для нелiнiйного дифе-
ренцiально-функцiонального рiвняння запiзнюючого типу;

– обґрунтовано алгоритми пiдвищеної точностi наближеного знаходження
неасимптотичних коренiв квазiполiномiв для лiнiйних автономних диференцi-
ально-рiзницевих рiвнянь iз багатьма запiзненнями;

– запропоновано алгоритм знаходження коефiцiєнтних областей стiйкостi
лiнiйних автономних диференцiальних рiвнянь iз багатьма запiзненнями;

– здiйснено моделювання на ЕОМ лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiв-
нянь iз запiзненням та знайдено верхню межу запiзнення для якого зберiгається
властивiсть стiйкостi розвязкiв;

– дослiджено наближений метод розв’язання крайової задачi для диферен-
цiально-рiзницевих рiвнянь зi змiнним запiзненням, що базується на апрокси-
мацiї розв’язку кубiчними сплайнами дефекту два;

– дослiджено поведiнку процесу ризику з перестрахуванням, що характе-
ризується додатковим доданком в стохастичнiй частинi;

– отримано та дослiджено iнтегро-диференцiальне рiвняння для ймовiрно-
стi небанкрутства;

– знайдено граничнi умови поведiнки розв’язку процесу ризику з перестра-
хуванням, за умови невiд’ємного перестрахування;

– отримано представлення для мiнiмаксних оцiнок функцiоналiв вiд розв’яз-
кiв крайових задач для рiвнянь лiнiйної теорiї пружностi з граничними умовами
типу Неймана.

Розробка питань, яким присвячений звiт, є важливою i актуальною в зв’яз-
ку iз необхiднiстю розвитку загальної теорiї диференцiальних рiвнянь з ча-
стинними похiдними та диференцiально-функцiональних рiвнянь i необхiдностi
математичного моделювання об’єктiв iз розподiленими параметрами, базовi ма-
тематичнi моделi яких виражаються переважно диференцiальними рiвняннями
iз частинними похiдними та диференцiально-функцiональними рiвняннями. Ра-
зом з тим, точний розв’язок таких моделей аналiтичними методами вдається
отримати у виключних ситуацiях. У зв’язку з цим, проблема створення ефе-
ктивних наближених методiв розв’язку таких задач i розробка їх програмної
реалiзацiї сучасними обчислювальними засобами є особливо актуальною.

Усi наведенi в звiтi результати є новими i мають наукову цiннiсть. Вони мо-
жуть застосовуватись у теорiї диференцiальних, диференцiально-функцiональ-
них, псевдодиференцiальних рiвнянь, теорiї випадкових процесiв, при матема-
тичному моделювання фiзичних, технiчних, економiчних i виробничих процесiв.
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