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Р Е Ф Е Р А Т 

Звіт про НДР: 164 с., 2 табл., 2 рис., 175 джерел. 

 

ПАРАБОЛІЧНІ, УЛЬТРАПАРАБОЛІЧНІ, ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ, ДИФЕ-

РЕНЦІАЛЬНО-ФУНКЦІОНАЛЬНІ, СТОХАСТИЧНІ РІВНЯННЯ, ВИРОД-

ЖЕННЯ, СИНГУЛЯРНІ ЗБУРЕННЯ, ДЕКОМПОЗИЦІЯ, ПРИНЦИП ЗВЕ-

ДЕННЯ, ЗАДАЧА КОШІ, КРАЙОВА ЗАДАЧА, КОРЕКТНА РОЗВ’ЯЗНІСТЬ, 

ІНТЕГРАЛЬНИЙ МНОГОВИД, БІФУРКАЦІЯ, СХЕМА АПРОКСИМАЦІЇ, 

ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ, ПУАСОНІВСЬКЕ ЗБУРЕННЯ, МАРКОВСЬКІ 

ПЕРЕМИКАННЯ. 

 

Об’єкт дослідження – ультрапараболічні рівняння з необмежено 

зростаючими коефіцієнтами і виродженнями на початковій гіперплощині, 

багатотемпові сингулярно збурені системи диференціальних рівнянь, 

диференціально-різницеві та диференціально-функціональні рівняння, 

стохастичні диференціальні рівняння Іто-Скорохода з частинними похідними. 

Мета роботи – дослiдження фундаментальних розв’язкiв задачi Кошi для 

нових класiв вироджених параболiчних рiвнянь типу Колмогорова. 

Асимптотичне розщеплення лінійних сингулярно збурених диференціальних 

рівнянь, біфуркація циклів та торів для різних класів  диференціальних рівнянь 

з частинними похідними. Побудова схем апроксимації початкових та крайових 

задач для диференціально-різницевих і диференціально-функціональних  

рівнянь, обґрунтування методів моделювання та оптимізації процесів з 

післядією та випадковостями. 

Для параболічних систем з виродженням і зростаючими коефіцієнтами, а 

також ультрапараболічних рівнянь типу Колмогорова досліджені властивості 

фундаментальних розв’язків та описані класи коректності задачі Коші. 

Здійснено розщеплення лінійної двотемпової сингулярно збуреної системи 

на незалежні підсистеми, встановлено принцип зведення для дослідження 

стійкості розв’язків вихідної системи. 

Побудовані схеми апроксимації систем лінійних диференціально-

різницевих рівнянь запізнюючого та нейтрального типів і розглянуто їх 

застосування для наближення неасимптотичних коренів квазіполіномів. 

Встановлені умови розв’язності крайових задач із запізненням та нейтрального 

типу, досліджено апроксимацію їх розв’язків за допомогою кубічних сплайнів 

дефекту два та здійснено комп’ютерне моделювання. 

Досліджено існування та стійкість біжучих хвиль у параболічних та 

диференціально-функціональних системах  з малою дифузією. 

Встановлено умови існування розв’язку задачі Коші для нелінійних 

стохастичних диференціально-різницевих рівнянь та досліджено стабілізацію 

сильного розв’язку автономного стохастичного рівняння Іто-Колмогорова. 

Усі наведені в звіті результати є новими. Вони можуть бути використані  

як в теоретичних дослідженнях так і при обґрунтуванні методик розв’язання та  

наближеній побудові розв’язків конкретних прикладних задач. 
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ВСТУП

У звiтi наведенi результати, якi одержанi протягом 2016–2020 рр. спiв-

робiтниками кафедри математичного моделювання ЧНУ при виконаннi НДР

”Дослiдження асимптотичної поведiнки розв’язкiв диференцiально- функцiо-

нальних та еволюцiйних рiвнянь i моделювання детермiнованих та стоха-

стичних прикладних процесiв”. Цi дослiдження є продовженням виконаної

в 2011–2015 рр. кафедрою математичного моделювання НДР ”Методи ана-

лiзу диференцiально-функцiональних i еволюцiйних рiвнянь та математичне

моделювання процесiв з пiслядiєю та випадковостями”. Звiт складається з 6

роздiлiв.

Результати, що представленi в першому роздiлi, стосуються дослiдження

властивостей фундаментального розв’язку задачi Кошi для ультрапараболi-

чних рiвнянь зi зростаючими коефiцiєнтами та виродженнями на початковiй

гiперплощинi та з їх допомогою дослiджено розв’язнiсть задачi Кошi для

рiзних вироджень параболiчних рiвнянь типу Колмогорова на початковiй гi-

перплощинi.

Другий роздiл мiстить результати про дослiдження сингулярно збуре-

них багатотемпових систем. Для двотемпових лiнiйних сингулярно збурених

систем обґрунтовано принцип зведення для дослiдження стiйкостi вихiдної

системи та запропоновано можливiсть використання наближеного iнтеграль-

ного многовиду при дослiдженнi стiйкостi нульового розв’язку.

У третьому роздiлi дослiджено iснування та стiйкiсть скiнченного числа

циклiв та бiжучих хвиль для параболiчної системи iз запiзненням, рiвняння

брюсселятора, рiвняння спiнового горiння iз запiзненням та диференцiально-

функцiональних параболiчних систем iз малою дифузiєю.

Дослiдження лiнiйних та нелiнiйних крайових задач для диференцiаль-

них рiвнянь iз запiзненням та нейтрального типу наведено у четвертому

роздiлi. Визначено функцiональний простiр, якому належать розв’язки роз-

глянутих крайових задач, дослiджено властивостi гладкостi розв’язкiв у за-

лежностi вiд структури вiдхилень аргументу. Встановлено достатнi умови



9

iснування розв’язку таких задач, побудовано та обґрунтовано iтерацiйнi схе-

ми знаходження розв’язку цих задач за допомогою апроксимацiї кубiчними

сплайнами дефекту два, дослiджено збiжнiсть iтерацiйного процесу.

У пятому роздiлi дослiдженння зв’язкiв мiж розв’язками лiнiйних дифе-

ренцiально-рiзницевих рiвнянь та розв’язками вiдповiдних апроксимую-чих

систем лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь дозволило побудувати

алгоритми наближеного знаходження неасимптотичних коренiв квазiполiо-

мiв. За допомогою цих алгоритмiв запропонована методика дослiдження стiй-

костi роз’язкiв лiнiйних стацiонарних систем iз сталим запiзненням, а також

розроблено конструктивнi алгоритми побудови областей стiйкостi лiнiйних

систем iз багатьма запiзненнями.

У роздiлi 6 описуються основнi теореми про iснування розв’язку задачi

Кошi для нелiнiйного дифузiйного стохастичного диференцiально-рiзницевого

рiвняння нейтрального типу в частинних похiдних з урахуванням випадкових

зовнiшних збурень та iснування i стабiлiзацiю сильного розв’язку автономних

стохастичних рiвнянь Iто-Скорохода в частинних похiдних iз випадковими

параметрами. Дослiдження, результати яких увiйшли до звiту, використову-

ються при виконаннi студентами курсових i магiстерських робiт. За їх мате-

рiалами захищенi кандидатська дисертацiя А. Б. Дороша (2018 р., науковий

керiвник I. М. Черевко) та докторська дисертацiя I. I. Клевчука (2017 р.)

Виконавцi НДР брали активну участь у роботi мiжнародних та всеукра-

їнських наукових конференцiй. Ними зроблено 63 доповiдi.
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1 ЗАДАЧА КОШI ДЛЯ УЛЬТРАПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ

ЗI ЗРОСТАЮЧИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ ТА

ВИРОДЖЕННЯМИ НА ПОЧАТКОВIЙ ГIПЕРПЛОЩИНI I

ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНИХ ЗА ЕЙДЕЛЬМАНОМ СИСТЕМ У

НЕГАТИВНИХ ПРОСТОРАХ ГЕЛЬДЕРА

У цьому роздiлi наводяться результати дослiджень, що доповнюють i

розвивають результати з [1] на випадок ультрапараболiчних рiвнянь з нео-

бмежено зростаючими коефiцiєнтами в групi молодших членiв i виродження-

ми на початковiй гiперплощинi та на випадок параболiчних за Ейдельманом

систем першого порядку за часовою змiнною у спецiальних негативних про-

сторах Гельдера.

Наведенi в цьому роздiлi результати, якi стосуються знаходження фун-

даментального розв’язку задачi Кошi та розв’язностi задачi Кошi, опублiко-

вано в працях [1–13], а результати дослiдження задачi Кошi для параболiчних

за Ейдельманом систем – в працях [14–17] та висвiтлено в 14 доповiдях на 11

наукових конференцiях рiзного рангу.

1.1 Задача Кошi для ультрапараболiчних рiвнянь з

необмежено зростаючими коефiцiєнтами в групi молодших

членiв i виродженнями на початковiй гiперплощинi

У працi [1] наведено короткий огляд праць, що стосуються побудови,

дослiдження i застосування фундаментального розв’язку задачi Кошi для

параболiчних i деяких ультрапараболiчних типу Колмогорова рiвнянь з ви-

родженнями на початковiй гiперплощинi. В [1,10,11] розглядались рiвняння

вигляду (
α(t)∂t − β(t)A− a0

)
u(t, x) = f(t, x),

(t, x) ∈ Π(0,T ] := (0, T ]× Rn, (1.1)

де α i β – неперервнi на вiдрiзку [0, T ] функцiї, для яких α(t) > 0, β(t) > 0

при t ∈ (0, T ], α(0)β(0) = 0 i β монотонно неспадна; a0 – задана функцiя; A –

диференцiальний вираз за n-вимiрною просторовою змiнною x такий, що ви-
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раз ∂t−A є: 1) рiвномiрно в параболiчним за Петровським чи за Ейдельманом

виразом з обмеженими або необмеженими при коефiцiєнтами, 2) виродженим

параболiчним типу Колмогорова (ультрапараболiчним) виразом, коефiцiєнти

якого не залежать або вiд усiх просторових змiнних, або тiльки вiд змiнних

виродження, або залежать вiд усiх змiнних у випадку однiєї групи виродже-

ння.

Рiвняння (1.1) мають виродження при t = 0 , якi класифiкуються за

величинами

A(t, τ) =

t∫
τ

dθ

α(θ)
, B(t, τ) =

t∫
τ

β(θ)

α(θ)
dθ.

Так, рiвняння (1.1) має слабке виродження, коли A(T, 0) <∞ , сильне – якщо

A(T, 0) =∞ i дуже сильне – коли A(T, 0) =∞ i B(T, 0) =∞ .

У цьому пiдроздiлi викладенi результати, якi є узагальненням на ультра-

параболiчне рiвняння типу Колмогорова вигляду (1.1), в якому коефiцiєнти

групи старших членiв сталi, а коефiцiєнти в групi молодших членiв є зроста-

ючими на нескiнченностi. Такого типу рiвняння без вироджень при є рiвня-

ннями Фоккера–Планка–Колмогорова багатовимiрного нормального марков-

ського процесу. Зазначимо, що для рiвняння, яке тут розглядається, тiльки

без вироджень на початковiй гiперплощинi вiдомi результати про ФРЗК, ви-

вчено його властивостi та наведено їх застосування.

Нехай n1 ≥ n2 ≥ n3 – заданi натуральнi числа, n := n1 + n2 + n3 – їх

сума; змiнна x ∈ Rn складається з трьох груп змiнних xl := (xl1, . . . , xlnl) ∈
Rnl, l ∈ {1, 2, 3}, так що x := (x1, x2, x3); x1 := (x′1, x

′′
1, x

′′′
1 ), x̂1 := (x′1, x

′′
1),

де x′1 := (x11, . . . , x1n3
), x′′1 := (x1(n3+1), . . . , x1n2

), x′′′1 := (x1(n2+1), . . . , x1n1
);

x2 := (x′2, x
′′
2), де x′2 := (x21, . . . , x2n3

), x′′2 := (x2(n3+1), . . . , x2n2
).

Розглядаємо такi рiвняння:

Lu := α(t)∂tu− β(t)

( n2∑
j=1

x1j∂x2j
u+

n3∑
j=1

x2j∂x3j
u+

n1∑
j,s=1

ajs∂x1j
∂x1s

u+

+b

n1∑
j=1

∂x1j

(
x1ju

))
− au = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.2)
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i

(L∗v)(τ, ξ) := −α(τ)∂τv(τ, ξ) + β(τ)

( n2∑
j=1

ξ1j∂ξ2jv(τ, ξ) +

n3∑
j=1

ξ2j∂ξ3jv(τ, ξ)−

−
n1∑

j,s=1

ajs∂ξ1j∂ξ1sv(τ, ξ) + b

n1∑
j=1

ξ1j∂ξ1jv(τ, ξ)

)
− a v(τ, ξ) = 0,

(τ, ξ) ∈ Π(0,T ], (1.3)

де ajs, b i a – дiйснi сталi, причому ajs = asj, {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, та виконується
умова параболiчностi

∃ δ > 0 ∀σ1 := (σ11, ..., σ1n1
) ∈ Rn1 :

n1∑
j,s=1

ajsσ1jσ1s ≥ δ|σ1|2.

Нехай ξ := (ξ1, ξ2, ξ3) – точка в Rn, де ξl ∈ Rnl, l ∈ {1, 2, 3}; BR – куля

{z ∈ Rn| |ξ| ≤ R}, ΓR – її межа; L i L∗ – диференцiальнi вирази з (1.2) i (1.3).

Правильна така дивергентна рiвноiть для пiдходящих функцiй u i v:
1

α(τ)
(v Lu− uL∗v)(τ, ξ) = ∂τ(uv)(τ, ξ)−

−β(τ)

α(τ)

n1∑
j=1

∂ξ1j

n1∑
l=1

ajl(v ∂ξ1lu− u ∂ξ1lv)(τ, ξ)− bβ(τ)

α(τ)

n1∑
j=1

∂ξ1j(ξ1jvu)(τ, ξ)−

−β(τ)

α(τ)

n2∑
j=1

∂ξ2j(ξ1jvu)(τ, ξ)− β(τ)

α(τ)

n3∑
j=1

∂ξ3j(ξ2jvu)(τ, ξ),

(τ, ξ) ∈ Π(0,T ]. (1.4)

Iнтегруючи рiвнiсть (1.2) за τ ∈ (t1, t2), 0 < t1 < t2 ≤ T , i ξ ∈ BR,

одержимо формулу
t2∫
t1

dτ

α(τ)

∫
BR

(v Lu− uL∗v)(τ, ξ) dξ =

∫
BR

(uv)(τ, ξ)
∣∣∣τ=t2

τ=t1
dξ−

−
t2∫
t1

β(τ)

α(τ)
dτ

∫
ΓR

n1∑
j,l=1

ajl(v ∂ξ1lu− u ∂ξ1lv)(τ, ξ)µ1j dSξ−

−b
t2∫
t1

β(τ)

α(τ)
dτ

∫
ΓR

n1∑
j=1

(vu)(τ, ξ)ξ1jµ1j dSξ−
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−
t2∫
t1

β(τ)

α(τ)
dτ

∫
ΓR

( n2∑
j=1

ξ1jµ2j −
n3∑
j=1

ξ2jµ3j

)
(vu)(τ, ξ) dSξ, (1.5)

де (µ11, ..., µ1n1
, µ21, ..., µ2n1

, µ31, ..., µ3n3
) – орт зовнiшньої нормалi до ΓR.

Перехiд у формулi (1.5) до границi при R → 0 для функцiй u i v, для

яких iнтеграли по ΓR прямують до нуля, приводить до формули
t2∫
t1

dτ

α(τ)

∫
Rn

(v Lu− uL∗v)(τ, ξ) dξ =

∫
Rn

(uv)(τ, ξ)
∣∣∣θ=t2
θ=t1

dξ, (1.6)

яка далi безпосередньо використовується для встановлення наступних вла-

стивостей ФРЗК.

Рiвнiсть (1.4) фактично означає, що в областi Π0,T ] диференцiальний

вираз L∗/α є формально спряженим з виразом L/α. Оскiльки рiвняння (1.2)

i (1.3) при t = 0 вироджуються, то для них не завжди можна розглядати

задачу Кошi з початковими даними при t = 0 у звичайному розумiннi. Але

можна говорити про ФРЗК згiдно з такими означеннями.

Означення 1.1. 1) ФРЗК для рiвняння (1.2) називається функцiя

G(t, x; τ, ξ), 0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

така, що формула

u(t, x) =

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)ϕ(ξ) dξ, (t, x) ∈ Π(τ,T ], (1.7)

визначає розв’язок рiвняння (1.2) для (t, x) ∈ Π(τ, T ], який задовольняє по-

чаткову умову

u(t, x)

∣∣∣∣
t=τ

= ϕ(x), x ∈ Rn,

для будь-якого τ ∈ (0, T ) i довiльної неперервної та обмеженої функцiї ϕ.

2) ФРЗК для рiвняння (1.3) називається функцiя G∗(τ, ξ; t, x), 0 < τ <

t ≤ T , {ξ, x} ⊂ Rn, така, що формула

v(τ, ξ) =

∫
Rn

G∗(τ, ξ; t, x)ϕ(x) dx, (τ, ξ) ∈ Π(0,t), (1.8)
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визначається в Π(τ,t) розв’язок рiвняння (1.3), який задовольняє умову

v(τ, ξ)

∣∣∣∣
τ=t

= ϕ(ξ), ξ ∈ Rn,

для будь-якого t ∈ (0, T ] i довiльної неперервної та обмеженої функцiї ϕ.

Далi наведемо явнi формули для функцiй G i G∗.

Розглянемо задачу Кошi

(Lu)(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(τ,T ],

u(t, x)|t=τ = ϕ(x), x ∈ Rn, (1.9)

де ϕ вважаємо такою функцiєю, що всi подальшi мiркування є правильними,

зокрема, для неї iснує перетворення Фур’є

ψ(σ) := Fx→σ[ϕ], σ ∈ Rn.

Шукаючи розв’язок задачi (1.9) у виглядi

u(t, x) = F−1
σ→x[v(t, σ)], (t, x) ∈ Π(τ,T ],

i використавши властивостi оберненого перетворення Фур’є, отримуємо фор-

мулу

G(t, x; τ, ξ) = (4π)−n/2 exp{n1bB(t, τ) + aA(t, τ)}×

×(detAn1n1
detAn2n2

detAn3n3
)−1/2

3∏
l=1

(pl(B(t, τ)))−nl/2×

× exp
{
− 1

4p1(B(t, τ))

n1∑
j,l=1

ajl1 (ebB(t,τ)x1j − ξ1j)(e
bB(t,τ)x1l − ξ1l)−

− 1

4p2(B(t, τ))

n2∑
j,l=1

ajl2

(
x2j − ξ2j + f(B(t, τ))(x1j + ξ1j)

)
×

×
(
x2l − ξ2l + f(B(t, τ))(x1l + ξ1l)

)
− 1

4p3(B(t, τ))
×

×
n3∑
j,l=1

ajl3

(
x3j − ξ3j +

B(t, τ)

2
(x2j + ξ2j) + g(B(t, τ))(x1j − ξ1j)

)
×

×
(
x3l − ξ3l +

B(t, τ)

2
(x2l + ξ2l) + g(B(t, τ))(x1l − ξ1l)

)}
,

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (1.10)
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в якiй Anknk := (ajs)
nk
j,s=1, A

−1
nknk

:= (ajsk )nkj,s=1 – матриця, обернена до матрицi

Anknk , k ∈ {1, 2, 3}, де ajs, {j, s} ⊂ {1, . . . , n1}, – коефiцiєнти з рiвняння (1.2);

p1(t) :=


e2bt−1

2b b 6= 0,

t, b = 0,
, p2(t) :=


t

b2
− 2(ebt − 1)

b3(ebt + 1)
, b 6= 0,

t3

12
, b = 0,

p3(t) :=


t

b4
+

t3

12b2
− t2(ebt + 1)

2b3(ebt − 1)
, b 6= 0,

t5

720
, b = 0,

f(t) :=


ebt−1
b(ebt+1)

b 6= 0,

t
2 , b = 0,

, g(t) :=


1

b2

(tb(ebt + 1)

2(ebt − 1)
− 1
)
, b 6= 0,

t2

12
, b = 0,

t > 0.

Для розв’язку задачi

(L∗v)(τ, ξ) = 0, (τ, ξ) ∈ Π(0,t),

v(τ, ξ)|τ=t = ϕ(ξ), ξ ∈ Rn,

де t – довiльно фiксоване число з (0, T ] , а функцiя ϕ така сама, як у задачi

(1.9), цiлком аналогiчно отримується зображення (1.8), в якому

G∗(τ, ξ; t, x) = G(t, x; τ, ξ), 0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (1.11)

Наведемо властивостi функцiй G i G∗ , означених формулами (1.10) i

(1.11). Цi властивостi подiбнi до властивостей вiдповiдних функцiй для рiв-

нянь, в яких вiдсутнi виродження на початковiй гiперплощинi. Вони доводя-

ться аналогiчним способом.

10. Для будь-яких мультиiндексiв {kl,ml} ⊂ Znl+ , l ∈ {1, 2, 3}, справджу-

ються оцiнки

|∂k1
x1
∂k2
x2
∂k3
x3
∂m1

ξ1
∂m2

ξ2
∂m3

ξ3
G(t, x; τ, ξ)| ≤ Ck1k2k3m1m2m3

Ea,b(t, τ)×

×
3∏
l=1

(pl(B(t, τ)))−(nl+|kl|+|ml|)/2Ec(t, x; τ, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (1.12)
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в яких Ck1k2k3m1m2m3
i c – додатнi сталi, якi залежать лише вiд коефiцiєнтiв

ajl, b, n1, n2 i n3, а також вiд T тiльки у випадку, коли b > 0;

Ea,b(t, τ) := Ea(t, τ)F b(t, τ), Ea(t, τ) := exp{aA(t, τ)},

F b(t, τ) := exp{n1bB(t, τ)}, Ec(t, x; τ, ξ) :=

:= exp

{
− c

( |ebB(t,τ)X1(B(t, τ))− ξ1|2

p1(B(t, τ))
+

3∑
l=2

|Xl(B(t, τ))− ξl|2

pl(B(t, τ))

)}
,

де

X1(t) := x1, X2(t) := x2 + αb(t)x̂1, X3(t) := x3 + tx′2 +
αb(t)− t

b
x′1,

x1 := (x′1, x
′′
1, x

′′′
1 ), x̂1 := (x′1, x

′′
1), x′1 := (x11, ..., x1n3

), x′′1 := (x1(n3+1), ..., x1n2
),

x′′′1 := (x1(n2+1), ..., x1n1
), x2 := (x′2, x

′′
2), x′2 := (x21, ..., x2n3

),

x′′2 := (x2(n3+1), ..., x2n2
), αb(t) :=


ebt − 1

b
, b 6= 0,

t, b = 0.

20. Функцiя G(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, як функцiя τ i x

є розв’язком рiвняння (1.2), а як функцiя τ i ξ – розв’язком рiвняння (1.3).

30. Справджуються рiвностi∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) dξ = Ea,b(t, τ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) dx = Ea(t, τ), 0 ≤ τ < t ≤ T, ξ ∈ Rn. (1.13)

40. Для будь-якої неперервної та обмеженої в Rn функцiї ϕ функцiя

u(t, x, τ) =

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)ϕ(ξ) dξ, 0 ≤ τ < t ≤ T, , x ∈ Rn, (1.14)

задовольняє умову

lim
t→τ

u(t, x, τ) = ϕ(x), x ∈ Rn,

а функцiя

v(τ, ξ, t) =

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)ϕ(x) dx, 0 ≤ τ < t ≤ T, , ξ ∈ Rn, (1.15)
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– умову

lim
τ→t

v(τ, ξ, t) = ϕ(ξ), ξ ∈ Rn.

50. Правильна формула згортки

G(t, x; τ, ξ) =

∫
Rn

G(t, x; γ, z)G(γ, z; τ, ξ) dz,

0 < τ < γ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (1.16)

Зауваження 1.1. З властивостей 20 i 40 випливає, що згiдно з означенням

ФРЗК функцiї G i G∗ справдi є ФРЗК вiдповiдно для рiвнянь (1.2) i (1.3),

причому рiвностi (1.11) i (1.16) означають, що ФРЗК має властивiсть нор-

мальностi та для нього справджується формула згортки.

Зауваження 1.2. У випадку слабкого виродження рiвняння (1.2) у форму-

лах (1.11) – (1.16) можна брати τ = 0.

Наведенi властивостi ФРЗК дозволяють у випадку слабкого виродження

подiбно до випадку рiвняння без виродження на початковiй площинi дослiди-

ти коректну розв’язнiсть задачi Кошi, iнтегральне зображення та граничну

поведiнку при t → 0 розв’язкiв, визначених у напiввiдкритому шарi Π(o,T ], а

у випадку сильного виродження - коректну розв’язнiсть неоднорiдного рiв-

няння з ваговою початковою умовою, якщо виродження не дуже сильне, i без

початкової умови в протилежному випадку.

Наведемо результати про про розв’язнiсть задачi Кошi для рiвняння (1.2)

у випадку слабкого виродження на початковiй гiперплощинi.

Означимо сiмейства банахових просторiв L~κ(t,~a)
p , t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞],

функцiй, швидко зростаючих з ростом просторових змiнних. Еволюцiя розв’яз-

кiв рiвняння (1.2) буде характеризуватися належнiстю їх до цих просторiв.

Наведемо означення як указаних, так i iнших просторiв, якi далi викори-

стовуватимуться. Для цього введемо такi набори функцiй, визначених для

t ∈ [0, T ]:
~κ(t,~a) := (κ1(t, a1), κ2(t, a2), κ3(t, a3)),

κ1(t, a1) :=
c0a1e

2b(T−B(T,t))

c0 − a1p1(T −B(T, t))
,
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κl(t, al) :=
c0al

c0 − alpl(T −B(T, t))
, l ∈ {2, 3};

~̂s(t) := (s1(t), s2(t), s3(t)), ~sl(t) := (sl1(t), . . . , slnl(t)), l ∈ {1, 2, 3},

ŝ1j(t) := κ1(t, a1) + 2θ(n2 − j)(αb(B(t, 0)))2κ2(t, a2)+

+ 4
(αb(B(t, 0))−B(t, 0)

b

)2

θ(n3 − j)κ3(t, a3), j ∈ {1, . . . , n1},

ŝ2j(t) := 2κ2(t, a2) + 4(B(t, 0))2θ(n3 − j)κ3(t, a3), j ∈ {1, . . . , n2},

ŝ3j(t) := 4κ3(t, a3), j ∈ {1, . . . , n3},
де c0 ∈ (0, c), c – стала з оцiнок (1.12), ~a := (a1, a2, a3) – набiр таких невiд’-

ємних чисел, що pl(T ) <
c0

al
, l ∈ {1, 2, 3}, θ(τ) = 1 для τ ≥ 0 i θ(τ) = 0 для

τ < 0.

Маємо

−c0
|ebB(t,0)x1 − ξ1|2

p1(B(t, 0))
+ κ1(0, a1)|ξ1|2 ≤ κ1(t, a1)|x1|2,

−c0
|Xl(B(t, 0))− ξl|2

pl(B(t, 0))
+ κl(0, al)|ξl|2 ≤ κl(t, al)|Xl(B(t, 0))|2,

l ∈ {2, 3}, t ∈ (0, T ], {x, ξ} ⊂ Rn. (1.17)

Введемо ваговi функцiї

Φ̂ν(t, t̄, x) := exp
{
ν

3∑
l=1

κl(t, al)|Xl(B(t̄, 0))|2
}
, Φ̂ν(t, x) := Φ̂ν(t, t, x),

Ψ̂ν(t, x) := exp
{
ν

3∑
l=1

nl∑
j=1

ŝlj(t) |xlj|2
}
, (t, x) ∈ Π[0,T ], ν ∈ R.

Тодi на пiдставi (1.17) маємо

Ec0(t, x; 0, ξ) Φ̂1(0, ξ) ≤ Φ̂1(t, x), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (1.18)

Поведiнка при |x| → ∞ функцiй з означених нижче просторiв описуватиме-

ться функцiєю Φ̂ν з ν ∈ {−1, 1}.
Нехай p ∈ [1,∞] i u(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ], – задана комплекснозначна

функцiя, вимiрна за x при довiльному t ∈ [0, T ]. Для кожного t ∈ [0, T ]

означимо норми

‖u(t, ·)‖~κ(t,~a)
p := ‖u(t, ·)Φ̂−1(t, ·)‖Lp(Rn),

‖u(t, ·)‖~̂s(t)p := ‖u(t, ·)Ψ̂−1(t, ·)‖Lp(Rn).
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На пiдставi означення точок Xl та функцiй ŝlj, j ∈ {1, · · · , nl}, l ∈
{1, 2, 3}, справджується нерiвнiсть

3∑
l=1

κl(t, al) |Xl(B(t, 0))|2 ≤
3∑
l=1

nl∑
j=1

ŝlj(t) |xlj|2,

то Ψ̂−1(t, x) ≤ Φ̂−1(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ], й, отже,

‖u(t, ·)‖~̂s(t)p ≤ ‖u(t, ·)‖~κ(t,~a)
p , t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞]. (1.19)

Зазначимо, що ŝ1j(t) ≥ κ(0, a1), slj(t) > κ(0, al), l ∈ {2, 3}, t ∈ [0, T ],

тому для ϕ ∈ Lκ(0,~a)
p маємо

‖ϕ‖~s(t)p ≤ ‖ϕ‖~κ(0,~a)
p , t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞]. (1.20)

ФРЗК для рiвняння (1.2) G породжує iнтеграл Пуассона функцiї ϕ

u(t, x) := (Pϕ)(t, x) :=

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ]. (1.21)

Лема 1.1. Якщо ϕ ∈ L
~κ(0,~a)
p , p ∈ [1,∞], то для функцiї (1.21) справджує-

ться оцiнка

‖u(t, ·)‖~κ(t,~a)
p ≤ C‖ϕ‖~κ(0,~a)

p , t ∈ (0, T ]. (1.22)

Лема 1.2. Нехай ϕ ∈ L~κ(0,~a)
p , p ∈ [1,∞]. Тодi для функцiї (1.21) при 1 ≤ p <

∞
lim
t→0+
‖u(t, ·)− ϕ(·)‖~̂s(t)p = 0, (1.23)

a при p =∞ u1(t, ·)
сл−→

t→0+
ϕ(·), тобто

∀ψ ∈ L−
~̂s(T )

1 : lim
t→0+

∫
Rn

ψ(x)u1(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)ϕ(x)dx. (1.24)

Наведемо теорему про розв’язнiсть задачi Кошi для рiвняння (1.2) у

випадку слабкого виродження на початковiй гiперплощинi.
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Теорема 1.1. Для довiльної функцiї ϕ ∈ L
~κ(0,~a)
p , p ∈ [1,∞] формула (1.21)

визначає єдиний розв’язок рiвняння (1.2) в шарi Π(0,T ] у випадку слабкого ви-

родження на початковiй гiперплощинi, який має такi властивостi: iснує

не залежна вiд ϕ стала C > 0 така, що для довiльних t ∈ (0, T ] справджує-

ться нерiвнiсть (1.22); при p ∈ [1,∞) виконується спiввiдношення (1.23), а

при p =∞ u(t, ·) сл−→
t→0+

ϕ, тобто для довiльних ψ вiдповiдно з простору L−~s(T )
1

правильнi вiдповiдно спiввiдношення (1.24).

Наведемо твердження про iнтегральнi зображення розв’язкiв неоднорi-

дного рiвняння

Lu = f, (1.25)

де Lu – вираз iз (1.2), якi як функцiї x є обмеженими, а при t→ 0 поводяться

певним чином залежно вiд характеру виродження рiвняння на початковiй

гiперплощинi.

У наступних теоремах u – неперервний розв’язок в областi Π(0,T ] рiвнян-

ня (1.25) з неперервною функцiєю f , причому u i f задовольняють додатковi

умови, вказанi у вiдповiдних теоремах залежно вiд характеру виродження;

‖u(t, ·)‖ := sup
x∈Rn
|u(t, x)|, t ∈ (0, T ]; a i b – сталi з оцiнок (1.12); ϕ – неперервна

й обмежена функцiя в Rn; G – ФРЗК для рiвняння (1.2).

Теорема 1.2. Якщо виконуються умови:

11) A(T, 0) <∞,

21) ∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ‖u(t, ·)‖ < C,

31) lim
t→0

u(t, x) = ϕ(x), x ∈ Rn,

41)
T∫
0

‖f(τ, ·)‖ dτ
α(τ) <∞,

то правильне зображення

u(t, x) :=

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

α(τ)

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) f(τ, ξ) dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ]. (1.26)

Теорема 1.3. Якщо виконуються умови:
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12) A(T, 0) =∞, B(T, 0) <∞,

22) ∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ‖u(t, ·)‖Ea(T, t) < C,

32) lim
t→0

(
u(t, x)Ea(T, t)

)
= ϕ(x), x ∈ Rn,

42)
T∫
0

‖f(τ, ·)‖Ea(T, τ) dτ
α(τ) <∞.

Тодi справджується рiвнiсть

u(t, x) :=

∫
Rn

G0(t, x; ξ)ϕ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

α(τ)

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) f(τ, ξ) dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ], (1.27)

де

G0(t, x; ξ) := lim
τ→0

(
G(t, x; τ, ξ)E−a(T, τ)

)
. (1.28)

Теорема 1.4. За таких умов:

13) A(T, 0) =∞, B(T, 0) =∞,

23) ∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ‖u(t, ·)‖Ea,b(T, t) < C,

33) lim
t→0

(
u(t, x)Ea,b(T, t)

)
= ϕ(x), x ∈ Rn,

43)
T∫
0

‖f(τ, ·)‖Ea,b(T, τ) dτ
α(τ) <∞

є правильною формула

u(t, x) :=

t∫
0

dτ

α(τ)

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) f(τ, ξ) dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ].

Зауваження 1.3. Твердження, аналогiчнi теоремам 1.2 – 1.4, правильнi та-

кож для розв’язкiв рiвняння (1.25), якi як функцiї x експоненцiально зро-

стають при x → ∞ зi спецiальним типом зростання, залежним вiд часової

змiнної t.

1.2 Задача Кошi для параболiчних за Ейдельманом систем у

негативних просторах Гельдера

У [14–16] побудовано спряженi оператори Грiна задачi Кошi для парабо-

лiчних за Ейдельманом систем першого порядку за часовою змiнною, дослi-
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джуються їх властивостi у позитивних просторах Гельдера спецiально пiдi-

браних спадних функцiй, за допомогою норм спряжених операторiв у таких

просторах вводяться негативнi простори Гельдера, доводиться теорема про

коректну розв’язнiсть задачi Кошi для параболiчних за Ейдельманом систем

першого порядку у введених негативних просторах Гельдера.

Розглянемо задачу Кошi для параболiчної за Ейдельманом системи N

диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними вигляду(
IN∂t −

∑
‖α‖≤2b

Aα(t, x)∂αx

)
u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ ΠT ,

u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn, (1.29)

де n, N , b1, . . . , bn– заданi натуральнi числа, IN – одинична матриця порядку

N , b – найменше спiльне кратне чисел b1, . . . , bn;m := (m1, . . . ,mn),m0 := 2b,

mj := 2b/(2bj), j ∈ {1, . . . , n}; ‖α‖ :=
n∑
j=0

mjαj, якщо α := (α0, α1, . . . , αn) ∈

Zn+1
+ ; ‖α‖ :=

n∑
j=1

mjαj, якщо α := (α1, . . . , αn) ∈ Zn+; M :=
n∑
j=0

mj; ∂αx :=

(∂α1
x1
, . . . , ∂αnxn ), ∂αt,x := (∂α0

t , ∂
α
x ); u := col(u1, . . . , uN) – невiдома,

f := col(f1, . . . , fN), ϕ := col(ϕ1, . . . , ϕN) – заданi вектор-функцiї;

ΠH := {(t, x) ∈ Rn+1 |t ∈ H, x ∈ Rn}, якщо H ⊂ R; T – задане додатне число.

Задачу (1.29) можна подати у виглядi

Au = F, F = col(f, ϕ).

Припускатимемо, що для (1.29) виконуються наступнi умови.

A: Система диференцiальних рiвнянь задачi (1.29) є рiвномiрно пара-

болiчна за Ейдельманом в шарi ΠT ;

Б: Коефiцiєнти системи задачi (1.29) обмеженi, задовольняють рiв-

номiрну умову Гельдера за x, неперервнi за t, при цьому неперервнiсть за t

коефiцiєнтiв Aα(t, x), ‖α‖ = 2b, рiвномiрна вiдносно x ∈ Rn.

За умов A i Б iснує фундаментальна матриця розв’язкiв задачi Кошi

(1.29) Γ(t, x; τ, ξ) = (Γkj(t, x; τ, ξ))Nk,j=1, для якої є правильними оцiнки

|∂αt,xΓkj(t, x; τ, ξ)| ≤ Cα(t− τ)1−(M−‖α‖)/(2b) × Ec(t− τ, x− ξ), (1.30)
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0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, ‖α‖ ≤ 2b, {k, j} ⊂ {1, . . . , n},

де Ec(t, x) := exp{−c
n∑
j=0

t1−qj |xj|qj}, Cα > 0, c > 0.

Означення 1.2. Матрицею Грiна задачi Кошi (1.29) називається матриця

G := (G0, G1), де G0 := (Gkj
0 )Nk,j=1,G1 := (G11, . . . , GN1), Gj1 := (Gk

j1)
N
k=1,

j ∈ {1, . . . , N}, така, що розв’язки u задачi (1.29) для довiльних гладких i

фiнiтних функцiй f i ϕ, зображуються у виглядi

uk(t, x) =
N∑
j=0

( t∫
0

dτ

∫
Rn

Gkj
0 (t, x; τ, ξ)fj(τ, ξ)dξ+

+

∫
Rn

Gk
j1(t, x; ξ)ϕj(ξ)dξ

)
, (t, x) ∈ ΠT , k ∈ {1, ..., N},

або

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ +

∫
Rn

G1(t, x; ξ)ϕ(ξ)dξ,

де G1 := (G11, ..., GN1).

Вiдомо, що за умов A i Б елементи матрицi Грiна G задачi Кошi (1.29)

мають вигляд

G0(t, x; τ, ξ) = Γ(t, x; τ, ξ),

G1(t, x; ξ) = Γ(t, x; τ, ξ)|τ=0, (1.31)

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ∈ Rn.

Розглянемо iнтегральнi оператори, ядрами яких є елементи матрицi Грi-

на G0 та G1, вигляду

G0f =

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ, (1.32)

G1ϕ =

∫
Rn

G1(t, x; ξ)ϕ(ξ)dξ. (1.33)
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Оператори (1.32) i (1.33) називатимемо операторами Грiна задачi Кошi (1.29).

Побудуємо оператори, спряженi до (1.32) i (1.33), для них повиннi вико-

нуватися такi умови

(G0f, g)L2(ΠT ) = (f,G∗0g)L2(ΠT ),

(G1ϕ, g)L2(ΠT ) = (ϕ,G∗1g)L2(Rn).

Позначимо через G∗ := (G∗0, G
∗
1) i називатимемо його оператором, спряженим

до G. Таким чином, маємо

(G0f, g)L2(ΠT ) =

T∫
0

∫
Rn

(G0f)′(t, x)g(t, x)dtdx =

=

T∫
0

∫
Rn

( t∫
0

dτ

∫
Rn

G0(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ

)′
× g(t, x)dtdx =

T∫
0

∫
Rn
f ′(τ, ξ)×

×
( T∫
τ

dt

∫
Rn

G′0(t, x; τ, ξ)g(t, x)dx

)
dτdξ = (f,G∗0g)L2(ΠT ).

Отже,

G∗0g =

T∫
τ

dt

∫
Rn

G′0(t, x; τ, ξ)g(t, x)dx. (1.34)

Аналогiчно

(G1ϕ, g)L2(ΠT ) =

T∫
0

∫
Rn

(∫
Rn
G1(t, x; ξ)ϕ(ξ)dξ

)′
g(t, x)dtdx =

=

∫
Rn

ϕ′(ξ)

( T∫
0

∫
Rn

G′1(t, x; ξ)g(t, x)dtdx

)
dξ = (ϕ,G∗1g)L2(Rn).

Отже,

G∗1g =

T∫
0

dt

∫
Rn

G′1(t, x; ξ)g(t, x)dx. (1.35)
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Враховуючи (1.31), оператори (1.34) i (1.35) матимуть вигляд

G∗0g(τ, ξ) =

T∫
τ

dt

∫
Rn

Γ′(t, x; τ, ξ)g(t, x)dx, (τ, ξ) ∈ ΠT , (1.36)

G∗1g(ξ) =

T∫
0

dt

∫
Rn

Γ′(t, x; 0, ξ)g(t, x)dx, ξ ∈ Rn, (1.37)

де штрих означає транспонування, а риска – комплексну спряженiсть.

Наведемо означення необхiдних позитивних просторiв Гельдера.

Нехай T1 > T , c1 = c/2, де c – стала з оцiнок (1.30); l i λ – заданi числа

вiдповiдно з множин Z1
+ i (0, 1); 4τ

t f(t, ·) := f(t, ·) − f(τ, ·); 4yj
xjf(·, x) :=

f(·, x)− f(·, x(yj)), x(yj) := (x1, . . . , xj−1, yj, xj+1, . . . , xn), j ∈ {1, . . . , n}.
Через H l+λ

c1
позначимо простiр функцiй u : ΠT → CN1, якi мають непе-

рервнi похiднi ∂αt,x, ‖α‖ ≤ l, i мають скiнченну норму

‖u‖l+λc1
:=

∑
0≤l−‖α‖≤2b

sup
{t,β}⊂[0,T ],
t 6=β,x∈Rn

(
|4β

t ∂
α
t,xu(t, x)| × |t− β|−(l−‖α‖+λ)/(2b)×

×(Ec1(T1− t, x)+Ec1(T1−β, x))−1

)
+

n∑
j=1

∑
0≤l−‖α‖≤mj

sup
(t,x)∈ΠT ,
yj∈R,xj 6=yj

(
|4yj

xj
∂αt,xu(t, x)|×

×|xj − yj|−(l−‖α‖+λ)/mj × (Ec1(T1 − t, x) + Ec1(T1 − t, x(yj)))
−1

)
+

+
l∑

j=0

∑
‖α‖=j

sup
(t,x)∈ΠT

(
| ∂αt,xu(t, x)| × (Ec1(T1 − t, x))−1

)
.

C l+λ
c1

– простiр функцiй v : Rn → CN1, для яких iснують неперервнi похiднi

∂αx , ‖α‖ ≤ l, i є скiнченною норма

|v|l+λc1
:=

n∑
j=1

∑
0≤l−‖α‖≤mj

sup
x∈Rn,

yj∈R,xj 6=yj

(
|4yj

xj
∂αxv(x)| × |xj − yj|−(l−‖α‖+λ)/mj×

×(Ec1(T1, x) + Ec1(T1, x(yj)))
−1

)
+

l∑
j=0

∑
‖α‖=j

sup
x∈Rn

(
| ∂αxv(x)| × (Ec1(T1, x))−1

)
.
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◦
H
l+λ

c1
– сукупнiсть функцiй з простору H l+λ

c1
, якi задовольняють умову

∂α0
t u|t=T = 0, α0 ∈ {0, . . . , [(l + λ)/(2b)]}. H l+λ i C l+λ – простори Гельдера

обмежених функцiй.

З формул (1.36) i (1.37) видно, що G∗1g(ξ) = G∗0g(0, ξ), ξ ∈ Rn. Тому далi

детальнiше розглянемо властивостi спряженого оператора G∗0.

Теорема 1.5. Оператор G∗0 обмежено дiє з
◦
H
l−2b+λ

c1
в
◦
H
l+λ

c1
, l ≥ 2b.

Наведемо означення негативних просторiв Гельдера. При цьому за по-

зитивнi простори вiзьмемо простори, в яких дiють спряженi оператори. Для

неперервних i обмежених функцiй u : ΠT → CN1 визначимо такi негативнi

норми

||u||−(l+λ) := sup
g∈Ḣ l+λ

c1

|(u, g)L2(
∏
T )|

||g||l+λc1

,

|u|t=0|−(l+λ) := sup
g∈Cl+λc1

|[u|t=0, g]L2(Rn)|
|g|l+λc1

,

де

(u, g)L2(
∏
T ) :=

T∫
0

dt

∫
Rn
u′(t, x)g(t, x)dx,

[u|t=0, g]L2(Rn) :=

∫
Rn
u′(0, x)g(x)dx,

тут штрих означає транспонування, а риска – комплексну спряженiсть.

Через H−(l+λ) позначимо замикання простору H2b+λ функцiй

u := col(u1, ..., uN) за нормою

|||u|||−(l+λ) :=
N∑
j=1

(||uj||−(l+λ) + |uj|t=0|−(l+2b+λ)).

Для −∞ < −(l+λ) < −2b через H−(l+λ) позначимо замикання множини

Hλ×C2b+λ функцiй F := col(f1, ..., fN , ϕ1, ..., ϕN), де fj ∈ Hλ, ϕj ∈ C2b+λ, j ∈
{1, ..., N}, за нормою

||F ||−(l+λ)
A :=

N∑
j=1

(
||fj||−(l+λ) + |ϕj|−(l+λ)

)
.



27

Теорема 1.6. Нехай Aα, ||α|| ≤ 2b,– обмеженi та нескiнченно диференцi-

йовнi функцiї в ΠT . Тодi для кожного нецiлого s, |s| > 2b замикання за

неперервнiстю оператора A здiйснює гомеоморфiзм мiж просторами HS

та Hs−2b.
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2 ПРИНЦИП ЗВЕДЕННЯ ДЛЯ ДОСЛIДЖЕННЯ СТIЙКОСТI

ЛIНIЙНИХ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ СИСТЕМ

2.1 Вступ

Починаючи з робiт А. Пуанкаре [18] та А. М. Ляпунова [19] дослiдження

стiйкостi розв’язкiв систем диференцiальних рiвнянь активно розвивається.

При цьому центральне мiсце займає задача про принцип зведення, який поля-

гає в тому, що дослiдження стiйкостi вихiдної системи зводиться до дослiдже-

ння стiйкостi простiшої системи, як правило, меншої розмiрностi. Детальний

iсторичний огляд розвитку принципу зведення наведений в роботi О.Б. Ли-

кової [20].

Застосування методу iнтегральних многовидiв в теорiї стiйкостi активно

розвивались в роботах В.А. Плiса [21], А. Келлi [22], А. М. Самойленка [23],

Я.С. Барiса i О.Б. Ликової [24] та iнших. Особливо ефективним виявився

метод iнтегральних многовидiв для декомпозицiї та дослiдження стiйкостi

сингулярно збурених систем
dx

dt
= f(t, x, z),

ε
dz

dt
= g(t, x, z),

(2.1)

де x ∈ Rn, z ∈ Rm, ε - малий додатний параметр.

Для системи (2.1) у роботах К.В. Задираки [25, 26] встановлено iснування

iнтегрального многовиду повiльних змiнних

z = φ(t, x) + ψ(t, x, ε) = h(t, x, ε), (2.2)

де φ(t, x) – iзольований розв’язок рiвняння g(t, x, z) = 0, а ψ(t, x, ε) – непе-

рервна обмежена функцiя, яка задовольняє по x умову Лiпшица.

На цьому iнтегральному многовидi система (2.1) зводиться до регулярної

пiдсистеми
dx

dt
= f(t, x, h(t, x, ε)), (2.3)

та одержано умови при виконаннi яких справедливий принцип зведення: якi-

сна поведiнка розв’язкiв розв’язкiв вихiдної системи (2.1) еквiвалентна пове-

дiнцi розв’язкiв регулярної пiдсистеми (2.3).
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Подальшi результати для дослiдження декомпозицiї та стiйкостi рiзних

класiв сингулярно збурених систем одержанi в працях Є. Абеда [27], I.I. Клев-

чука [28], П.В. Кокотовiча, К. Кхалiла i О’Рейлi [29], В.А. Соболєва та В.В.

Стригiна [30], I.М.Черевка [31], Е. Фрiдман [32, 33] та iнших.

Особливого значення має побудова точного чи наближеного iнтеграль-

ного многовида, що визначається функцiєю h(t, x, ε). Найпростiше ця задача

розв’язується для лiнiйних сингулярно збурених систем, якi будуть розгля-

нутi в наступних пунктах.

2.2 Розщеплення та принцип зведення для двотемпових

лiнiйних сингулярно збурених систем

2.2.1 Розщеплення системи i початкових умов

Розглянемо сингулярно збурену систему ẋ = Ax+By,

εẏ = Cx+Dy,
(2.4)

де x ∈ Rn, y ∈ Rm, A,B,C,D – сталi матрицi розмiрностей вiдповiдно n ×
n, n×m,m× n,m×m, ε – малий додатнiй параметр.

Припустимо, що власнi значення λk матрицiD задовольняють нерiвнiсть

Reλk ≤ −2β < 0. (2.5)

Якщо виконується умова (2.5), тодi при достатньо малому ε iснує неви-

роджена замiна змiнних(
x

y

)
=

(
E P

H E +HP

)(
w

u

)
, (2.6)

яка розщеплює систему (2.4) на двi незалежнi пiдсистеми вигляду [34] ẇ = (A+BH)w,

εu̇ = (D − εHB)u,
(2.7)

де матрицi H та P є обмеженими розв’язками систем рiвнянь

εH(A+BH) = (C +DH), (2.8)
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P (D − εHB) = ε(A+BH)P + εB. (2.9)

Встановимо зв’язок мiж розв’язками систем (2.4) та (2.7).

Розглянемо для системи (2.4) задачу Кошi з початковими умовами x(t0) =

x0, y(t0) = y0. Розв’язок цiєї задачi можна представити через розв’язки рiв-

нянь розщепленої системи (2.7) за допомогою таких рiвностейx(t) = w(t) + P (ε)u(t),

y(t) = H(ε)w(t) + u(t) +H(ε)P (ε)u(t).
(2.10)

Перепишемо (2.10) у виглядix(t) = w(t) + φ1(t, ε),

y(t) = H(ε)w(t) + φ2(t, ε),
(2.11)

де φ1(t, ε) = P (ε)u(t), φ2(t, ε) = u(t) +H(ε)P (ε)u(t),

w(t) – розв’язок рiвняння

ẇ(t) = (A+BH(ε))w(t), (2.12)

який задовольняє початкову умову

w(t0) = w0 = x0 + P (ε)H(ε)x0 − P (ε)y0 =

= x0 + P (ε)(H(ε)x0 − y0),
(2.13)

u(t) – розв’язок рiвняння

εu̇(t) = (D − εH(ε)B)u(t), (2.14)

який задовольняє початкову умову

u(t0) = u0 = −H(ε)x0 + y0. (2.15)

Таким чином, якщо вибрати за початкову умову точку (x0, y0) на мно-

говидi y(t) = H(ε)x(t), то очевидно, що u0 = 0, φ1 = 0, φ2 = 0 i вiдповiдно

x(t) = w(t), y(t) = H(ε)w(t) – розв’язок, траєкторiя якого лежить на цьому

многовидi.
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Знайти точний вигляд матриць H(ε) та P (ε), що визначають розщеплю-

юче перетворення, вдається тiльки у найпростiших випадках, тому представ-

ляє iнтерес виписати розщепленi системи при наближеному знаходженнi цих

матриць i дослiдити точнiсть знаходження наближень розв’язкiв вихiдної си-

стеми (2.4).

Застосовуючи теорему про неявну функцiю, можна показати, що розв’я-

зок рiвняння (2.8) можна шукати у виглядi асимптотичного розкладу за сте-

пенями малого параметра [35, 36]

H(ε) = H0 + εH1 + ε2H2 + ε3H3 + . . . . (2.16)

Пiдставивши спiввiдношення (2.16) в рiвняння (2.8) i враховуючи, що

згiдно нерiвностi (2.5) матриця D - невироджена, можна знайти для коефiцi-

єнтiв Hi, i = 0, 1, . . . вiдповiднi рекурентнi спiввiдношення

H0 = −D−1C,

Hi = D−1

(
Hi−1A+

i−1∑
j=0

HjBHi−1−j

)
, i = 1, 2, . . . .

Розв’язок (2.9) також можна шукати у виглядi асимптотичного розкладу

за степенями малого параметра

P (ε) = P0 + εP1 + ε2P2 + ε3P3 + . . . . (2.17)

Пiдставивши (2.17) в рiвняння (2.9) знаходимо для коефiцiєнтiв Pi, i =

0, 1, . . . спiввiдношення

P0 = 0, P1 = BD−1,

Pi =
(
(A+BH)Pi + PiHB

)
D−1, i = 2, 3, . . . .

Обчислюючи нульовi та першi наближення H(ε) та P (ε) i обмежуючись

ними в задачах (2.12)-(2.13) та (2.14)-(2.15) дiстанемо наближення для роз-
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щепленої системи. При врахуваннi нульових наближень H(ε) та P (ε), маємо ẇ = (A−BD−1C)w,

εu̇ = (D + εD−1CB)u.

w0 = x0 + P0H0x0 − P0y0 = x0,

u0 = −H0x0 + y0 = D−1Cx0 + y0.

При врахуваннi нульових i перших наближень H(ε) та P (ε), дiстаємо ẇ =
(
A+B

(
−D−1C + εD−1(−D−1CA+D−1CBD−1C)

))
w,

εu̇ =
(
D − ε

(
D−1C + εD−1(−d−1CA+D−1CBD−1C)

))
u.

w0 =x0 + εBD−1
((
−D−1C + εD−1(−D−1CA+

+D−1CBD−1C)
)
x0 − y0

)
,

u0 =−
(
−D−1C + εD−1(−D−1CA+D−1CBD−1C)

)
x0 + y0.

2.2.2 Принцип зведення

За допомогою розщеплюючого перетворення вихiдна система (2.4) зво-

диться до двох незалежних пiдсистем вигляду (2.7).

Нехай (x(t), y(t)) розв’язок системи (2.4) з початковими умовами (t0, x0, y0)

∈ R×Rn×Rm. Покажемо, що iснує такий розв’язок (u(t), w(t)) системи (2.7)

з початковими умовами (t0, u0, w0) ∈ R× Rn × Rm, що для всiх t ≥ t0 справ-

джуються рiвностi вигляду (2.10). В силу єдиностi розв’язку задачi Кошi

достатньо буде показати, що рiвностi (2.10) мають мiсце для t = t0.

Пiдставляючи в (2.10) t = t0, дiстанемо

x0 = w0 + Pu0,

y0 = u0 +Hx0.
(2.18)

Розв’язуючи систему (2.18), маємо

u0 = y0 −Hx0,

w0 = x0 − P (y0 −Hx0).
(2.19)
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Отже, кожний розв’язок (x(t), y(t)) системи (2.4) може бути представле-

ний у виглядi (2.10), де (u(t), w(t)) – розв’язок системи (2.7) з початковими

умовами (2.19).

Розглянемо рiвностi (2.10). Враховуючи умову (2.5) маємо оцiнки [37]∣∣P (ε)u(t)
∣∣ ≤ K1e

− µ
2ε (t−t0)|u0|,∣∣u(t) +H(ε)P (ε)u(t)
∣∣ ≤ K2e

− µ
2ε (t−t0)|u0|,

(2.20)

де K1 > 0, K2 > 0. Iз оцiнок (2.20) випливає принцип зведення для дослiдже-

ння стiйкостi нульового розв’язку системи (2.4).

Теорема 2.1. Нехай справджується умова (2.5). Тодi при достатньо ма-

лих ε нульовий розв’язок системи (2.4) стiйкий (асимптотично стiйкий,

нестiйкий) тодi i тiльки тодi, коли нульовий розв’язок рiвняння

ẇ = (A+BH)w (2.21)

стiйкий (асимптотично стiйкий, нестiйкий).

Застосування теореми 2.1 на практицi є затрудненим, оскiльки потрiбно

знайти точний вираз для матрицi H, що визначає iнтегральний многовид

повiльних змiнних.

Розглянемо можливiсть використання наближеного iнтегрального мно-

говиду в задачi про стiйкiсть нульового розв’язку системи (2.4).

Поряд iз рiвнянням (2.21) розглянемо рiвняння

ẇ = (A+BH0)w, (2.22)

де H0 – нульовий член асимптотичного розкладу iнтегрального многовиду

y(t) = H(ε)x(t), який визначається спiввiдношенням

H0 = −D−1C.

Нехай нульовий розв’язок рiвняння (2.22) експоненцiально стiйкий, тоб-

то фундаментальна матриця цього рiвняння W (t, t0) задовольняє нерiвнiсть∣∣W (t, t0)
∣∣ < Ke−β(t−t0), β > 0, K > 0, t ≥ t0. (2.23)
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Перепишемо рiвняння (2.21) у виглядi

ẇ = (A+BH0)w +B(H −H0)w.

Iз нерiвностi (2.23) та спiввiдношення

w(t) = W (t, t0)w(t0) +

t∫
t0

W (t, s)B(H −H0)w(s)ds

випливає оцiнка

∣∣w(t)
∣∣ ≤ Ke−β(t−t0)

∣∣w(t0)
∣∣+

t∫
t0

Ke−β(t−s)M |H −H0||w(s)|ds. (2.24)

Iз зображення (2.16) дiстаємо, що iснує таке ε, що для всiх 0 < ε ≤ ε має

мiсце оцiнка [37] ∣∣H −H0

∣∣ < β

2KM
.

Тодi оцiнку (2.24) можна переписати у виглядi

∣∣w(t)
∣∣ ≤ Ke−β(t−t0)

∣∣w(t0)
∣∣+

t∫
t0

β

2
e−β(t−s)|w(s)|ds. (2.25)

Домножимо (2.25) справа на eβ(t−t0)

eβ(t−t0)
∣∣w(t)

∣∣ ≤ K
∣∣w(t0)

∣∣+

t∫
t0

β

2
eβ(s−t0)|w(s)|ds. (2.26)

Застосовуючи до (2.26) нерiвнiсть Гронуолла-Беллмана [38], отримаємо

eβ(t−t0)
∣∣w(t)

∣∣ ≤ K
∣∣w(t0)

∣∣eβ2 (t−t0),∣∣w(t)
∣∣ ≤ K

∣∣w(t0)
∣∣e−β2 (t−t0). (2.27)

Отже, нульовий розв’язок рiвняння (2.21) експоненцiально стiйкий при

0 < ε ≤ ε.

З нерiвностi (2.27) випливає наступна теорема.

Теорема 2.2. Нехай нульовий розв’язок системи, виродженої для (2.4) (при

ε = 0) i укороченого рiвняння εẏ = Dy експоненцiально стiйкi. Тодi при

достатньо малих ε нульовий розв’язок вихiдної системи (2.4) також екс-

поненцiально стiйкий.
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2.3 Декомпозицiя та стiйкiсть лiнiйних сингулярно збурених

систем з двома малими параметрами

2.3.1 Декомпозицiя

Розглянемо сингулярно збурену систему
ẋ0 = A00x0 + A01x1 + A02x2,

ε1ẋ1 = A10x0 + A11x1 + A12x2,

ε1ε2ẋ2 = A20x0 + A21x1 + A22x2,

(2.28)

в областi Ω = {(t, ε1, ε2) : t ∈ R, ε1, ε2 > 0}, де x0 ∈ Rn0, x1 ∈ Rn1, x2 ∈ Rn2,

Aij = Aij(t), i, j = 0, 2, – матрицi розмiрностей ni × nj, ε1, ε2 – малi додатнi

параметри.

Припустимо, що для системи (2.28) справджуються умови:

1) матрицi Aij(t), i, j = 0, 2, рiвномiрно обмеженi за нормою для t ∈ R
додатною сталою M .

2) власнi значення λi = λi(t), i = 1, n2, матрицi A22(t) задовольняють

нерiвнiсть

Reλi ≤ −2β < 0.

Здiйснимо в системi (2.28) замiну змiнних

x0 = y0 + ε1ε2H0w,

x1 = y1 + ε2H1w,

x2 = w + P0x0 + P1x1,

(2.29)

де H0, H1, P0, P1 матричнi функцiї вiдповiдних розмiрностей.

Якщо матрицi P0 i P1 та H0 i H1 вибрати як розв’язки систем рiвнянь

ε1ε2Ṗ0 = A20 + A22P0 − ε1ε2P0A00 − ε1ε2P0A02P0−

− ε2P1A10 − ε2P1A12P0,

ε1ε2Ṗ1 = A21 + A22P1 − ε1ε2P0A01 − ε1ε2P0A02P1−

− ε2P1A11 − ε2P1A12P1,

(2.30)
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ε1ε2Ḣ0 = ε1ε2A00H0 + ε2A01H1 + A02(E + ε1ε2P0H0+

+ ε2P1H1)−H0(A22 − ε1ε2P0A02 − ε2P1A12),

ε1ε2Ḣ1 = ε1ε2A10H0 + ε2A11H1 + A12(E + ε1ε2P0H0+

+ ε2P1H1)−H1(A22 − ε1ε2P0A02 − ε2P1A12),

(2.31)

тодi система (2.28) зводиться до вигляду

ẏ0 = B00y0 +B01y1,

ε1ẏ1 = B10y0 +B11y1, (2.32)

ε1ε2ẇ = B22w.

де Bij = Aij + Ai2Pj, i, j = 0, 1,

B22 = A22 − ε1ε2P0A02 − ε2P1A12.

Припустимо, що для системи (2.28) ми розв’язуємо задачу Кошi з по-

чатковими умовами (t0, x00, x10, x20). Покажемо, що iснує розв’язок системи

(2.32) з початковими умовами (t0, x00, x10, x20), для якого справджуються рiв-

ностi (2.29). В силу єдиностi розв’язку достатньо показати, що рiвностi (2.29)

мають мiсце при t = t0, тобто

x00 = y00 + ε1ε2H
0
0w0,

x10 = y10 + ε2H
0
1w0,

x20 = w0 + P 0
0 x00 + P 0

1 x10.

(2.33)

Iз системи рiвнянь (2.33) дiстаємо

w0 = x20 − P 0
0 x00 − P 0

1 x10,

y10 = x10 − ε2H
0
1(x20 − P 0

0 x00 − P 0
1 x10),

y00 = x00 − ε1ε2H
0
0(x20 − P 0

0 x00 − P 0
1 x10).

(2.34)

Отже, кожний розв’язок системи (2.28) може бути представлений у ви-

глядi (2.29), де y0, y1, w – розв’язок системи (2.32) з початковими умовами

(2.34).

Представимо цей розв’язок у виглядi

x0 = x0(t, ε1, ε2) = y0(t, ε1, ε2) + ϕ1(t, ε1, ε2),

x1 = x1(t, ε1, ε2) = y1(t, ε1, ε2) + ϕ2(t, ε1, ε2),

x2 = x2(t, ε1, ε2) = P0y0(t, ε1, ε2) + P1y1(t, ε1, ε2) + ϕ3(t, ε1, ε2),

(2.35)
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де

ϕ1(t, ε1, ε2) = ε1ε2H
0
0w0,

ϕ2(t, ε1, ε2) = ε2H
0
1w0,

ϕ3(t, ε1, ε2) = w + P0ϕ1(t, ε1, ε2) + P1ϕ2(t, ε1, ε2).

2.3.2 Розщеплення та принцип зведення

Позначимо Q(t, s, ε1, ε2) фундаментальну матрицю рiвняння

ε1ε2ẋ2 = A22x2.

Рiвномiрна обмеженiсть матрицi A22 в областi Ω i умова 2) забезпечує

оцiнку [35, 30, 36]

‖Q(t, s, ε1, ε2)‖ ≤ Ke
− 3β

2ε1ε2
(t− s)

, (2.36)

для деякого K > 0 при будь-яких −∞ < s ≤ t <∞.

Крiм того, якщо справджуються умови 1) - 2) тодi для фундаментальної

матрицi Q(t, s, ε1, ε2) рiвняння

ε1ε2ẇ =
(
A22 − ε1ε2P0A02 − ε2P1A12

)
w (2.37)

справедлива оцiнка ∣∣Q(t, s, ε1, ε2)
∣∣ ≤ Ke

−β(t−s)
ε1ε2 . (2.38)

Iз обмеженостi матриць H0, H1 та оцiнки (2.38) одержуємо, що iснує

додатне число N , що при t ≥ t0 справджуються нерiвностi:

|ϕ1(t, ε1, ε2)| ≤ ε1ε2Ne
− β
ε1ε2

(t−t0)|w0|,
|ϕ2(t, ε1, ε2)| ≤ ε2Ne

− β
ε1ε2

(t−t0)|w0|,
|ϕ3(t, ε1, ε2)| ≤ Ne−

β
ε1ε2

(t−t0)|w0|.
(2.39)

Iз одержаних спiввiдношень (2.35) та оцiнок (2.39) одержуємо, що систе-

ма (2.28) має iнтегральний многовид

x2 = P0x0 + P1x1,
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рух на якому описується пiдсистемою iз перших двох рiвнянь системи (2.32){
ẏ0 = B00y0 +B01y1,

ε1ẏ1 = B10y0 +B11y1.
(2.40)

Будь який розв’язок системи (2.28) представляється у виглядi суми де-

якого розв’язку, що лежить на iнтегральному многовидi та експоненцiально

спадних доданкiв. Iз представлення (2.35) та оцiнок (2.39) дiстаємо твердже-

ння для дослiдження стiйкостi нульового розв’язку системи (2.28).

Теорема 2.3. Нехай справджуються умови 1) - 2). Тодi при достатньо ма-

лих ε1, ε2 нульовий розв’язок системи (2.28) стiйкий (асимптотично стiй-

кий, нестiйкий) тодi i тiльки тодi, коли нульовий розв’язок пiдсистеми

(2.40) стiйкий (асимптотично стiйкий, нестiйкий).

Розглянемо тепер систему (2.40).

Нехай справджується умова:

3) власнi значення λi = λi(t), i = 0, 1, . . . , матрицi B11(t, ε1, ε2) задоволь-

няють нерiвнiсть

Reλi ≤ −2γ < 0.

Тодi iснує ε∗1 > 0 таке, що для 0 < ε1 < ε∗1 замiна змiнних [36, 39]{
y0 = u+ ε1H(t, ε1, ε2)v,

y1 = v + P (t, ε1, ε2)y0

(2.41)

розщеплює систему (2.40) на незалежнi пiдсистеми{
u̇ = (B00 +B01)Hu,

ε1v̇ = (B11 − ε1HB01)v.
(2.42)

Матричнi функцiї P i H є рiвномiрно обмеженими розв’язками таких

рiвнянь {
ε1Ṗ = ε1(B00 +B01H)P +B01 − P (B11 − ε1HB01),

ε1Ḣ = B10 +B11H − ε1H(B00 −B01H).
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У системi (2.42) перше рiвняння описує поведiнку системи (2.40) на iн-

варiантному многовидi повiльних змiнних, а друге рiвняння забезпечує пове-

дiнку системи (2.40) на iнварiантному многовидi швидких змiнних.

Iз представлення (2.41) при виконаннi умови 3) в [36, 39] встановлено, що

стiйкiсть системи (2.40) є еквiвалентною стiйкостi першого рiвняння системи

(2.42).

Пiдсумуємо наведенi мiркування у виглядi принципу зведення для до-

слiдження стiйкостi нульового розв’язку вихiдної системи (2.28).

Теорема 2.4. Нехай справджуються умови 1), 2), 3). Тодi при достатньо

малих значеннях ε1, ε2 нульовий розв’язок системи (2.28) стiйкий (асим-

птотично стiйкий, нестiйкий) тодi i тiльки тодi, коли нульовий розв’язок

рiвняння

u̇(t) = (B00 +B01H)u

стiйкий (асимптотично стiйкий, нестiйкий).

Приклад 2.1. В якостi прикладу застосування побудови розщеплюючого

перетворення та застосування принципу зведення розглянемо систему сингу-

лярно збурених диференцiальних рiвнянь
ẋ0 = x0 + x1 + x2,

ε1ẋ1 = x0 + x1 + x2,

ε1ε2ẋ2 = −x0 − x1 − x2.

(2.43)

Зробимо в системi (2.43) замiну змiнних

x0 = y0 + ε1ε2h0w,

x1 = y1 + ε2h1w,

x2 = w + p0x0 + p1x1.

(2.44)

Для знаходження коефiцiєнтiв p0, p1, h0, h1, врахувавши стацiонарнiсть

та вигляд системи (2.43), iз спiввiдношень (2.30) та (2.31) отримаємо наступнi

системи рiвнянь:{
−1− p0 − ε1ε2p0 − ε1ε2p

2
0 − ε2p1 − ε2p0p1 = 0,

−1− p1 − ε1ε2p0 − ε1ε2p0p1 − ε2p1 − ε2p
2
1 = 0,
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{
h0(−1 + ε1ε2 + ε2) = 1,

h1(−1 + ε1ε2 + ε2) = 1.

Знаходячи обмеженi розв’язки цих систем, дiстаємо

p0 = p1 = −1, h0 = h1 =
1

−1 + ε1ε2 + ε2
.

Таким чином, замiна змiнних (2.44) набуває вигляду

x0 = y0 +
ε1ε2

−1 + ε1ε2 + ε2
w,

x1 = y1 +
ε2

−1 + ε1ε2 + ε2
w,

x2 = w − x0 − x1.

При цьому система (2.43) розщеплюється на систему незалежних рiвнянь
ẏ0 = 0,

ε1ẏ1 = 0,

ε1ε2ẇ = (−1 + ε1ε2 + ε2)w.

(2.45)

Згiдно теореми 2.4 стiйкiсть нульового розв’язку системи (2.43) еквiва-

лентна стiйкостi нульового розв’язку першого рiвняння системи (2.45). Отже,

на основi принципу зведення можна зробити висновок, що нульовий розв’язок

системи (2.43) є стiйким, але не асимптотично.

Результати роздiлу 2 опублiкованi в [34, 40–44].
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3 ДОСЛIДЖЕННЯ АСИМПТОТИЧНОЇ ПОВЕДIНКИ

РОЗВ’ЯЗКIВ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ФУНКЦIОНАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ

Для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними можуть виника-

ти складнi просторовi структури. У системах нелiнiйних гiперболiчних рiв-

нянь дослiджено iснування злiченного числа циклiв, а у системах парабо-

лiчних рiвнянь з малою дифузiєю – iснування як завгодно великої кiлькостi

циклiв (феномен буферностi). Динамiка таких процесiв дослiджувалася у ро-

ботах А.Ю. Колєсова, Ю.С. Колєсова, Є.Ф. Мiщенка, М.Х. Розова, В.А. Са-

довнiчого, А.М. Самойленка, Є.П. Бєлана та iнших. Такi математичнi моделi

описують складнi фiзичнi явища.

Питання стiйкостi та бiфуркацiї розв’язкiв диференцiально-функцiональних

рiвнянь, параболiчних та гiперболiчних систем з перетвореним аргументом

розглядалися, зокрема, в [45 – 55]. У цьому роздiлi дослiджено iснування

та стiйкiсть як завгодно великого скiнченного числа циклiв параболiчної

системи iз запiзненням та малою дифузiєю, рiвняння брюсселятора iз ма-

лою дифузiєю, рiвняння спiнового горiння iз запiзненням та диференцiально-

функцiональних параболiчних систем iз малою дифузiєю. Подiбнi задачi для

диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними вивчалися, наприклад, у

працях [52 – 58].

3.1 Iснування та стiйкiсть бiжучих хвиль у параболiчних

системах iз малою дифузiєю

Доведено iснування перiодичних розв’язкiв автономної параболiчної си-

стеми диференцiальних рiвнянь з малою дифузiєю на колi. Вивчено питання

iснування та стiйкостi бiжучих хвиль рiвняння брюсселятора iз малою дифу-

зiєю.

3.1.1 Бiжучi хвилi параболiчних рiвнянь iз малою дифузiєю

Дослiдимо бiфуркацiю як завгодно великої кiлькостi циклiв параболi-

чних систем iз малою дифузiєю. Розглянемо систему
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∂u1

∂t
= εγ

∂2u1

∂x2
− εδ∂

2u2

∂x2
− ω0u2 + ε(αu1 − βu2) + (d0u1 − c0u2)(u

2
1 + u2

2),

∂u2

∂t
= εγ

∂2u2

∂x2
+ εδ

∂2u1

∂x2
+ ω0u1 + ε(αu2 + βu1) + (d0u2 + c0u1)(u

2
1 + u2

2) (3.1)

з перiодичною умовою

u1(t, x+ 2π) = u1(t, x), u2(t, x+ 2π) = u2(t, x), (3.2)

де ε – малий додатний параметр, ω0 > 0, α > 0, γ > 0, d0 < 0.

Перейшовши до комплексних змiнних u = u1+iu2, ū = u1−iu2, одержимо

рiвняння

∂u

∂t
= iω0u+ ε

[
(γ + iδ)

∂2u

∂x2
+ (α + iβ)u

]
+ (d0 + ic0)u

2u. (3.3)

Дослiдимо iснування i стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (3.1), (3.2).

Розв’язок рiвняння (3.3) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi u = θ(y),

y = σt+ x, де функцiя θ(y) має перiод 2π. Тодi одержимо рiвняння

σ
dθ

dy
= iω0θ + ε

[
(γ + iδ)

d2θ

dy2
+ (α + iβ)θ

]
+ (d0 + ic0)θ

2θ.

Це рiвняння замiною
dθ

dy
= θ1 зведемо до вигляду

dθ

dy
= θ1, σθ1 = iω0θ + ε

[
(γ + iδ)

dθ1

dy
+ (α + iβ)θ

]
+ (d0 + ic0)θ

2θ. (3.4)

Iнтегральний многовид системи (3.4) можна зобразити у виглядi

θ1 =
iω0

σ
θ + ε

[
α + iβ

σ
θ − ω2

0

σ3
(γ + iδ)θ

]
+
d0 + ic0

σ
θ2θ̄ + . . . .

Тут у лiнiйних доданках збережено члени порядку O(ε), а в нелiнiйних –

O(1). Рiвняння на цьому многовидi набере вигляду

dθ

dy
=
iω0

σ
θ + ε

[
α + iβ

σ
θ − ω2

0

σ3
(γ + iδ)θ

]
+
d0 + ic0

σ
θ2θ̄ + . . . . (3.5)

Перейшовши у рiвняннi (3.5) до полярних координат, θ = r exp(iϕ), одер-

жимо рiвняння
dr

dy
= ε

(α
σ
− γ

σ3
ω2

0

)
r +

d0

σ
r3. (3.6)
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Нехай d0 < 0 i виконується нерiвнiсть α >
γ

σ2
ω2

0. Тодi рiвняння (3.6) має

стацiонарний розв’язок

r =
√
εR0, R0 =

√(
α− γ

σ2
ω2

0

)
|d0|−1,

отже, перiодичний розв’язок рiвняння (3.5) має вигляд θ =
√
εR0 exp

(
iω0

σ
y

)
+

O(ε). Враховуючи, що функцiя θ має перiод 2π, одержуємо σ =
ω0

n
+ O(ε),

n = ±1,±2, . . .. Отже, перiодичний розв’язок рiвняння (3.3) має вигляд

un = un(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+ nx)) +O(ε), (3.7)

де rn =
√

(α− n2γ) |d0|−1, χn(ε) = ω0 + εβ + εc0r
2
n − εδn2, n ∈ Z. Тодi перiо-

дичний розв’язок задачi (3.1), (3.2) має вигляд

u1 =
√
εrn cos(χn(ε)t+ nx), u2 =

√
εrn sin(χn(ε)t+ nx), n ∈ Z. (3.8)

Тому правильне наступне твердження.

Теорема 3.1. Нехай ω0 > 0, α > 0, γ > 0, d0 < 0 i для деякого цiлого

n виконується нерiвнiсть α > γn2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при

0 < ε < ε0 задача (3.1), (3.2) має перiодичнi вiдносно t розв’язки (3.8).

3.1.2 Стiйкiсть перiодичних розв’язкiв

Рiвняння у варiацiях в околi розв’язку (3.7) рiвняння (3.3) має вигляд

∂v

∂t
= iω0v + ε

[
(γ + iδ)

∂2v

∂x2
+ (α + iβ)v

]
+ ε(d0 + ic0)(3.2r

2
nv + w2

nv̄), (3.9)

де wn = rn exp(i(χn(ε)t + nx)), χn(ε) = ω0 + εβ + εc0r
2
n − εδn2. Зробивши в

рiвняннi (3.9) замiну v = w exp(iχn(ε)t), одержимо

∂w

∂t
= ε

[
(γ + iδ)

∂2w

∂x2
+ (α + iδn2 + d0r

2
n)w+

+(d0 + ic0)r
2
n(w + w exp(3.2inx))

]
. (3.10)
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Розв’язок рiвняння (3.10) будемо шукати у вигляду ряду Фур’є в ком-

плекснiй формi

w(t, x) =
∞∑

k=−∞

yk(t) exp(ikx),

w(t, x) =
∞∑

k=−∞

vk(t) exp(ikx). (3.11)

Пiдставляючи (3.11) в (3.10) i зрiвнюючи коефiцiєнти при exp(ikx), одержимо

рiвняння вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk+n

dt
= ε[(α + iδn2 + d0r

2
n)yk+n − (γ + iδ)(k+

+n)2yk+n + (d0 + ic0)r
2
n(yk+n + vk−n)]. (3.12)

Аналогiчно пiдставляючи (3.11) у спряжене до (3.10) рiвняння, одержи-

мо
dvk−n
dt

= ε[(α− iδn2 + d0r
2
n)vk−n − (γ − iδ)(k−

−n)2vk−n + (d0 − ic0)r
2
n(vk−n + yk+n)]. (3.13)

Стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (3.1), (3.2) визначається стiйкiстю

системи (3.12), (3.13) з параметром k ∈ Z. У системi (3.12), (3.13) зробимо

замiну yk+n = zk+n exp(−2iεδkn), vk−n = wk−n exp(−2iεδkn). Тодi отримаємо

лiнiйну систему з матрицею

εA =

(
εa11 εa12

εa21 εa22

)
.

Оскiльки сума дiагональних елементiв матрицi A вiд’ємна, a = a11 + a22 < 0,

то для орбiтальної експоненцiальної стiйкостi хвильового розв’язку un(t, x)

необхiдно i досить, щоб при k 6= 0 виконувалась умова a2c > f 2, де c =

Re(det(A)), f = Im(det(A)), f = 4γkn(c0r
2
n − δk2), тобто

(d0r
2
n−γk2)2(γ2k2+δ2k2−2γd0r

2
n−4γ2n2−2δc0r

2
n) > 4γ2n2(c0r

2
n−δk2)2, (3.14)

де r2
n = (γn2 − α)/d0.
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Теорема 3.2. Бiжучi хвилi un(t, x) задачi (3.1), (3.2) експоненцiально орбi-

тально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (3.14) при всiх

k ∈ Z\{0}.
Як приклад розглянемо рiвняння (3.1), в якому δ = 0, β = 0, c0 = 0. Тодi

з теореми 3.1 випливає, що при d0 < 0, γn2 < α iснує перiодичний розв‘язок

un =
√
ε(α− γn2)|d0|−1

(
cos(ω0t+ nx)

sin(ω0t+ nx)

)
.

Згiдно з теоремою 3.2 бiжучi хвилi un(t, x) експоненцiально орбiтально стiйкi

тодi i тiльки тодi, коли n2 <
1

6γ
(γ + 2α).

3.1.3 Дослiдження загальної параболiчної системи iз малою

дифузiєю

Розглянемо систему

∂u

∂t
= εD

∂2u

∂x2
+ A0u+ εA1u+ F (u) (3.15)

з перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (3.16)

де ε – малий додатний параметр, u ∈ R2, функцiя F (u, v) чотири рази не-

перервно диференцiйовна вiдносно своїх аргументiв, F (0, 0) = 0, причому F

має в нулi порядок малостi вище першого, A0a = iω0a, ω0 > 0, A∗0b = −iω0b,

тут a i b – власнi вектори матриць A0 i A∗0 вiдповiдно, для яких (a, b) = 1,

(ā, b) = 0, матриця A0 + εA1 має пару власних значень вигляду τ(ε)± iω(ε),

τ(0) = 0, τ ′(0) > 0, ω(0) = ω0, D = diag(d1, d2), d1 > 0, d2 > 0.

У системi (3.15) зробимо замiну u = av+ āv̄ i домножимо обидвi частини

злiва на матрицю

(
b̄1 b̄2

b1 b2

)
, та враховуючи, що (a, b) = 1, (ā, b) = 0, де

b =

(
b1

b2

)
, одержимо

∂v

∂t
= iω0v + εb∗D

∂2(av + āv̄)

∂x2
+ εb∗A1(av + āv̄) + b∗F (av + āv̄). (3.17)
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Нехай

b∗F (av + āv̄) =
∑

2≤i+j≤3

fij
viv̄j

i!j!
+O(|v|4).

У рiвняннi (3.17) зробимо замiну

v = ξ +
∑

2≤i+j≤3

χijξ
iξ̄j,

де χ21 = 0, так, щоб звести його до нормальної форми

∂ξ

∂t
= iω0ξ + εb∗D

∂2(aξ + āξ̄)

∂x2
+ εb∗A1(aξ + āξ̄) + c1ξ|ξ|2 . . . . (3.18)

Тут у лiнiйних доданках збережено члени порядку O(ε), а в нелiнiйних –

O(1). При цьому для c1 одержимо вираз

c1 =
i

2ω0

(
f20f11 − 2|f11|2 −

1

3
|f02|2

)
+
f21

2
.

Дослiдимо iснування i стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (3.15), (3.16).

Розв’язок рiвняння (3.18) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi ξ = θ(y),

y = σt+ x, де функцiя θ(y) має перiод 2π. Тодi одержимо рiвняння

σ
dθ

dy
= iω0θ + ε

[
b∗D

d2(aθ + āθ̄)

dy2
+ b∗A1(aθ + āθ̄)

]
+ (d0 + ic0)θ

2θ . . . , (3.19)

де c1 = d0+ic0, {d0, c0} ⊂ R. Це рiвняння замiною
dθ

dy
= θ1 зведемо до вигляду

dθ

dy
= θ1, σ

dθ

dy
= iω0θ+ε

[
b∗D

d(aθ1 + āθ̄1)

dy
+ b∗A1(aθ + āθ̄)

]
+(d0+ic0)θ

2θ . . . .

(3.20)

Iнтегральний многовид системи (3.20) можна зобразити у виглядi

θ1 =
iω0

σ
θ +

ε

σ

[
b∗A1(aθ + āθ̄)− ω2

0

σ2
b∗D(aθ + āθ̄)

]
+
d0 + ic0

σ
θ2θ̄ + . . . .

Рiвняння на цьому многовидi набере вигляду
dθ

dy
=
iω0

σ
θ +

ε

σ

[
b∗A1(aθ + āθ̄)− ω2

0

σ2
b∗D(aθ + āθ̄)

]
+
d0 + ic0

σ
θ2θ̄ + . . . .

У цьому рiвняннi зробимо замiну θ = p exp

(
iω0

σ
y

)
i усереднимо одержане

рiвняння вiдносно y [46]. Тодi одержимо автономне рiвняння вигляду

dp

dy
=
ε

σ

[
(α + iβ)p− ω2

0

σ2
(γ + iδ)p

]
+
d0 + ic0

σ
p2p̄, (3.21)
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де α + iβ = b∗A1a, γ + iδ = b∗Da, {α, β, γ, δ} ⊂ R. Оскiльки (a, b) = 1,

(ā, b) = 0, то γ = Re(b∗Da) =
1

2
(d1 + d2), α = τ ′(0) = Re(A1a, b) > 0.

Перейшовши у рiвняннi (3.21) до полярних координат, p = r exp(iϕ),

одержимо рiвняння
dr

dy
= ε

(α
σ
− γ

σ3
ω2

0

)
r +

d0

σ
r3. (3.22)

Нехай d0 < 0 i виконується нерiвнiсть α >
γ

σ2
ω2

0. Тодi рiвняння (3.22)

має стацiонарний розв’язок

r =
√
εR0, R0 =

√(
α− γ

σ2
ω2

0

)
|d0|−1,

отже, перiодичний розв’язок рiвняння (3.19) має вигляд θ =
√
εR0 exp

(
iω0

σ
y

)
+

O(ε). Враховуючи, що функцiя θ має перiод 2π, одержуємо σ =
ω0

n
+ O(ε),

n = ±1,±2, . . .. Отже, перiодичний розв’язок рiвняння (3.18) має вигляд

ξn = ξn(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+ nx)) +O(ε), (3.23)

де rn =
√

(α− n2γ) |d0|−1, χn(ε) = ω0 + εβ + εc0r
2
n − εδn2, n ∈ Z. Тодi перiо-

дичний розв’язок задачi (3.15), (3.16) має вигляд

u1 =
√
εrn cos(χn(ε)t+ nx) +O(ε),

u2 =
√
εrn sin(χn(ε)t+ nx) +O(ε), n ∈ Z. (3.24)

Тому правильне наступне твердження.

Теорема 3.3. Нехай ω0 > 0, α > 0, γ > 0, d0 < 0 i для деякого цiлого

n виконується нерiвнiсть α > γn2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при

0 < ε < ε0 задача (3.15), (3.16) має перiодичнi вiдносно t розв’язки (3.24).

Рiвняння у варiацiях в околi розв’язку (3.23) рiвняння (3.18) має вигляд

∂ζ

∂t
= iω0ζ + ε

[
b∗D

∂2(aζ + āζ̄)

∂x2
+ b∗A1(aζ + āζ̄)

]
+ ε(d0 + ic0)(3.2r

2
nζ + w2

nζ̄),

(3.25)

де wn = rn exp(i(χn(ε)t+ nx)), χn(ε) = ω0 + εβ + εc0r
2
n − εδn2.

Зробивши в рiвняннi (3.25) замiну ζ = w exp(iχn(ε)t) i усереднивши

одержане рiвняння вiдносно t, одержимо рiвняння вигляду (3.10), де α+ iβ =

b∗A1a, γ + iδ = b∗Da, {α, β, γ, δ} ⊂ R.
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Використовуючи методику доведення теореми 3.2, встановлюємо пра-

вильнiсть наступного твердження.

Теорема 3.4. Бiжучi хвилi un(t, x) задачi (3.15), (3.16) експоненцiально

орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (3.14) при

всiх k ∈ Z\{0}.
Для дослiдження коливань брюсселятора iз малою дифузiєю розглянемо

систему
∂u1

∂t
= A− (B + 1)u1 + u2

1u2 + εd1
∂2u1

∂x2
,

∂u1

∂t
= Bu1 − u2

1u2 + εd2
∂2u2

∂x2
(3.26)

з перiодичною умовою

u1(t, x+ 2π) = u1(t, x), u2(t, x+ 2π) = u2(t, x),

де B = 1 + A2 + ε, d1 > 0, d2 > 0, ε – малий додатний параметр.

У системi (3.26) зробимо замiну u1 = y1 + A, u2 = y2 + B/A i одержану

систему зведемо до вигляду (3.17), де

b∗F (av + āv̄) =
1

4

(
1

A
− A

)
(v + v̄)2 +

i

2

(
v2 − v̄2

)
− 1

8
(v + v̄)3 +

+
i

8A
(v + v̄)2 (v − v̄) +O(ε),

a1 = A, a2 = i− A, b1 =
i+ A

2iA
, b2 =

1

2i
.

Оскiльки f11 =
1

2

(
1

A
− A

)
, f02 = f11−i, f20 = f11+i, f21 =

1

4

(
−3 +

i

A

)
,

то згiдно з бiфуркацiйними формулами знаходимо

c1 =
i

2A

(
f20f11 − 2|f11|2 −

1

3
|f02|2

)
+
f21

2
=

= −

{
1

4A2
+

1

8
+ i

[
1

6A

(
1

A
− A

)2

+
1

24A

]}
.

Крiм того, γ =
1

2
(d1 + d2), α =

1

2
.

Отже, якщо 1 > (d1 +d2)n
2, то згiдно з теоремою 3.3 перiодичний розв’я-

зок системи (3.26) можна записати у вилядi u1 = A+z1, u2 =
B

A
−z1−

1

A
z2, де
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z1 + iz2 =
√
εrn exp(i(At + nx)) + O(ε), r2

n =
4A2

A2 + 2

(
1− (d1 + d2)n

2
)
, n ∈ Z.

Умови стiйкостi можна одержати iз нерiвностi (3.14).

3.2 Бiфуркацiя автоколивань параболiчних систем iз

запiзненням аргументу та малою дифузiєю

3.2.1 Бiжучi хвилi параболiчних рiвнянь iз запiзненням та

малою дифузiєю

Розглянемо систему

∂u

∂t
= εD

∂2u

∂x2
+ A0u+ εA1u+ F (u, u(t−∆, x)) (3.27)

з перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (3.28)

де ε – малий додатний параметр, ∆ > 0, u ∈ R2, функцiя F (u, v) чотири рази

неперервно диференцiйовна вiдносно своїх аргументiв, F (0, 0) = 0, причому

F має в нулi порядок малостi вище першого, A0a = iω0a, ω0 > 0, A∗0b = −iω0b,

тут a i b – власнi вектори матриць A0 i A∗0 вiдповiдно, для яких (a, b) = 1,

(ā, b) = 0, матриця A0 + εA1 має пару власних значень вигляду τ(ε)± iω(ε),

τ(0) = 0, τ ′(0) > 0, ω(0) = ω0, D = diag(d1, d2), d1 > 0, d2 > 0.

Дослiдимо iснування i стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (3.27), (3.28).

Розв’язок системи (3.27) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi u = θ(y),

y = σt+ x, де функцiя θ(y) має перiод 2π. Тодi одержимо систему

σ
dθ

dy
= εD

d2θ

dy2
+ A0θ + εA1θ + F (θ, θ(y − σ∆)).

Цю систему замiною
dθ

dy
= θ1 зведемо до вигляду

dθ

dy
= θ1, σθ1 = εD

dθ1

dy
+ A0θ + εA1θ + F (θ, θ(y − σ∆)). (3.29)

Iнтегральний многовид системи (3.29) можна зобразити у виглядi

θ1 =
1

σ
A0θ +

ε

σ3
DA2

0θ +
ε

σ
A1θ +

1

σ
F (θ, θ(y − σ∆)) + . . . .
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Тут в лiнiйних доданках збережено члени порядку O(ε), а в нелiнiйних –

O(3.27). Система рiвнянь на цьому многовидi набере вигляду

dθ

dy
=

1

σ
A0θ +

ε

σ3
DA2

0θ +
ε

σ
A1θ +

1

σ
F (θ, θ(y − σ∆)) + . . . . (3.30)

У системi (3.30) зробимо замiну θ = av+ āv̄ i домножимо обидвi частини

злiва на матрицю

(
b̄1 b̄2

b1 b2

)
, та враховуючи, що (a, b) = 1, де b =

(
b1

b2

)
,

одержимо

dv

dy
= i

ω0

σ
v − ε

σ3
ω2

0b
∗D(av + āv̄) +

ε

σ
b∗A1(av + āv̄)+

+
1

σ
b∗F (av + āv̄, av(y − σ∆) + āv̄(y − σ∆)) + . . . . (3.31)

Зробивши у рiвняннi (3.31) замiну v = w exp
(
i
ω0

σ
y
)
, одержимо

dw

dy
=
(
− ε

σ3
ω2

0b
∗D +

ε

σ
b∗A1

)(
aw + āw̄ exp

(
−2i

ω0

σ
y
))

+ exp
(
−iω0

σ
y
)
×

×F

(
aw exp

(
i
ω0

σ
y
)

+ āw̄ exp
(
−iω0

σ
y
)
, aw(y − σ∆) exp

(
i
ω0

σ
(y − σ∆)

)
+

+āw̄(y − σ∆) exp
(
−iω0

σ
(y − σ∆)

))
+ . . . .

У цьому рiвняннi перейдемо до нормальної форми, використовуючи власти-

востi функцiї F , i замiнимо w на
√
εw [50, 50]. Тодi одержимо автономне

рiвняння вигляду

dw

dy
= − ε

σ3
ω2

0b
∗Daw +

ε

σ
b∗A1aw +

ε

σ
(d0 + ic0)w

2w̄. (3.32)

Оскiльки (a, b) = 1, (ā, b) = 0, то Re(b∗Da) =
1

2
(d1 +d2). Зауважимо, що сталi

d0 та c0 залежать вiд власного вектора a.

Перейшовши у рiвняннi (3.32) до полярних координат, w = r exp(iϕ),

одержимо рiвняння

dr

dy
= − ε

2σ3
ω2

0(d1 + d2)r +
ε

σ
τ ′(0)r +

ε

σ
d0r

3, (3.33)
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де τ ′(0) = Re(A1a, b) > 0. Нехай d0 < 0 i виконується нерiвнiсть τ ′(0) >
1

2σ2
ω2

0(d1 + d2). Тодi рiвняння (3.33) має стацiонарний розв’язок

R0 =

√(
τ ′(0)− 1

2σ2
ω2

0(d1 + d2)

)
|d0|−1,

отже, перiодичний розв’язок рiвняння (3.31) має вигляд v =
√
εR0 exp

(
i
ω0

σ
y
)

+

O(ε). Звiдси знаходимо перiодичний розв’язок θ = av + āv̄ системи (3.30).

Враховуючи, що функцiя θ має перiод 2π, одержуємо σ =
ω0

n
+ O(ε), n =

±1,±2, . . ., отже, перiодичний розв’язок системи (3.27) має вигляд

un =
√
εrn(a exp iη + ā exp(−iη)) +O(ε), (3.34)

де rn =

√(
τ ′(0)− 1

2
(d1 + d2)n2

)
|d0|−1, η = ωn(ε)t + nx, ωn(ε) = ω0 + O(ε),

n ∈ Z. Тому правильне наступне твердження.

Теорема 3.5. Нехай d0 < 0 i для деякого цiлого n виконується нерiвнiсть

τ ′(0) >
1

2
(d1 + d2)n

2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0 задача

(3.27), (3.28) має перiодичнi вiдносно t розв’язки (3.34).

3.2.2 Стiйкiсть перiодичних розв’язкiв

Система рiвнянь у варiацiях в околi розв’язку un(t, x) системи (3.27) має

вигляд
∂v

∂t
= εD

∂2v

∂x2
+ A0v + εA1v +

√
εB1(t, ε)v +

√
εB2(t, ε)v(t−∆, x). (3.35)

У системi (3.35) зробимо замiну v = aw + āw̄ i домножимо обидвi частини

злiва на матрицю

(
b̄1 b̄2

b1 b2

)
, де b =

(
b1

b2

)
. Тодi одержимо

∂w

∂t
= εb∗D

∂2(aw + āw̄)

∂x2
+ iω0w + b∗(εA1 +

√
εB1(t, ε))(aw + āw̄)+

+
√
εb∗B2(t, ε)(aw(t−∆, x) + āw̄(t−∆, x)). (3.36)

Зробивши в рiвняннi (3.36) замiну w = z exp(iω0t) i використавши друге на-

ближення в методi усереднення вiдносно t, одержимо

∂z

∂t
= εb∗Da

∂2z

∂x2
+ εb∗A1az + ε(d0 + ic0)(3.2r

2
nz + w2

nz̄), (3.37)
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де wn = rn exp(i(χn(ε)t + nx)), χn(ε) = εβ + εc0r
2
n − εδn2, β = Im(A1a, b),

δ = Im(Da, b). Замiною z = u exp(iχn(ε)t) рiвняння (3.37) зведемо до вигляду

∂u

∂t
= ε

[
(γ + iδ)

∂2u

∂x2
+ (α + iδn2 + d0r

2
n)u+ (d0 + ic0)r

2
n(u+ u exp(3.2inx))

]
,

(3.38)

де γ = Re(Da, b) =
1

2
(d1 + d2), α = τ ′(0) = Re(A1a, b).

Розв’язок рiвняння (3.38) будемо шукати у вигляду ряду Фур’є в ком-

плекснiй формi

u(t, x) =
∞∑

k=−∞

yk(t) exp(ikx), u(t, x) =
∞∑

k=−∞

vk(t) exp(ikx). (3.39)

Пiдставляючи (3.39) в (3.38) i зрiвнюючи коефiцiєнти при exp(ikx), одержимо

рiвняння вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk+n

dt
= ε[(α+iδn2+d0r

2
n)yk+n−(γ+iδ)(k+n)2yk+n+(d0+ic0)r

2
n(yk+n+vk−n)].

(3.40)

Аналогiчно пiдставляючи (3.39) у спряжене до (3.38) рiвняння, одержимо

dvk−n
dt

= ε[(α−iδn2+d0r
2
n)vk−n−(γ−iδ)(k−n)2vk−n+(d0−ic0)r

2
n(vk−n+yk+n)].

(3.41)

Стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (3.27), (3.28) визначається стiйкi-

стю системи (3.40), (3.41) з параметром k ∈ Z. У системi (3.40), (3.41) зробимо

замiну yk+n = zk+n exp(3.2iεδkn), vk−n = wk−n exp(3.2iεδkn). Тодi одержимо

лiнiйну систему з матрицею εA =

(
εa11 εa12

εa21 εa22

)
. Оскiльки α−γn2 = −d0r

2
n,

то матриця A має нульове власне значення при k = 0. Оскiльки сума дiа-

гональних елеменетiв матрицi A вiд’ємна, a = a11 + a22 < 0, то для орбi-

тальної експоненцiальної стiйкостi хвильового розв’язку un(t, x) необхiдно i

досить, щоб при k 6= 0 виконувалась умова a2c > f 2, де c = Re(det(A)),

f = Im(det(A)), f = 4γkn(c0r
2
n − δk2), тобто

(d0r
2
n−γk2)2(γ2k2+δ2k2−2γd0r

2
n−4γ2n2−2δc0r

2
n) > 4γ2n2(c0r

2
n−δk2)2, (3.42)

де r2
n = (γn2 − α)/d0.
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Теорема 3.6. Бiжучi хвилi un(t, x) задачi (3.27), (3.28) експоненцiально

орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (3.42) при

всiх k ∈ Z\{0}.
Як приклад розглянемо рiвняння (3.27), в якому D = diag(d, d), d > 0,

A0 =

(
0 1

−1 0

)
, A1 = E, E – одинична матриця, F (u, u(t−∆, x)) = d0(u

2
1 +

u2
2)

(
u1

u2

)
. Тодi γ = d, δ = 0, α = 1, c0 = 0, тому з теореми 3.5 випливає,

що при d0 < 0, n2 <
1

d
iснує перiодичний розв’язок un =

√
ε(1− dn2)|d0|−1×

×

(
cos(t+ nx)

− sin(t+ nx)

)
. Згiдно з теоремою 3.6 бiжучi хвилi un(t, x) експоненцi-

ально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли n2 <
1

6d
(d+ 2).

Зауваження 3.1. Умови iснування та стiйкостi перiодичних розв’язкiв за-

дачi (3.27), (3.28) можна отримати iз рiвняння

∂u

∂t
= iω0u+ ε

[
(γ + iδ)

∂2u

∂x2
+ (α + iβ)u

]
+ (d0 + ic0)u

2u,

яке одержується за допомогою усереднення.

3.2.3 Перiодичнi режими рiвняння спiнового горiння iз

запiзненням

Розглянемо задачу

∂2ξ

∂t2
+ ξ = 2ε

[
∂ξ

∂t
+

1

%2

∂3ξ

∂t∂x2
+ F

(
ξ,
∂ξ

∂t
, ξ(t−∆, x),

∂ξ

∂t
(t−∆, x)

)]
, (3.43)

ξ(t, x+ 2π) = ξ(t, x), (3.44)

де ε – малий додатний параметр, ∆ > 0, % > 0, причому F – однорiдний

многочлен третього степеня, тобто F (aξ, ap, aη, aζ) = a3F (ξ, p, η, ζ), a ∈ R.

Задача (3.43), (3.44) еквiвалентна системi

∂ξ

∂t
= p,

∂p

∂t
+ ξ = 2ε

[
p+

1

%2

∂2p

∂x2
+ F (ξ, p, ξ∆, p∆)

]
, (3.45)

ξ(t, x+ 2π) = ξ(t, x), p(t, x+ 2π) = p(t, x),
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де ξ∆ = ξ(t−∆, x), p∆ = p(t−∆, x).

Розв’язок системи (3.45) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi ξ =

θ1(y), p = θ2(y), y = σt + x, де функцiї θ1(y), θ2(y) мають перiод 2π. Тодi

одержимо систему

σ
dθ1

dy
= θ2, σ

dθ2

dy
+θ1 = 2ε

[
θ2 +

1

%2

d2θ2

dy2
+ F (θ1, θ2, θ1(y − σ∆), θ2(y − σ∆))

]
.

Цю систему замiною
dθ2

dy
= θ3 зведемо до вигляду

σ
dθ1

dy
= θ2,

dθ2

dy
= θ3, σθ3 + θ1 =

= 2ε

[
θ2 +

1

%2

dθ3

dy
+ F (θ1, θ2, θ1(y − σ∆), θ2(y − σ∆))

]
. (3.46)

Iнтегральний многовид системи (3.46) можна зобразити у виглядi

θ3 = −1

σ
θ1 +

2ε

σ

[
θ2 −

1

σ2%2
θ2 + F (θ1, θ2, θ1(y − σ∆), θ2(y − σ∆))

]
+O(ε2).

Система рiвнянь на цьому многовидi набере вигляду

σ
dθ1

dy
= θ2,

dθ2

dy
= −1

σ
θ1 +

2ε

σ

[
θ2 −

1

σ2%2
θ2+

+F (θ1, θ2, θ1(y − σ∆), θ2(y − σ∆))

]
+O(ε2). (3.47)

Перейшовши до комплексних змiнних u = θ1+iθ2, ū = θ1−iθ2, одержимо

рiвняння

du

dy
= − i

σ
u+

ε

σ

[
u− ū− 1

σ2%2
(u− ū) + 2iF1(u, ū, u(y − σ∆), ū(y − σ∆))

]
+

+O(ε2), (3.48)

де F1(u, ū, u(y−σ∆), ū(y−σ∆)) = F

(
1

2
(u+ ū),

i

2
(ū−u),

1

2
(u(y−σ∆)+ ū(y−

σ∆)),
i

2
(ū(y − σ∆)− u(y − σ∆))

)
.
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Зробивши у рiвняннi (3.48) замiну u = w exp

(
− i
σ
y

)
, одержимо рiвня-

ння

dw

dy
=
ε

σ

[(
1− 1

σ2%2

)(
w − w̄ exp

(
3.2

i

σ
y

))
+ 2i exp

(
− i
σ
y

)
×

×F1

(
w exp

(
− i
σ
y

)
, w̄ exp

(
i

σ
y

)
, w(y−σ0) exp

(
− i
σ

(y − σ∆)

)
, w̄(y−σ∆)×

× exp

(
i

σ
(y − σ∆)

))]
+O(ε2).

Виконавши усереднення в цьому рiвняннi вiдносно y [50, 50], одержимо рiв-

няння
dw

dy
=
ε

σ

[
w − 1

σ2%2
w + (d0 + ic0)w

2w̄

]
. (3.49)

Перейшовши у рiвняннi (3.49) до полярних координат w = r exp(iϕ),

отримаємо рiвняння
dr

dy
=
ε

σ

[
r − 1

σ2%2
r + d0r

3

]
.

Нехай d0 < 0 i виконується нерiвнiсть σ2%2 > 1. Тодi рiвняння (3.49) має

стацiонарний розв’язок

R0 =

√(
1− 1

σ2%2

)
|d0|−1,

отже, перiодичний розв’язок рiвняння (3.48) має вигляд u = R0 exp

(
− i
σ
y

)
+

O(ε). Звiдси знаходимо перiодичний розв’язок θ1 = R0 cos
(y
σ

)
+ O(ε), θ2 =

−R0 sin
(y
σ

)
+ O(ε) системи (3.47). Враховуючи, що функцiї θ1 та θ2 мають

перiод 2π, одержуємо σ =
1

n
+ O(ε), n = ±1,±2, . . ., отже, перiодичний

розв’язок рiвняння (3.43) має вигляд

ξn = rn cos(t+ nx) +O(ε), rn =

√(
1− n2

%2

)
|d0|−1, (3.50)

де n ∈ Z. Тому правильне наступне твердження.
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Теорема 3.7. Нехай d0 < 0 i для деякого цiлого n виконується нерiвнiсть

n2 < %2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0 задача (3.43),

(3.44) має перiодичнi вiдносно t розв’язки (3.50), де n ∈ Z.

3.2.4 Стiйкiсть перiодичних режимiв рiвняння спiнового

горiння iз запiзненням

Система рiвнянь у варiацiях в околi розв’язку ξ = ξn(t, x), p =
∂ξn(t, x)

∂t
системи (3.45) має вигляд

∂v1

∂t
= v2,

∂v2

∂t
+ v1 = 2ε

[
v2 +

1

%2

∂2v2

∂x2
+B1(t)v1 +B2(t)v2+

+B3(t)v1(t−∆, x) +B4(t)v2(t−∆, x)

]
.

Перейшовши до комплексних змiнних v = v1 + iv2, одержимо рiвняння

∂v

∂t
= −iv + ε

[
v − v̄ +

1

%2

∂2(v − v̄)

∂x2
+ C1(t)v + C2(t)v̄ + C3(t)v∆ + C4(t)v̄∆

]
.

де v∆ = v(t − ∆, x), v̄∆ = v̄(t − ∆, x). Зробивши замiну v = w exp(−it) i

усереднивши одержане рiвняння вiдносно t, одержимо рiвняння

∂w

∂t
= ε

[
w +

1

%2

∂2w

∂x2
+ (d0 + ic0)(3.2r

2
nw + u2

nw̄)

]
, (3.51)

де un = rn exp(i(ωn(ε)t + nx)), ωn(ε) = εc0r
2
n. Замiною w = u exp(iωn(ε)t)

рiвняння (3.51) зведемо до вигляду

∂u

∂t
= ε

[
u+

1

%2

∂2u

∂x2
+ (d0 + ic0)(r

2
nu+ r2

nū exp(3.2inx)) + d0r
2
nu

]
. (3.52)

Розв’язок рiвняння (3.52) будемо шукати у вигляду ряду Фур’є в ком-

плекснiй формi

u(t, x) =
∞∑

k=−∞

yk(t) exp(ikx), u(t, x) =
∞∑

k=−∞

vk(t) exp(ikx). (3.53)

Пiдставляючи (3.53) в (3.52) i зрiвнюючи коефiцiєнти при exp(ikx), одержимо

рiвняння вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk+n

dt
=
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= ε

[
(1 + d0r

2
n)yk+n −

(k + n)2

%2
yk+n + (d0 + ic0)r

2
n(yk+n + vk−n)

]
. (3.54)

Аналогiчно пiдставляючи (3.53) у спряжене до (3.52) рiвняння, одержимо

dvk−n
dt

=

= ε

[
(1 + d0r

2
n)vk−n −

(k − n)2

%2
vk−n + (d0 − ic0)r

2
n(vk−n + yk+n)

]
. (3.55)

Стiйкiсть перiодичних розв’язкiв рiвняння спiнового горiння визначає-

ться стiйкiстю системи (3.54), (3.55) з параметром k ∈ Z. Позначимо через

εA матрицю системи (3.54), (3.55) з елементами εa11, εa12, εa21, εa22. Матри-

ця A має нульове власне значення при k = 0. Оскiльки сума дiагональних

елеменетiв матрицi A вiд’ємна, a = a11 + a22 < 0, то для орбiтальної експо-

ненцiальної стiйкостi перiодичного розв’язку ξn(t, x) необхiдно i досить, щоб

при k 6= 0 виконувалась умова a2c > f 2, де c = Re(det(A)), f = Im(det(A)),

f =
4c0nk

|d0|%2

(
1− n2

%2

)
, тобто

(
k2

%2
+ 1− n2

%2

)2(
k2

%2
+ 2− 6n2

%2

)
>

4c2
0n

2

%2d2
0

(
1− n2

%2

)2

. (3.56)

Теорема 3.8. Бiжучi хвилi ξn(t, x) задачi (3.43), (3.44) експоненцiально ор-

бiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (3.56) при всiх

k ∈ Z\{0}.

Як приклад розглянемо рiвняння (3.43) з нелiнiйнiстю F = −4

3

(
∂ξ

∂t

)3

.

Тодi d0 = −1, c0 = 0, тому з теореми 3.7 випливає, що при n2 < %2 iснує

перiодичний розв’язок ξn =

√
1− n2

%2
cos(t + nx) + O(ε). Згiдно з теоремою

3.8 бiжучi хвилi ξn(t, x) експоненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi,

коли n2 <
1

6
(3.2%2 + 1).

3.3 Бiфуркацiя циклiв диференцiально-функцiональних

параболiчних систем iз малою дифузiєю

Доведено iснування перiодичних розв’язкiв автономної параболiчної си-

стеми диференцiальних рiвнянь iз запiзненням та малою дифузiєю на колi.



58

Вивчено питання iснування та стiйкостi бiжучих хвиль, одержано бiфурка-

цiйнi рiвняння.

Нехай Rn – n-вимiрний простiр з нормою |u| =
√
u2

1 + ...+ u2
n, C =

C[−∆, 0] – простiр неперервних функцiй iз значеннями в Rn з нормою ||ϕ|| =
sup

−∆≤θ≤0
|ϕ(θ)|. Позначимо через ut – елемент простору C, заданий функцiєю

ut(θ, x) = u(t+ θ, x), −∆ ≤ θ ≤ 0.

Розглянемо параболiчну систему iз запiзнюючим аргументом та малою

дифузiєю
∂u

∂t
= εD

∂2u

∂x2
+ L(ε)ut + f(ut, ε) (3.57)

i перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (3.58)

де ε – малий додатний паpаметp, u ∈ Rn, L(ε) : C → Rn – лiнiйний непе-

рервний оператор, f : C × [0, ε0) → Rn, f(ϕ, ε) = O(||ϕ||2) при ||ϕ|| → 0,

оператор f п’ять раз неперервно диференцiйовний вiдносно своїх аргументiв.

Припустимо, що нульовий розв’язок рiвняння (3.57) при ε = 0 асимптотично

стiйкий.

Поряд з (3.57) розглянемо лiнiйнi рiвняння

∂ũ

∂t
= L(ε)ũt, (3.59)

∂ũ

∂t
= L(0)ũt. (3.60)

Згiдно з теоремою Рiсса оператор L(ε) можна зобразити у виглядi iнтеграла

Стiлтьєса

L(ε)ϕ =

0∫
−∆

[dη(θ, ε)]ϕ(θ),

де матриця η(θ, ε) має обмежену варiацiю вiдносно θ. Нехай η(θ, ε) двiчi непе-

рервно диференцiйовна вiдносно ε. Характеристичне рiвняння для рiвняння

(3.59) має вигляд

detΛε(λ) = 0, Λε(λ) = λI −
0∫

−∆

eλθdη(θ, ε), (3.61)
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де I – одинична матриця. Припустимо, що рiвняння (3.61) має одну пару

коренiв вигляду ξ(ε) ± iζ(ε), ξ(0) = 0, ξ′(0) > 0, ζ(0) > 0, а iншi коренi

лежать у пiвплощинi Reλ ≤ λ0 < 0.

Рiвняння (3.57) можна записати у виглядi

∂u

∂t
= L(0)ut + F (ut, ε), (3.62)

де F (ut, ε) = εD
∂2u

∂x2
+ L(ε)ut − L(0)ut + f(ut, ε). Позначимо через ũt(ϕ)

розв’язок рiвняння (3.60) з початковою функцiєю ϕ ∈ C. Визначимо опе-

ратор зсуву за розв’язками рiвняння (3.60) спiввiдношенням T (t)ϕ = ũt(ϕ).

Сiм’я {T (t), t ≥ 0} утворює сильно неперервну пiвгрупу. Твiрний оператор

пiвгрупи є оператором диференцiювання Aϕ(θ) =
dϕ(θ)

dθ
, −∆ ≤ θ ≤ 0, з

областю визначення

D(A) = {ϕ ∈ C,
dϕ

dθ
∈ C,

dϕ(0)

dθ
= L(0)ϕ}.

Позначимо через P власний пiдпростiр в C, породжений розв’язками

рiвняння (3.60), що вiдповiдають кореням ±iζ(0). Розкладемо простiр C в

пряму суму C = P⊕Q. Нехай Φ = Φ(θ) – базис в P. Розглядаючи спряжене до

(3.60) рiвняння, можна аналогiчно визначити функцiю Ψ = Ψ(θ), 0 ≤ θ ≤ ∆.

Тодi кожний елемент ut ∈ C можна зобразити у виглядi ut = Φy(t) + zt, де

y(t) = (Ψ, ut), zt = ut − Φy(t), y(t) ∈ R2, zt ∈ Q, (Ψ, ut) – деякий бiлiнiйний

функцiонал. Рiвняння (3.57) еквiвалентне системi рiвнянь [45, 46]:

∂y

∂t
= By + Ψ(0)F (Φy + zt, ε),

zt = T (t− σ)zσ +

t∫
σ

T (t− s)XQ
0 F (Φy(s) + zs, ε)ds.

Тут XQ
0 – проекцiя на пiдпростiр Q функцiї X0(θ) = 0, −∆ ≤ θ < 0, X0(0) =

I,

B =

(
0 ζ(0)

−ζ(0) 0

)
.
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Аналогiчно [46] можна довести iснування функцiї g : R2 × [0, ε0) → Q,

що задовольняє умови g(0, ε) = 0, ||g(y, ε) − g(y′, ε)|| ≤ 1

2
|y − y′| i такої, що

множина Sε = {(ϕ, ε)|ε ∈ [0, ε0), ϕ = Φy + ϑ, y ∈ R2, ϑ = g(y, ε), ϑ ∈ Q}
є локальним iнтегральним многовидом рiвняння (3.62). Функцiя g(y, ε) буде

чотири рази неперервно диференцiйовною вiдносно y. Поведiнка розв’язкiв

рiвняння (3.62) на iнтегральному многовидi Sε описується рiвнянням
∂v

∂t
= Bv + Ψ(0)F (Φv + g(v, ε), ε), (3.63)

де v =

(
v1

v2

)
. Для кожного розв’язку ut = Φy(t) + zt рiвняння (3.62) iснує

розв’язок χt = Φv(t)+g(v(t), ε), що належить Sε i такий, що правильна оцiнка

||ut − χt|| ≤ Ke−νt, K > 0, ν > 0.

У рiвняннi (3.63) збережемо в лiнiйних доданках члени порядку O(ε).

Тодi одержимо рiвняння

∂v

∂t
= Bv + εΨ(0)DΦ(0)

∂2v

∂x2
+ εΨ(0)Φv + Ψ(0)f(Φv + g(v, ε), ε).

Перейшовши до комплексних змiнних w = v1 + iv2, w = v1 − iv2, одержимо

рiвняння вигляду

∂w

∂t
= ε(γ + iδ)

∂2w

∂x2
+ ε(γ1 + iδ1)

∂2w

∂x2
− iζ(0)w+

+ε(α + iβ)w + ε(α1 + iβ1)w +W (w,w, ε), (3.64)

де

(γ+iδ)w+(γ1+iδ1)w = (1, i)Ψ(0)DΦ(0)v, (α+iβ)w+(α1+iβ1)w = (1, i)Ψ(0)×

×L′(0)Φv, α = ξ′(0), β = ζ ′(0),W (w,w, ε) = (1, i)Ψ(0)f(Φv + g(v, ε), ε).

Перетворимо рiвняння (3.64) за допомогою пiдстановки

w = s+ V2(s, s) + V3(s, s), (3.65)

де V2 i V3 – форми вiдповiдно другого i третього порядку. Перетворення (3.65)

можна пiдiбрати так, що рiвняння для s набере вигляду

∂s

∂t
= ε(γ + iδ)

∂2s

∂x2
+ ε(γ1 + iδ1)

∂2s

∂x2
− iζ(0)s+
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+ε(α + iβ)s+ ε(α1 + iβ1)s+ (d0 + ic0)s
2s+ . . . (3.66)

Тут у лiнiйних доданках збережено члени порядку O(ε), а в нелiнiйних –

O(3.57).

Дослiдимо iснування i стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (3.57), (3.58).

Розв’язок рiвняння (3.66) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi s = θ(y),

y = σt+ x, де функцiя θ(y) має перiод 2π. Тодi одержимо рiвняння

σ
dθ

dy
= ε(γ + iδ)

d2θ

dy2
+ ε(γ1 + iδ1)

d2θ

dy2
− iζ(0)θ+

+ε(α + iβ)θ + ε(α1 + iβ1)θ + (d0 + ic0)θ
2θ + . . .

Це рiвняння замiною
dθ

dy
= θ1 зведемо до вигляду

dθ

dy
= θ1, σθ1 = ε(γ + iδ)

dθ1

dy
+ ε(γ1 + iδ1)

dθ1

dy
− iζ(0)θ + ε(α + iβ)θ+

ε(α1 + iβ1)θ + (d0 + ic0)θ
2θ + . . . . (3.67)

Iнтегральний многовид системи (3.67) можна зобразити у виглядi

θ1 = −ζ(0)

σ
iθ +

ε

σ

[
− ζ2(0)

σ2
(γ + iδ)θ − ζ2(0)

σ2
(γ1 + iδ1)θ+

+(α + iβ)θ + (α1 + iβ1)θ

]
+
d0 + ic0

σ
θ2θ + . . . .

Тут в лiнiйних доданках збережено члени порядку O(ε), а в нелiнiйних –

O(3.57). Рiвняння на цьому многовидi набере вигляду

dθ

dy
= −ζ(0)

σ
iθ +

ε

σ

[
− ζ2(0)

σ2
(γ + iδ)θ − ζ2(0)

σ2
(γ1 + iδ1)θ+

+(α + iβ)θ + (α1 + iβ1)θ

]
+
d0 + ic0

σ
θ2θ + . . . .

У цьому рiвняннi зробимо замiну θ = p exp

(
−ζ(0)

σ
iy

)
i усереднимо одержане

рiвняння вiдносно y [50]. Тодi одержимо автономне рiвняння вигляду

dp

dy
=
ε

σ

[
−ζ

2(0)

σ2
(γ + iδ)p+ (α + iβ)p

]
+
d0 + ic0

σ
p2p. (3.68)
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Перейшовши у рiвняннi (3.68) до полярних координат p = r exp(iϕ), отрима-

ємо рiвняння
dr

dy
= −εζ

2(0)γ

σ3
r + ε

α

σ
r +

d0

σ
r3. (3.69)

Нехай виконуються нерiвностi γ > 0, d0 < 0, ασ2 > ζ2(0)γ. Тодi рiвняння

(3.69) має стацiонарний розв’язок

r =
√
εR0, R0 =

√(
α− ζ2(0)γ

σ2

)
|d0|−1,

отже, перiодичний розв’язок системи (3.67) має вигляд θ =
√
εR0 exp

(
−ζ(0)

σ
iy

)
+

O(ε), θ1 =
dθ

dy
. Враховуючи, що функцiя θ повинна мати перiод 2π, одержує-

мо σ = −ζ(0)

n
+O(ε), n = ±1,±2, . . ., отже, перiодичний розв’язок рiвняння

(3.66) має вигляд

sn = sn(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+ nx)), (3.70)

де rn =
√

(α− n2γ) |d0|−1, χn(ε) = −ζ(0)+εβ+εc0r
2
n−εδn2. Звiдси одержимо

перiодичний розв’язок задачi (3.57), (3.58)

un = un(t, x) =
√
εrn cos(χn(ε)t+ nx). (3.71)

Рiвняння у варiацiях в околi розв’язку (3.70) рiвняння (3.66) має вигляд

∂v

∂t
= −iζ(0)v + ε(γ + iδ)

∂2v

∂x2
+ ε(γ1 + iδ1)

∂2v

∂x2
+

+ε(α + iβ)v + ε(α1 + iβ1)v + (d0 + ic0)(2εr
2
nv + s2

nv).

Зробивши замiну v = w exp(iχn(ε)t) i усереднивши одержане рiвняння вiдно-

сно t, одержимо рiвняння

∂w

∂t
= ε[(γ+iδ)

∂2w

∂x2
+(α+iδn2+d0r

2
n)w+(d0+ic0)r

2
n(w+w exp(2inx))]. (3.72)

Розв’язок рiвняння (3.72) будемо шукати у вигляду ряду Фур’є в ком-

плекснiй формi

w(t, x) =
∞∑

k=−∞

yk(t) exp(ikx), w(t, x) =
∞∑

k=−∞

vk(t) exp(ikx). (3.73)
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Пiдставляючи (3.73) в (3.72) i зрiвнюючи коефiцiєнти при exp(ikx), одержимо

рiвняння вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk+n

dt
= ε[(α+iδn2+d0r

2
n)yk+n−(γ+iδ)(k+n)2yk+n+(d0+ic0)r

2
n(yk+n+vk−n)].

(3.74)

Аналогiчно пiдставляючи (3.73) у спряжене до (3.72) рiвняння, одержимо

dvk−n
dt

= ε[(α−iδn2+d0r
2
n)vk−n−(γ−iδ)(k−n)2vk−n+(d0−ic0)r

2
n(vk−n+yk+n)].

(3.75)

Стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (3.57), (3.58) визначається стiйкi-

стю системи (3.74), (3.75) з параметром k ∈ Z. У системi (3.74), (3.75) зробимо

замiну yk+n = zk+n exp(2iδkn), vk−n = wk−n exp(2iδkn). Тодi одержимо лiнiй-

ну систему з матрицею εA =

(
εa11 εa12

εa21 εa22

)
. Оскiльки α − γn2 = −d0r

2
n, то

матриця A має нульове власне значення при k = 0. Оскiльки сума дiагональ-

них елементiв матрицi A вiд’ємна, a = a11 + a22 < 0, то для орбiтальної екс-

поненцiальної стiйкостi хвильового розв’язку un(t, x) необхiдно i досить, щоб

при k 6= 0 виконувалась умова a2c > f 2, де c = Re(det(A)), f = Im(det(A)),

f = 4γkn(c0r
2
n − δk2), тобто

(d0r
2
n−γk2)2(γ2k2+δ2k2−2γd0r

2
n−4γ2n2−2δc0r

2
n) > 4γ2n2(c0r

2
n−δk2)2. (3.76)

Тому правильне наступне твердження.

Теорема 3.9. Нехай γ > 0, d0 < 0 i для деякого цiлого n виконується

нерiвнiсть α > γn2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0

задача (3.57), (3.58) має перiодичнi вiдносно t розв’язки (3.71), де n ∈ Z.
Цi розв’язки експоненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли

виконується умова (3.76) при всiх k ∈ Z, k 6= 0.

Для наближеного знаходження циклiв задачi (3.57), (3.58) досить обме-

житися членами другого i третього порядку розкладу функцiї Ψ(0)f(Φv +

g(v, 0), 0) в ряд за степенями v. А для цього досить визначити члени другого

порядку в розкладi функцiї g(v, 0). Перше наближення функцiї g(v, 0) має
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вигляд

g1(v, 0) =

0∫
−∞

T (−s)XQ
0 f(ΦeBsv, 0)ds.

Зобразимо функцiю f(Φy, 0) у виглядi f(Φy, 0) = c1y
2
1 + c2y1y2 + c3y

2
2 +

O(|y|3). Тодi знаходження функцiї g1(v, 0) зводиться до обчислення iнтеграла

z =

0∫
−∞

T (−s)XQ
0 e

iωsds,

де ω ∈ {0, 2ζ(0),−15ζ(0)}. Зауважимо, що iнтеграл z збiжний.

Теорема 3.10. При довiльних дiйсних ω функцiя z(θ) належить Q
⋂
D(A)

i виконується рiвнiсть

iωz − Az = XQ
0 . (3.77)

Для знаходження z потрiбно розв’язати рiвняння (3.77) вiдносно z. Це

рiвняння рiвносильне такiй системi

dz(θ)

dθ
− iωz(θ) = −XQ

0 (θ), −∆ ≤ θ < 0, (3.78)

0∫
−∆

[dη(θ, 0)]z(θ)− iωz(0) = −XQ
0 (0). (3.79)

Можна показати [53], що система (3.78), (3.79) має єдиний розв’язок.
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4 КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ

4.1 Вступ

Дослiдження крайових задач для диференцiально-рiзницевих рiвнянь

другого порядку розпочалося з праць А. Д. Мишкiса, Г. А. Каменського, Л.

Г. Грiмма та К.Шмiдта, К. Неверса, в яких запропоновано їх класифiкацiю та

одержано першi достатнi умови iснування розв’язкiв за допомогою принципу

нерухомої точки Шаудера-Тихонова.

Для знаходження розв’язкiв крайових задач використовують проекцiйно-

iтерацiйнi та колокацiйнi методи, методи послiдовних наближень i ряд число-

вих алгоритмiв. Вiдзначимо чисельно-аналiтичний метод А. М. Самойленка,

який успiшно застосували М. I. Ронто, Д. I. Мартинюк, С. I. Трохимчук, Ю.

В. Теплiнський, I. I. Король та iншi до рiзних класiв крайових задач.

У даному роздiлi дослiджуються лiнiйнi та нелiнiйнi крайовi задачi для

диференцiальних рiвнянь iз запiзненням та нейтрального типу. Визначено

функцiональний простiр, якому належать розв’язки розглянутих крайових

задач, дослiджено властивостi гладкостi розв’язкiв у залежностi вiд стру-

ктури вiдхилень аргументу. Встановлено достатнi умови iснування розв’яз-

ку таких задач, побудовано та обґрунтовано iтерацiйнi схеми знаходження

розв’язку цих задач за допомогою апроксимацiї кубiчними сплайнами дефе-

кту два, дослiджено збiжнiсть iтерацiйного процесу.

Зокрема, у пiдроздiлi 4.2 розглянуто лiнiйнi крайовi задачi для дифе-

ренцiальних рiвнянь iз запiзненням, у пiдроздiлi 4.3 – лiнiйнi крайовi задачi

для диференцiальних рiвнянь нейтрального типу.

Пiдроздiл 4.4 охоплює нелiнiйнi крайовi задачi для диференцiальних рiв-

нянь iз запiзненням та нейтрального типу.

Результати дослiджень даного роздiлу опублiкованi в працях [59–71]
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4.2 Лiнiйнi крайовi задачi з запiзненням

4.2.1 Постановка задачi. Iснування та єдинiсть розв’язку

Розглянемо крайову задачу

y′′ (x) =
n∑
i=0

(
ai (x) y (x− τi (x)) + bi (x) y′ (x− τi (x))

)
+ f (x) , (4.1)

y(j) (x) = ϕ(j) (x) , j = 0, 1, x ∈ [a∗; a] , y (b) = γ, (4.2)

де запiзнення τ0 (x) = 0, а τi (x) , i = 1, n – неперервнi невiд’ємнi функцiї, ви-

значенi на [a, b], ϕ (x) – задана неперервно-диференцiйовна функцiя на [a∗; a],

γ ∈ R,

a∗ = min
0<i≤n

{
inf

x∈[a;b]
(x− τi (x))

}
.

Нехай функцiї ai(x), bi(x), i = 0, n, f(x) – неперервнi на [a; b].

Введемо множини точок, що визначаються запiзненнями τ1 (x) , . . . , τn (x):

Ei =
{
xj ∈ [a, b] : xj − τi (xj) = a, j = 1, 2, . . .

}
,

E =
n⋃
i=1

Ei.

Припустимо, що запiзнення τi (x) , i = 1, n – такi функцiї, що множини

Ei, i = 1, n є скiнченними. Занумеруємо точки множини E в порядку зроста-

ння.

Введемо позначення:

J = [a∗; a] , I = [a, b] ,

I1 = [a, x1] , I2 = [x1, x2] , . . . , Ik = [xk−1, xk] , Ik+1 = [xk, b] ,

B
(
J ∪ I

)
=

{
y (x) : y (x) ∈

(
C(J ∪ I) ∩

(
C1(J)∪C1(I)

)
∩

∩
(k+1⋃
j=1

C2 (Ij)

))
, |y (x)| ≤ P1, |y′(x)| ≤ P2

}
,

де P1, P2 – додатнi сталi.
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Розв’язком крайової задачi (4.1)–(4.2) вважатимемо функцiю y = y (x),

якщо вона задовольняє рiвняння (4.1) на [a; b] (за можливим винятком точок

множини E) i крайовi умови (4.2). Будемо шукати розв’язок задачi (4.1)–(4.2),

який належить простору B(J ∪ I).

Iз означення простору B(J ∪I) випливає, що розв’язок задачi (4.1)–(4.2)

буде неперевно-диференцiйовним для будь-якого x ∈ [a, b], де y′ (a) – права

похiдна.

Введемо норму в просторi B(J ∪ I):

‖y‖B = max

{
8

(b− a)2 max
x∈J ∪ I

|y (x)| , 2

b− a
max

(
max
x∈J
|y′ (x)| ,max

x∈I
|y′ (x)|

)}
.

Простiр B(J ∪ I) iз цiєю нормою є банаховим простором.

Крайова задача (4.1)–(4.2) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню [72,73]

y (x) =

b∫
a∗

[
n∑
i=0

ai (s) y (s− τi (s)) +
n∑
i=0

bi (s) y
′ (s− τi (s))

]
× (4.3)

×G (x, s) ds+ l (x) , x ∈ J ∪ I,

G (x, s) =

{
G (x, s) , x, s ∈ I,

0, в iншому випадку,

l (x) =

{
ϕ (x) , x ∈ J,

γ−ϕ(a)
b−a (x− a) + ϕ (a) , x ∈ I,

де G (x, s) – функцiя Грiна крайової задачi

y′′ (x) = 0, x ∈ I, y (a) = y (b) = 0.

Визначимо оператор T у просторi B(J ∪ I) наступним чином

(Ty) (x) =

b∫
a∗

[
n∑
i=0

ai (s) y (s− τi (s)) +
n∑
i=0

bi (s) y
′ (s− τi (s))

]
×

×G (x, s) ds+ l (x) , x ∈ J ∪ I.
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Звiдси

(Ty)′ (x) =

b∫
a∗

[
n∑
i=0

ai (s) y (s− τi (s)) +
n∑
i=0

bi (s) y
′ (s− τi (s))

]
× (4.4)

×G
′

x (x, s) ds+
γ − ϕ (a)

b− a
, x ∈ J ∪ I.

Нехай коефiцiєнти у рiвняннi (4.1) такi, що справджуються нерiвностi

|ai(x)| ≤ Ai, |bi(x)| ≤ Bi, i = 0, n, |f(x)| ≤ F при x ∈ [a; b]. Позначимо

P = P1

n∑
i=0

Ai+P2

n∑
i=0

Bi+F , де P1, P2 – додатнi сталi, що входять в означення

простору B(J ∪ I).

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 4.1. Нехай виконуються умови:

1) max

{
max
x∈J
|ϕ (x)| , (b−a)

2

8 P + max
{
|ϕ (a)| , |γ|

}}
≤ P1,

2) max

{
max
x∈J
|ϕ′ (x)| , b−a

2 P +
∣∣∣γ−ϕ(a)

b−a

∣∣∣} ≤ P2,

3) (b−a)
2

8

n∑
i=0

Ai + b−a
2

n∑
i=0

Bi < 1.

Тодi iснує єдиний розв’язок задачi (4.1)–(4.2) у просторi B (J ∪ I).

Iз вигляду функцiї Грiна

G (x, s) =

{
(s−a)(x−b)

b−a , a ≤ s ≤ x ≤ b,
(x−a)(s−b)

b−a , a ≤ x ≤ s ≤ b,

одержуємо наступнi оцiнки [74]:

b∫
a

∣∣∣G (x, s)
∣∣∣ds ≤ (b− a)2

8
,

b∫
a

∣∣∣G′x(x, s)∣∣∣ds ≤ b− a
2

. (4.5)

Якщо справджуються умови 1)-2) та нерiвностi (4.5), тодi оператор T

вiдображає простiр B(J ∪ I) у себе.

Нехай y1, y2 ∈ B (J ∪ I). Враховуючи оцiнки (4.5) та означення норми

простору B(J ∪ I), одержуємо:
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∥∥∥(Ty1)(x)− (Ty2)(x)
∥∥∥
B
≤ (4.6)

≤

[
(b− a)2

8

n∑
i=0

Ai +
b− a

2

n∑
i=0

Bi

]
‖y1 − y2‖B.

Нерiвнiсть (4.6) та умова 3) забезпечують, що оператор T є стислим у просто-

рi B(J ∪ I) i має єдину нерухому точку [74]. Тому крайова задача (4.1)–(4.2)

має єдиний розв’язок y(x) ∈ B(J ∪ I).

4.2.2 Обчислювальна схема. Збiжнiсть iтерацiйного процесу

Виберемо нерiвномiрну сiтку ∆ = {a = x0 < x1 < . . . < xm = b} на вiд-

рiзку [a; b], таку що E ⊂ ∆. Позначимо через S(x, y) iнтерполяцiйний кубi-

чний сплайн дефекту два на ∆ для функцiї y (x), який належить простору

B(J ∪ I). Будемо шукати розв’язок крайової задачi (4.1)–(4.2) у виглядi по-

слiдовностi кубiчних сплайнiв дефекту 2 за наступною схемою:

A) Виберемо кубiчний сплайн S
(
y(0), x

)
= γ−ϕ(a)

b−a (x− a) +ϕ (a), який задо-

вольняє крайовi умови (4.2) при x = a та x = b.

B) Використовуючи вихiдне рiвняння (4.1) та сплайн S
(
y(k), x

)
, знаходимо

для k = 0, 1, . . .:

M
+(k+1)
j =

n∑
i=0

(
ai(xj)S

(
y(k), xj − τi(xj) + 0

)
+ (4.7)

+bi(xj)S
′(y(k), xj − τi(xj) + 0

))
+ f(xj), j = 0,m− 1,

M
−(k+1)
j =

n∑
i=0

(
ai(xj)S

(
y(k), xj − τi(xj)− 0

)
+ (4.8)

+bi(xj)S
′(y(k), xj − τi(xj)− 0

))
+ f(xj), j = 1,m.

У спiввiдношеннях (4.7), (4.8) пiдставляємо S(p)
(
x, y(k)

)
= ϕ(p)(x), p =

0, 1 при x < a.



70

C) Обчислюємо y(k+1)
j , j = 0,m, розв’язуючи систему лiнiйних алгебраїчних

рiвнянь, яку задовольняють величини M+
j−1 i M−

j (j = 1, 2, . . . ,m).
hj+1yj−1 − (hj + hj+1)yj + hjyj+1 =

hjhj+1

6 ×
×
(
hjM

+
j−1 + 2hjM

−
j + 2hj+1M

+
j + hj+1M

−
j+1

)
,

j = 1,m− 1.

(4.9)

.

D) Одержуємо кубiчний сплайн S
(
x, y(k+1)

)
у формi

S(x, y) = M+
j−1

(xj − x)3

6hj
+M−

j

(x− xj−1)
3

6hj
+

+

(
yj−1 −

M+
j−1h

2
j

6

)
xj − x
hj

+

(
yj −

M−
j h

2
j

6

)
x− xj−1

hj
, (4.10)

x ∈ [xj−1;xj], j = 1, 2, . . . ,m,

використовуючи знайденi значення y(k+1)
j , j = 0,m,M+(k+1)

j , j = 0,m− 1,

M
−(k+1)
j , j = 1,m. Цей сплайн виступає в якостi наступного наближення.

Введемо позначення:

λ1 =
n∑
i=0

max
x∈[a;b]

∣∣ai(x)
∣∣, λ2 =

n∑
i=0

max
x∈[a;b]

∣∣bi(x)
∣∣, (4.11)

u =
K5

8
(b− a)2 +

H2

8
, v =

K5

2
(b− a) +

2H

3
,

µ = 5

(
1 +

1

2
λ1H

2 + λ2H

)
.

Теорема 4.2. Нехай розв’язок крайової задачi (4.1)–(4.2) iснує та нале-

жить простору B(J ∪ I). Тодi при виконаннi нерiвностi

θ = uλ1 + vλ2 < 1 (4.12)

iснує таке H∗, що при всiх 0 < H < H∗ послiдовнiсть сплайнiв
{
S
(
y(k), x

)}
,

k = 0, 1, . . . рiвномiрно збiгається на [a; b].
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Позначимо

lim
k→∞

S(p)
(
y(k), x

)
= S(p) (ỹ, x) , p = 0, 1,

M̃+
j = S ′′ (ỹ, xj + 0) , j = 0,m− 1,

M̃−
j = S ′′ (ỹ, xj − 0) , j = 1,m,

ỹj = S (ỹ, xj) , j = 1,m.

При цьому

M̃+
j =

n∑
i=0

(
ai(xj)S

(
ỹ, xj − τi(xj) + 0

)
+ bi(xj)S

′(ỹ, xj − τi(xj) + 0
))

+

+f(xj), j = 0,m− 1,

M̃−
j =

n∑
i=0

(
ai(xj)S

(
ỹ, xj − τi(xj)− 0

)
+ bi(xj)S

′(ỹ, xj − τi(xj)− 0
))

+

+f(xj), j = 1,m.

Параметри M̃+
j , M̃

−
j сплайна S (ỹ, x) задовольняють систему (4.9).

Нехай S (y, x) – кубiчний сплайн дефекту 2, який iнтерполює розв’язок

y (x) крайової задачi (4.1)–(4.2). Тодi∥∥∥S(p) (ỹ, x)− y(p) (x)
∥∥∥ ≤ ∥∥∥S(p) (ỹ, x)− S(p) (y, x)

∥∥∥+
∥∥∥S(p) (y, x)− y(p) (x)

∥∥∥ ,
p = 0, 1. (4.13)

Для другого доданка у правiй частинi (4.13) справджуються нерiвностi

[75]: ∥∥∥S(p) (y, x)− y(p) (x)
∥∥∥ ≤ KpH

2−pω (y′′ (x) , H) , (4.14)

p = 0, 1, K0 =
5

2
, K1 = 5,

де ω (y′′ (x) , H) = max
1≤r≤l+1

ωr (y′′ (x) , H), ωr (y′′ (x) , H) – модуль неперервностi

функцiї y′′ (x) на Ir = [xr−1;xr].
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Для оцiнки першого доданка у правiй частинi (4.13), згiдно вигляду пра-

вої частини рiвняння (4.1), знайдемо допомiжнi нерiвностi:∣∣∣∣M+
j −

n∑
i=0

(
ai(xj)S(y, xj + 0− τi(xj + 0))+ (4.15)

+bi(xj)S
′(y, xj + 0− τi(xj + 0))

)
− f(xj)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣M+
j − y′′(xj + 0)

∣∣∣+
+

∣∣∣∣y′′(xj + 0)−
n∑
i=0

(
ai(xj)S(y, xj + 0− τi(xj + 0))+

+bi(xj)S
′(y, xj + 0− τi(xj + 0))

)
− f(xj)

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣S ′′(y, xj + 0)− y′′(xj + 0)

∣∣∣+

∣∣∣∣∣
n∑
i=0

(
ai(xj)y(xj + 0− τi(xj + 0))+

+bi(xj)y
′(xj + 0− τi(xj + 0))

)
−

−
n∑
i=0

(
ai(xj)S(y, xj + 0− τi(xj + 0))+

+bi(xj)S
′(y, xj + 0− τi(xj + 0))

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ 5ω(y′′(x), H) +

∣∣∣∣∣
n∑
i=0

ai(xj)
(
y(xj + 0− τi(xj + 0))−

−S(y, xj + 0− τi(xj + 0))
)

+
n∑
i=0

bi(xj)
(
y′(xj + 0− τi(xj + 0))−

−S ′(y, xj + 0− τi(xj + 0))
)∣∣∣∣∣ ≤

≤ 5ω(y′′(x), H) +
5

2
H2ω(y′′(x), H)

n∑
i=0

∣∣∣ai(xj)∣∣∣+
+5Hω(y′′(x), H)

n∑
i=0

∣∣∣bi(xj)∣∣∣ ≤
≤ 5ω(y′′(x), H) + λ1

5

2
H2ω(y′′(x), H) + λ25Hω(y′′(x), H) =

= 5

(
1 +

1

2
λ1H

2 + λ2H

)
ω(y′′(x), H) = µω(y′′(x), H), j = 0,m− 1.
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Аналогiчно можна одержати∣∣∣∣M−
j −

n∑
i=0

(
ai(xj)S(y, xj − 0− τi(xj − 0))+ (4.16)

+bi(xj)S
′(y, xj − 0− τi(xj − 0))

)
− f(xj)

∣∣∣∣ ≤ µω(y′′, H), j = 1,m.

Звiдси

M+
j ≤

n∑
i=0

(
ai(xj)S(y, xj + 0− τi(xj + 0))+ (4.17)

+bi(xj)S
′(y, xj + 0− τi(xj + 0))

)
+ f(xj) + µω(y′′(x), H),

j = 0,m− 1,

M−
j ≤

n∑
i=0

(
ai(xj)S(y, xj − 0− τi(xj − 0))+ (4.18)

+bi(xj)S
′(y, xj − 0− τi(xj − 0))

)
+ f(xj) + µω(y′′(x), H),

j = 1,m.

Позначимо

max
x∈[a;b]

∣∣∣S(p)(ỹ, x)− S(p)(y, x)
∣∣∣ = αp, p = 0, 1,

max
j

∣∣∣M̃j −Mj

∣∣∣ = max

{
max

j=0,m−1

∣∣∣M̃+
j −M

+
j

∣∣∣ , max
j=1,m

∣∣∣M̃−
j −M

−
j

∣∣∣} .
Використовуючи формули для S (ỹ, x) , S (y, x) та нерiвностi (4.17)–(4.18),

отримуємо наступну систему нерiвностей:

α0 ≤ u
(
λ1α0 + λ2α1 + µω(y′′(x), H)

)
,

α1 ≤ v
(
λ1α0 + λ2α1 + µω(y′′(x), H)

)
.

(4.19)

Розв’язуючи систему (4.19), знаходимо оцiнки для перших доданкiв у

правiй частинi (4.13):

α0 ≤
uµω(y′′(x), H)

1− θ
,

α1 ≤
vµω(y′′(x), H)

1− θ
.
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Тепер, враховуючи (4.14), нерiвностi (4.13) можна записати у виглядi∥∥∥S(p) (ỹ, x)− y(p) (x)
∥∥∥ ≤ Rpω (y′′ (x) , H) , p = 0, 1, (4.20)

де R0 = sup
H≤H∗

(
uµ

1−θ + 5H2

2

)
, R1 = sup

H≤H∗

(
vµ

1−θ + 5H
)
.

Можна пiдсумувати вищевказанi твердження стосовно точностi апрокси-

мацiї розв’язку крайової задачi (4.1)–(4.2) послiдовнiстю сплайнiв у виглядi

наступної теореми.

Теорема 4.3. Нехай розв’язок крайової задачi (4.1)–(4.2) iснує, єдиний i на-

лежить простору B(J ∪I). Якщо виконується умова (4.12), тодi iснує та-

ке H∗ > 0, що для будь-якого H < H∗ послiдовнiсть сплайнiв
{
S
(
y(k), x

)}
апроксимує розв’язок крайової задачi (4.1)–(4.2) i виконуються спiввiдноше-

ння (4.20).

4.3 Лiнiйнi крайовi задачi нейтрального типу

4.3.1 Постановка задачi. Iснування та єдинiсть розв’язку

Розглянемо крайову задачу

y′′ (x) =
n∑
i=0

(
ai (x) y (x− τi (x)) + bi (x) y′ (x− τi (x)) + (4.21)

+ci (x) y′′ (x− τi (x))
)

+ f (x) ,

y(p) (x) = ϕ(p) (x) , p = 0, 1, 2, x ∈ [a∗; a] , y (b) = γ, (4.22)

де запiзнення τ0 (x) = 0, а τi (x) , i = 1, n – неперервнi невiд’ємнi функцiї,

визначенi на [a, b], ϕ (x) – задана двiчi неперервно-диференцiйовна функцiя

на [a∗; a], γ ∈ R,

a∗ = min
0<i≤n

{
inf

x∈[a;b]
(x− τi (x))

}
.

Нехай функцiї ai(x), bi(x), ci(x), i = 0, n, f(x) – неперервнi на [a; b].
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Введемо множини точок, що визначаються запiзненнями τ1 (x) , . . . , τn (x):

Ei1 =
{
xj ∈ [a, b] : xj − τi (xj) = a, j = 1, 2, . . .

}
,

Ei2 =
{
xj ∈ [a, b] : x0 = a, xj+1 − τi (xj+1) = xj, j = 0, 1, 2, . . .

}
,

E2 =
n⋃
i=1

(
Ei1 ∪ Ei2

)
.

Припустимо, що запiзнення τi (x) , i = 1, n – такi функцiї, що множини

Ei1, Ei2, i = 1, n є скiнченними. Занумеруємо точки множини E2 в порядку

зростання.

Введемо позначення:

J = [a∗; a] , I = [a, b] ,

I1 = [a, x1] , I2 = [x1, x2] , . . . , Ik = [xk−1, xk] , Ik+1 = [xk, b] ,

B2

(
J ∪ I

)
=

{
y (x) : y (x) ∈

(
C(J ∪ I) ∩

(
C1(J)∪C1(I)

)
∩

∩
(k+1⋃
j=1

C2 (Ij)

))
, |y(x)| ≤ P1, |y′(x)| ≤ P2, |y′′(x)| ≤ P3

}
,

де P1, P2, P3 – додатнi сталi.

Розв’язком крайової задачi (4.21)–(4.22) вважатимемо функцiю y = y (x),

якщо вона задовольняє рiвняння (4.21) на [a; b] (за можливим винятком то-

чок множини E2) i крайовi умови (4.22). Будемо шукати розв’язок задачi

(4.21)–(4.22), який належить простору B2(J ∪ I).

Iз означення простору B2(J ∪ I) випливає, що розв’язок задачi (4.21)–

(4.22) буде неперевно-диференцiйовним для будь-якого x ∈ [a, b], де y′ (a) –

права похiдна, а в точках множини E2 iснують скiнченнi одностороннi другi

похiднi розв’язку, якi можуть не спiвпадати.

Введемо норму в просторi B2(J ∪ I):

‖y‖B2
= max

{
8

(b− a)2
max
x∈J∪I

|y(x)|, 2

b− a
max

(
max
x∈J
|y′(x)|, max

x∈I
|y′(x)|

)
,

max
(

max
x∈J
|y′′(x)|, max

x∈I1
|y′′(x)|, . . . , max

x∈Ik+1

|y′′(x)|
)}

.
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Простiр B2(J ∪ I) iз цiєю нормою є банаховим простором.

Крайова задача (4.21)–(4.22) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню [72,73]

y (x) =

b∫
a∗

[
n∑
i=0

(
ai (s) y (s− τi (s)) + bi (s) y

′ (s− τi (s)) + (4.23)

+ci (s) y
′′ (s− τi (s))

)]
G (x, s) ds+ l (x) , x ∈ J ∪ I,

G (x, s) =

{
G (x, s) , x, s ∈ I,

0, в iншому випадку,

l (x) =

{
ϕ (x) , x ∈ J,

γ−ϕ(a)
b−a (x− a) + ϕ (a) , x ∈ I,

де G (x, s) – функцiя Грiна крайової задачi

y′′ (x) = 0, x ∈ I, y (a) = y (b) = 0.

Визначимо оператор T у просторi B2(J ∪ I) наступним чином

(Ty) (x) =

b∫
a∗

[
n∑
i=0

(
ai (s) y (s− τi (s)) + bi (s) y

′ (s− τi (s)) + (4.24)

+ci (s) y
′′ (s− τi (s))

)]
G (x, s) ds+ l (x) , x ∈ J ∪ I.

Звiдси

(Ty)′ (x) =

b∫
a∗

[
n∑
i=0

(
ai (s) y (s− τi (s)) + bi (s) y

′ (s− τi (s)) + (4.25)

+ci (s) y
′′ (s− τi (s))

)]
G
′

x (x, s) ds+
γ − ϕ (a)

b− a
, x ∈ J ∪ I.

(Ty)′′ (x) =
n∑
i=0

(
ai (x) y (x− τi (x)) + bi (x) y′ (x− τi (x)) + (4.26)

+ci (x) y′′ (x− τi (x))

)
, x ∈ J ∪ I.
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Нехай коефiцiєнти у рiвняннi (4.21) такi, що справджуються нерiвностi

|ai(x)| ≤ Ai, |bi(x)| ≤ Bi, |ci(x)| ≤ Ci, i = 0, n, |f(x)| ≤ F при x ∈ [a; b].

Позначимо P =
n∑
i=0

(
AiP1 +BiP2 +CiP3

)
+F , де P1, P2, P3 – додатнi сталi, що

входять в означення простору B2(J ∪ I).

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 4.4. Нехай виконуються умови:

1) max

{
max
x∈J
|ϕ (x)| , (b−a)

2

8 P + max
(
|ϕ (a)| , |γ|

)}
≤ P1,

2) max

{
max
x∈J
|ϕ′ (x)| , b−a

2 P +
∣∣∣γ−ϕ(a)

b−a

∣∣∣} ≤ P2,

3) max

{
max
x∈J
|ϕ′′ (x)| , P

}
≤ P3,

4) (b−a)
2

8

n∑
i=0

Ai + b−a
2

n∑
i=0

Bi +
n∑
i=0

Ci < 1.

Тодi iснує єдиний розв’язок задачi (4.21)–(4.22) у просторi B2(J ∪ I).

4.3.2 Обчислювальна схема. Збiжнiсть iтерацiйного процесу

Виберемо нерiвномiрну сiтку ∆ = {a = x0 < x1 < . . . < xm = b} на вiд-

рiзку [a; b], таку що E2 ⊂ ∆. Позначимо через S(x, y) iнтерполяцiйний кубi-

чний сплайн дефекту два на ∆ для функцiї y (x), який належить простору

B2(J ∪ I). Будемо шукати розв’язок крайової задачi (4.21)–(4.22) у виглядi

послiдовностi кубiчних сплайнiв дефекту 2 за наступною схемою:

A) Виберемо кубiчний сплайн S
(
y(0), x

)
= γ−ϕ(a)

b−a (x− a) +ϕ (a), який задо-

вольняє крайовi умови (4.22) при x = a та x = b.

B) Використовуючи вихiдне рiвняння (4.21) та сплайн S
(
y(k), x

)
, знаходимо
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для k = 0, 1, . . .:

M
+(k+1)
j =

n∑
i=0

(
ai(xj)S

(
y(k), xj − τi(xj) + 0

)
+ (4.27)

+bi(xj)S
′(y(k), xj − τi(xj) + 0

)
+

+ci(xj)S
′′(y(k), xj − τi(xj) + 0

))
+ f(xj), j = 0,m− 1,

M
−(k+1)
j =

n∑
i=0

(
ai(xj)S

(
y(k), xj − τi(xj)− 0

)
+ (4.28)

+bi(xj)S
′(y(k), xj − τi(xj)− 0

)
+

+ci(xj)S
′′(y(k), xj − τi(xj)− 0

))
+ f(xj), j = 1,m.

У спiввiдношеннях (4.27), (4.28) пiдставляємо S(p)
(
x, y(k)

)
= ϕ(p)(x), p =

0, 1, 2 при x < a.

C) Обчислюємо y(k+1)
j , j = 0,m, розв’язуючи систему рiвнянь (4.9).

D) Одержуємо кубiчний сплайн S
(
x, y(k+1)

)
у формi (4.10), використовуючи

знайденi значення y(k+1)
j , j = 0,m, M+(k+1)

j , j = 0,m− 1, M−(k+1)
j , j =

1,m. Цей сплайн виступає в якостi наступного наближення.

Введемо позначення:

λ1 =
n∑
i=0

max
x∈[a;b]

∣∣ai(x)
∣∣, λ2 =

n∑
i=0

max
x∈[a;b]

∣∣bi(x)
∣∣, λ3 =

n∑
i=0

max
x∈[a;b]

∣∣ci(x)
∣∣, (4.29)

u =
K5

8
(b− a)2 +

H2

8
, v =

K5

2
(b− a) +

2H

3
,

µ = 5

(
1 +

1

2
λ1H

2 + λ2H + λ3

)
.

Теорема 4.5. Нехай розв’язок крайової задачi (4.21)–(4.22) iснує та нале-

жить простору B2(J ∪ I). Тодi при виконаннi нерiвностi

θ = uλ1 + vλ2 + λ3 < 1 (4.30)

iснує таке H∗, що при всiх 0 < H < H∗ послiдовнiсть сплайнiв
{
S
(
y(k), x

)}
,
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k = 0, 1, . . . рiвномiрно збiгається на [a; b] i справджуються спiввiдношення∥∥∥ lim
k→∞

S(p)(y(k), x)− y(p) (x)
∥∥∥ ≤ Rpω (y′′ (x) , H) , p = 0, 1, 2, (4.31)

R0 = sup
H≤H∗

(
uµ

1− θ
+

5H2

2

)
, R1 = sup

H≤H∗

(
vµ

1− θ
+ 5H

)
,

R2 = sup
H≤H∗

(
µ

1− θ
+ 5

)
, ω (y′′ (x) , H) = max

1≤r≤l+1
ωr (y′′ (x) , H) .

Позначимо

lim
k→∞

S(p)
(
y(k), x

)
= S(p) (ỹ, x) , p = 0, 1, 2,

M̃+
j = S ′′ (ỹ, xj + 0) , j = 0,m− 1,

M̃−
j = S ′′ (ỹ, xj − 0) , j = 1,m,

ỹj = S (ỹ, xj) , j = 1,m.

При цьому

M̃+
j =

n∑
i=0

(
ai(xj)S

(
ỹ, xj − τi(xj) + 0

)
+ bi(xj)S

′(ỹ, xj − τi(xj) + 0
)
+

+ci(xj)S
′′(ỹ, xj − τi(xj) + 0

))
+ f(xj), j = 0,m− 1,

M̃−
j =

n∑
i=0

(
ai(xj)S

(
ỹ, xj − τi(xj)− 0

)
+ bi(xj)S

′(ỹ, xj − τi(xj)− 0
)
+

+ci(xj)S
′′(ỹ, xj − τi(xj)− 0

))
+ f(xj), j = 1,m.

Параметри M̃+
j , M̃

−
j сплайна S (ỹ, x) задовольняють систему (4.9) та

рiвняння (4.27)–(4.28).

Нехай S (y, x) – кубiчний сплайн дефекту 2, який iнтерполює розв’язок

y (x) крайової задачi (4.21)–(4.22). Тодi∥∥∥S(p) (ỹ, x)− y(p) (x)
∥∥∥ ≤ ∥∥∥S(p) (ỹ, x)− S(p) (y, x)

∥∥∥+
∥∥∥S(p) (y, x)− y(p) (x)

∥∥∥ ,
p = 0, 1, 2. (4.32)



80

Для другого доданка у правiй частинi (4.32) справджуються нерiвностi

[75]: ∥∥∥S(p) (y, x)− y(p) (x)
∥∥∥ ≤ KpH

2−pω (y′′ (x) , H) , (4.33)

p = 0, 1, 2, K0 =
5

2
, K1 = K2 = 5,

де ω (y′′ (x) , H) = max
1≤r≤k+1

ωr (y′′ (x) , H), ωr (y′′ (x) , H) – модуль неперервностi

функцiї y′′ (x) на Ir = [xr−1;xr].

Позначимо

max
x∈[a;b]

∣∣∣S(p)(ỹ, x)− S(p)(y, x)
∣∣∣ = αp, p = 0, 1, 2,

max
j

∣∣∣M̃j −Mj

∣∣∣ = max

{
max

j=0,m−1

∣∣∣M̃+
j −M

+
j

∣∣∣ , max
j=1,m

∣∣∣M̃−
j −M

−
j

∣∣∣} .
Нескладно одержати нерiвностi:∣∣∣M̃+

j −M
+
j

∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣M̃+
j −

n∑
i=0

(
ai(xj)S(y, xj + 0− τi(xj + 0))+

+bi(xj)S
′(y, xj + 0− τi(xj + 0)) + ci(xj)S

′′(y, xj + 0− τi(xj + 0))
)
−

−f(xj)

∣∣∣∣+ µω(y′′(x), H) =

∣∣∣∣∣
n∑
i=0

(
ai(xj)S(ỹ, xj + 0− τi(xj + 0))+

+bi(xj)S
′(ỹ, xj + 0− τi(xj + 0)) + ci(xj)S

′′(ỹ, xj + 0− τi(xj + 0))
)
−

−
n∑
i=0

(
ai(xj)S(y, xj + 0− τi(xj + 0))+

+bi(xj)S
′(y, xj + 0− τi(xj + 0))+

+ci(xj)S
′′(y, xj + 0− τi(xj + 0))

)∣∣∣∣∣+ µω(y′′(x), H) ≤

≤
n∑
i=0

∣∣∣ai(xj)∣∣∣α0 +
n∑
i=0

∣∣∣bi(xj)∣∣∣α1 +
n∑
i=0

∣∣∣ci(xj)∣∣∣α2 + µω(y′′(x), H) ≤

≤ λ1α0 + λ2α1 + λ3α2 + µω(y′′(x), H), j = 0,m− 1. (4.34)

Аналогiчно,∣∣∣M̃−
j −M

−
j

∣∣∣ ≤ λ1α0 + λ2α1 + λ3α2 + µω(y′′(x), H), j = 1,m. (4.35)
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Нескладно показати, що має мiсце оцiнка

|ỹj − yj| ≤
K5

8
(b− a)2 max

{
max

j=0,m−1
|M̃+

j −M
+
j |, max

j=1,m
|M̃−

j −M
−
j |
}
. (4.36)

Використовуючи формули для S (ỹ, x) , S (y, x) та нерiвностi (4.34)–(4.36),

отримуємо наступну систему нерiвностей:

α0 ≤ u
(
α0λ1 + α1λ2 + α2λ3 + µω (y′′(x), H)

)
,

α1 ≤ v
(
α0λ1 + α1λ2 + α2λ3 + µω (y′′(x), H)

)
, (4.37)

α2 ≤ α0λ1 + α1λ2 + α2λ3 + µω (y′′(x), H) .

Розв’язуючи систему (4.37), знаходимо оцiнки для перших доданкiв у правiй

частинi (4.32):

α0 ≤
uµω(y′′(x), H)

1− θ
,

α1 ≤
vµω(y′′(x), H)

1− θ
,

α2 ≤
µω(y′′(x), H)

1− θ
.

Тепер, враховуючи (4.33), нерiвностi (4.32) можна записати у виглядi (4.31).

Зауваження. При використаннi описаного алгоритму розв’язування крайо-

вих задач (4.21)–(4.22) за наближений розв’язок вибирається S(y(k), x) при

деякому k > 0. Оцiнимо похибку, яка буде при цьому допущена. Iз нерiвно-

стей (4.31) маємо:

‖S(p)(y(k+j), x)− S(p)(y(k), x)‖ ≤ θk−1 max(u, v, 1) d
1− θi

1− θ
, p = 0, 1, 2.

Нехай H < H∗. Тодi з попередньої нерiвностi одержуємо:

‖S(p)(ỹ, x)− S(p)(y(k), x)‖ ≤ θk−1

1− θ
max(u, v, 1) d.

Отже, для довiльного ε > 0 iснує кiлькiсть iтерацiй k0, така що при k > k0

‖S(p)(ỹ, x)− S(p)(y(k), x)‖ ≤ ε, p = 0, 1, 2.

Тодi при k > k0 i виконаннi умов теореми 4.5 одержуємо оцiнку похибки

‖S(p)(y(k), x)− y(p)(x)‖ ≤ ε+Kpω(y′′(x), H), p = 0, 1, 2. (4.38)
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4.4 Нелiнiйнi крайовi задачi з запiзненням та нейтрального

типу

4.4.1 Iснування розв’язку крайової задачi з запiзненням

Введемо позначення

[y(x)] =
(
y
(
x− τ0(x)

)
, . . . , y

(
x− τn(x)

))
, (4.39)

[y(x)]1 =
(
y′
(
x− τ0(x)

)
, . . . , y′

(
x− τn(x)

))
.

Розглянемо крайову задачу

y′′(x) = f
(
x, [y(x)], [y(x)]1

)
, x ∈ [a; b], (4.40)

y(p) (x) = ϕ(p) (x) , p = 0, 1, x ∈ [a∗; a] , y (b) = γ, (4.41)

де запiзнення τ0 (x) = 0, а τi (x) , i = 1, n – неперервнi невiд’ємнi функцiї, ви-

значенi на [a, b], ϕ (x) – задана неперервно-диференцiйовна функцiя на [a∗; a],

γ ∈ R,

a∗ = min
0<i≤n

{
inf

x∈[a;b]
(x− τi (x))

}
.

Введемо множини точок, що визначаються запiзненнями τ1 (x) , . . . , τn (x):

Ei =
{
xj ∈ [a, b] : xj − τi (xj) = a, j = 1, 2, . . .

}
,

E =
n⋃
i=1

Ei.

Припустимо, що запiзнення τi (x) , i = 1, n – такi функцiї, що множини

Ei, i = 1, n є скiнченними. Занумеруємо точки множини E в порядку зроста-

ння.

Введемо позначення:

P = sup

{∣∣∣f(x, [y(x)], [y(x)]1
)∣∣∣ :

∣∣∣y(x− τi(x)
)∣∣∣ ≤ P1,

∣∣∣y′(x− τi(x)
)∣∣∣ ≤ P2, i = 0, n, x ∈ [a; b]

}
,

J = [a∗; a] , I = [a, b] ,
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I1 = [a, x1] , I2 = [x1, x2] , . . . , Ik = [xk−1, xk] , Ik+1 = [xk, b] ,

B
(
J ∪ I

)
=

{
y (x) : y (x) ∈

(
C(J ∪ I) ∩

(
C1(J)∪C1(I)

)
∩

∩
(k+1⋃
j=1

C2 (Ij)

))
, |y (x)| ≤ P1, |y′(x)| ≤ P2

}
,

де P1, P2 – додатнi сталi.

Розв’язком крайової задачi (4.40)–(4.41) вважатимемо функцiю y = y (x),

якщо вона задовольняє рiвняння (4.40) на [a; b] (за можливим винятком точок

множини E) i крайовi умови (4.41). Будемо шукати розв’язок задачi (4.40)–

(4.41), який належить простору B(J ∪ I).

Iз означення простору B(J ∪ I) випливає, що розв’язок задачi (4.40)–

(4.41) буде неперевно-диференцiйовним для будь-якого x ∈ [a, b], де y′ (a) –

права похiдна.

Введемо норму в просторi B(J ∪ I):

‖y‖B = max

{
8

(b− a)2 max
x∈J ∪ I

|y (x)| , 2

b− a
max

(
max
x∈J
|y′ (x)| ,max

x∈I
|y′ (x)|

)}
.

Простiр B(J ∪ I) iз цiєю нормою є банаховим простором.

Крайова задача (4.40)–(4.41) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню [72,73]

y (x) =

b∫
a∗

[
f
(
s, [y(s)], [y(s)]1

)]
G (x, s) ds+ l (x) , x ∈ J ∪ I, (4.42)

G (x, s) =

{
G (x, s) , x, s ∈ I,

0, в iншому випадку,

l (x) =

{
ϕ (x) , x ∈ J,

γ−ϕ(a)
b−a (x− a) + ϕ (a) , x ∈ I,

де G (x, s) – функцiя Грiна крайової задачi

y′′ (x) = 0, x ∈ I, y (a) = y (b) = 0.



84

Визначимо оператор T у просторi B(J ∪ I) наступним чином

(Ty) (x) =

b∫
a∗

[
f
(
s, [y(s)], [y(s)]1

)]
G (x, s) ds+ l (x) , x ∈ J ∪ I.

Звiдси

(Ty)′ (x) =

b∫
a∗

[
f
(
s, [y(s)], [y(s)]1

)]
G
′

x (x, s) ds+
γ − ϕ (a)

b− a
, (4.43)

x ∈ J ∪ I.

Нехай функцiя f
(
x, [y(x)], [y(x)]1

)
– неперервна уG = [a, b]×Gn+1

1 ×Gn+1
2 ,

де G1 =
{
u ∈ R : |u| < P1

}
, G2 =

{
v ∈ R : |v| ≤ P2

}
, P1, P2 – додатнi

сталi, що входять в означення простору B(J ∪ I).

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 4.6. Нехай виконуються умови:

1) max

{
max
x∈J
|ϕ (x)| , (b−a)

2

8 P + max
{
|ϕ (a)| , |γ|

}}
≤ P1,

2) max

{
max
x∈J
|ϕ′ (x)| , b−a

2 P +
∣∣∣γ−ϕ(a)

b−a

∣∣∣} ≤ P2,

3) функцiя f
(
x, [y(x)], [y(x)]1

)
задовольняє умову Лiпшиця за змiнними

[y(x)], [y(x)]1 зi сталими Li, i = 0, 2n+ 1 у G,

4) (b−a)
2

8

n∑
i=0

Li + b−a
2

2n+1∑
i=n+1

Li < 1.

Тодi iснує єдиний розв’язок задачi (4.40)–(4.41) у просторi B (J ∪ I).

4.5 Iснування розв’язку крайової задачi нейтрального типу

Введемо позначення

[y(x)] =
(
y
(
x− τ0(x)

)
, . . . , y

(
x− τn(x)

))
,

[y(x)]1 =
(
y′
(
x− τ0(x)

)
, . . . , y′

(
x− τn(x)

))
, (4.44)

[y(x)]2 =
(
y′′
(
x− τ0(x)

)
, . . . , y′′

(
x− τn(x)

))
.
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Розглянемо крайову задачу

y′′(x) = f
(
x, [y(x)], [y(x)]1, [y(x)]2

)
, (4.45)

y(j) (x) = ϕ(j) (x) , j = 0, 1, 2, x ∈ [a∗; a] , y (b) = γ, (4.46)

де запiзнення τ0 (x) = 0, а τi (x) , i = 1, n – неперервнi невiд’ємнi функцiї, ви-

значенi на [a, b], ϕ (x) – задана неперервно-диференцiйовна функцiя на [a∗; a],

γ ∈ R,

a∗ = min
0<i≤n

{
inf

x∈[a;b]
(x− τi (x))

}
.

Введемо множини точок, що визначаються запiзненнями τ1 (x) , . . . , τn (x):

Ei1 =
{
xj ∈ [a, b] : xj − τi (xj) = a, j = 1, 2, . . .

}
,

Ei2 =
{
xj ∈ [a, b] : x0 = a, xj+1 − τi (xj+1) = xj, j = 0, 1, 2, . . .

}
,

E2 =
n⋃
i=1

(
Ei1 ∪ Ei2

)
.

Припустимо, що запiзнення τi (x) , i = 1, n – такi функцiї, що множини

Ei1, Ei2, i = 1, n є скiнченними. Занумеруємо точки множини E2 в порядку

зростання.

Введемо позначення:

P = sup

{∣∣∣f(x, [y(x)], [y(x)]1, [y(x)]2
)∣∣∣ :

∣∣∣y(x− τi(x)
)∣∣∣ ≤ P1,∣∣∣y′(x− τi(x)

)∣∣∣ ≤ P2,
∣∣∣y′′(x− τi(x)

)∣∣∣ ≤ P3, i = 0, n, x ∈ [a; b]

}
,

J = [a∗; a] , I = [a, b] ,

I1 = [a, x1] , I2 = [x1, x2] , . . . , Ik = [xk−1, xk] , Ik+1 = [xk, b] ,

B2

(
J ∪ I

)
=

{
y (x) : y (x) ∈

(
C(J ∪ I) ∩

(
C1(J)∪C1(I)

)
∩

∩
(k+1⋃
j=1

C2 (Ij)

))
, |y(x)| ≤ P1, |y′(x)| ≤ P2, |y′′(x)| ≤ P3

}
,

де P1, P2, P3 – додатнi сталi.
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Розв’язком крайової задачi (4.45)–(4.46) вважатимемо функцiю y = y (x),

якщо вона задовольняє рiвняння (4.45) на [a; b] (за можливим винятком то-

чок множини E2) i крайовi умови (4.46). Будемо шукати розв’язок задачi

(4.45)–(4.46), який належить простору B2(J ∪ I).

Iз означення простору B2(J ∪ I) випливає, що розв’язок задачi (4.45)–

(4.46) буде неперевно-диференцiйовним для будь-якого x ∈ [a, b], де y′ (a) –

права похiдна, а в точках множини E2 iснують скiнченнi одностороннi другi

похiднi розв’язку, якi можуть не спiвпадати.

Введемо норму в просторi B2(J ∪ I):

‖y‖B2
= max

{
8

(b− a)2
max
x∈J∪I

|y(x)|, 2

b− a
max

(
max
x∈J
|y′(x)|, max

x∈I
|y′(x)|

)
,

max
(

max
x∈J
|y′′(x)|, max

x∈I1
|y′′(x)|, . . . , max

x∈Ik+1

|y′′(x)|
)}

.

Простiр B2(J ∪ I) iз цiєю нормою є банаховим простором.

Крайова задача (4.45)–(4.46) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню [72,73]

y (x) =

b∫
a∗

[
f
(
s, [y(s)], [y(s)]1, [y(s)]2

)]
G (x, s) ds+ l (x) , x ∈ J ∪ I, (4.47)

G (x, s) =

{
G (x, s) , x, s ∈ I,

0, в iншому випадку,

l (x) =

{
ϕ (x) , x ∈ J,

γ−ϕ(a)
b−a (x− a) + ϕ (a) , x ∈ I,

де G (x, s) – функцiя Грiна крайової задачi

y′′ (x) = 0, x ∈ I, y (a) = y (b) = 0.

Визначимо оператор T у просторi B2(J ∪ I) наступним чином

(Ty) (x) =

b∫
a∗

[
f
(
s, [y(s)], [y(s)]1, [y(s)]2

)]
G (x, s) ds+ l (x) , x ∈ J ∪ I.
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Звiдси

(Ty)′ (x) =

b∫
a∗

[
f
(
s, [y(s)], [y(s)]1, [y(s)]2

)]
G
′

x (x, s) ds+
γ − ϕ (a)

b− a
, (4.48)

x ∈ J ∪ I.

(Ty)′′ (x) = f
(
x, [y(x)], [y(x)]1, [y(x)]2

)
, x ∈ J ∪ I. (4.49)

Нехай функцiя f
(
x, [y(x)], [y(x)]1, [y(x)]2

)
– неперервна у G = [a, b] ×

Gn+1
1 ×Gn+1

2 ×Gn+1
3 , де G1 =

{
u ∈ R : |u| < P1

}
, G2 =

{
v ∈ R : |v| ≤ P2

}
,

G3 =
{
w ∈ R : |w| ≤ P3

}
, P1, P2, P3 – додатнi сталi, що входять в означення

простору B2(J ∪ I).

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 4.7. Нехай виконуються умови:

1) max

{
max
x∈J
|ϕ (x)| , (b−a)

2

8 P + max
{
|ϕ (a)| , |γ|

}}
≤ P1,

2) max

{
max
x∈J
|ϕ′ (x)| , b−a

2 P +
∣∣∣γ−ϕ(a)

b−a

∣∣∣} ≤ P2,

3) max

{
max
x∈J
|ϕ′′ (x)| , P

}
≤ P3,

4) функцiя f
(
x, [y(x)], [y(x)]1, [y(x)]2

)
задовольняє умову Лiпшиця за змiн-

ними [y(x)], [y(x)]1, [y(x)]2 зi сталими Li, i = 0, 3n+ 2 у G,

5) (b−a)
2

8

n∑
i=0

Li + b−a
2

2n+1∑
i=n+1

Li +
3n+2∑
i=2n+2

Li < 1.

Тодi iснує єдиний розв’язок задачi (4.45)–(4.46) у просторi B2(J ∪ I).

4.5.1 Обчислювальна схема для крайової задачi iз запiзненням.

Збiжнiсть iтерацiйного процесу

Виберемо нерiвномiрну сiтку ∆ = {a = x0 < x1 < . . . < xm = b} на вiд-

рiзку [a; b], таку що E ⊂ ∆. Позначимо через S(x, y) iнтерполяцiйний кубi-

чний сплайн дефекту два на ∆ для функцiї y (x), який належить простору

B(J ∪ I). Будемо шукати розв’язок крайової задачi (4.40)–(4.41) у виглядi

послiдовностi кубiчних сплайнiв дефекту 2 за наступною схемою:



88

A) Виберемо кубiчний сплайн S
(
x, y(0)

)
= γ−ϕ(a)

b−a (x− a) +ϕ (a), який задо-

вольняє крайовi умови (4.41) при x = a та x = b.

B) Використовуючи вихiдне рiвняння (4.40) та сплайн S
(
x, y(k)

)
, знаходимо

для k = 0, 1, . . .:

M
+(k+1)
j = f(xj, [S(xj + 0, y(k))], [S(xj + 0, y(k))]1), (4.50)

j = 0,m− 1,

M
−(k+1)
j = f(xj, [S(xj − 0, y(k))], [S(xj − 0, y(k))]1), (4.51)

j = 1,m.

У спiввiдношеннях (4.50), (4.51) пiдставляємо S(p)
(
x, y(k)

)
= ϕ(p)(x),

p = 0, 1 при x < a.

C) Обчислюємо y(k+1)
j , j = 0,m, розв’язуючи систему рiвнянь (4.9).

D) Одержуємо кубiчний сплайн S
(
x, y(k+1)

)
у формi (4.10), використовуючи

знайденi значення y(k+1)
j , j = 0,m, M+(k+1)

j , j = 0,m− 1, M−(k+1)
j , j =

1,m. Цей сплайн виступає в якостi наступного наближення.

Введемо позначення:

λ1 =
n∑
i=0

Li, λ2 =
2n+1∑
i=n+1

Li, (4.52)

u =
K5

8
(b− a)2 +

H2

8
, v =

K5

2
(b− a) +

2H

3
,

µ = 5

(
1 +

1

2
λ1H

2 + λ2H + λ3

)
.

Теорема 4.8. Нехай розв’язок крайової задачi (4.40)–(4.41) iснує та нале-

жить простору B(J ∪ I). Тодi при виконаннi нерiвностi

θ = uλ1 + vλ2 < 1 (4.53)

iснує таке H∗, що при всiх 0 < H < H∗ послiдовнiсть сплайнiв
{
S
(
x, y(k)

)}
,
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k = 0, 1, . . . рiвномiрно збiгається на [a; b] i справджуються спiввiдношення∥∥∥ lim
k→∞

S(p)(x, y(k))− y(p) (x)
∥∥∥ ≤ Rpω (y′′ (x) , H) , p = 0, 1, (4.54)

R0 = sup
H≤H∗

(
uµ

1− θ
+

5H2

2

)
, R1 = sup

H≤H∗

(
vµ

1− θ
+ 5H

)
,

ω (y′′ (x) , H) = max
1≤r≤l+1

ωr (y′′ (x) , H) ,

де ωr(f,H) – це модуль неперервностi функцiї f на вiдрiзку δr.

4.5.2 Обчислювальна схема для крайової задачi нейтрального

типу. Збiжнiсть iтерацiйного процесу

Виберемо нерiвномiрну сiтку ∆ = {a = x0 < x1 < . . . < xm = b} на вiд-

рiзку [a; b], таку що E2 ⊂ ∆. Позначимо через S(x, y) iнтерполяцiйний кубi-

чний сплайн дефекту два на ∆ для функцiї y (x), який належить простору

B2(J ∪ I). Будемо шукати розв’язок крайової задачi (4.45)–(4.46) у виглядi

послiдовностi кубiчних сплайнiв дефекту 2 за наступною схемою:

A) Виберемо кубiчний сплайн S
(
x, y(0)

)
= γ−ϕ(a)

b−a (x− a) +ϕ (a), який задо-

вольняє крайовi умови (4.46) при x = a та x = b.

B) Використовуючи вихiдне рiвняння (4.45) та сплайн S
(
x, y(k)

)
, знаходимо

для k = 0, 1, . . .:

M
+(k+1)
j = f(xj, [S(xj + 0, y(k))], [S(xj + 0, y(k))]1, [S(xj + 0, y(k))]2),

j = 0,m− 1, (4.55)

M
−(k+1)
j = f(xj, [S(xj − 0, y(k))], [S(xj − 0, y(k))]1, [S(xj − 0, y(k))]2),

j = 1,m. (4.56)

У спiввiдношеннях (4.55), (4.56) пiдставляємо S(p)
(
x, y(k)

)
= ϕ(p)(x),

p = 0, 1, 2 при x < a.

C) Обчислюємо y(k+1)
j , j = 0,m, розв’язуючи систему рiвнянь (4.9).

D) Одержуємо кубiчний сплайн S
(
x, y(k+1)

)
у формi (4.10), використовуючи

знайденi значення y(k+1)
j , j = 0,m, M+(k+1)

j , j = 0,m− 1, M−(k+1)
j , j =

1,m. Цей сплайн виступає в якостi наступного наближення.
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Введемо позначення:

λ1 =
n∑
i=0

Li, λ2 =
2n+1∑
i=n+1

Li, λ3 =
3n+2∑
i=2n+2

Li, (4.57)

u =
K5

8
(b− a)2 +

H2

8
, v =

K5

2
(b− a) +

2H

3
,

µ = 5

(
1 +

1

2
λ1H

2 + λ2H + λ3

)
.

Теорема 4.9. Нехай розв’язок крайової задачi (4.45)–(4.46) iснує та нале-

жить простору B2(J ∪ I). Тодi при виконаннi нерiвностi

θ = uλ1 + vλ2 + λ3 < 1 (4.58)

iснує таке H∗, що при всiх 0 < H < H∗ послiдовнiсть сплайнiв
{
S
(
x, y(k)

)}
,

k = 0, 1, . . . рiвномiрно збiгається на [a; b] i справджуються спiввiдношення∥∥∥ lim
k→∞

S(p)(x, y(k))− y(p) (x)
∥∥∥ ≤ Rpω (y′′ (x) , H) , p = 0, 1, 2, (4.59)

R0 = sup
H≤H∗

(
uµ

1− θ
+

5H2

2

)
, R1 = sup

H≤H∗

(
vµ

1− θ
+ 5H

)
,

R2 = sup
H≤H∗

(
µ

1− θ
+ 5

)
,

ω (y′′ (x) , H) = max
1≤r≤l+1

ωr (y′′ (x) , H) ,

де ωr(f,H) – це модуль неперервностi функцiї f на вiдрiзку δr.
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5 СХЕМИ АПРОКСИМАЦIЇ ЛIНIЙНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IЗ

ЗАПIЗНЕННЯМ ТА НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПУ I ЇХ

ЗАСТОСУВАННЯ

5.1 Апроксимацiя лiнiйних диференцiально-рiзницевих

рiвнянь та її застосування

5.1.1 Вступ

Вперше задача про апроксимацiю лiнiйних стацiонарних рiвнянь iз за-

пiзненням розглянута М.Є. Салуквадзе [76] та Ю.М. Рєпiним i В.Є. Тре-

тьяковим [77], але без дослiдження збiжностi наближень. У працi [78] М.М.

Красовський розглянув лiнiйну систему iз запiзненням

dx

dt
= Ax(t) +Bx(t− τ), (5.1)

де x ∈ Rn, A,B – сталi n×m матрицi. Встановлено, що розв’язок початкової

задачi для системи iз запiзненням (5.1) можна апроксимувати розв’язками

задачi Кошi для спецiальної системи звичайних диференцiальних рiвнянь на

скiнченному iнтервалi t ∈ [0, τ ], T > 0.

Дослiдження схем апроксимацiї лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiв-

нянь з багатьма запiзненнями

dx

dt
= Ax(t) +

k∑
i=1

Bix(t− τi),

де A,Bi, i = 1, k – n×n сталi матрицi, x ∈ Rn, 0 < τ1 < ... < τk розглядались

в роботi [80] О.В. Матвiя та I.М. Черевка.

Дослiдження зв’язкiв мiж розв’язками лiнiйних диференцiально-рiзницевих

рiвнянь та розв’язками вiдповiдних апроксимуючих систем лiнiйних звичай-

них диференцiальних рiвнянь дозволило побудувати алгоритми наближеного

знаходження неасимптотичних коренiв квазiполiомiв. За допомогою цих ал-

горитмiв запропонована методика дослiдження стiйкостi роз’язкiв лiнiйних

стацiонарних систем iз сталим запiзненням [80,81], а також розроблено кон-
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структивнi алгоритми побудови областей стiйкостi лiнiйних систем iз бага-

тьма запiзненнями [82,83].

5.1.2 Схема апроксимацiї

Розглянемо початкову задачу для лiнiйної системи диференцiально-

рiзницевих рiвнянь
dx

dt
= Ax(t) +

k∑
i=1

Bix(t− τi), (5.2)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0], (5.3)

де A,Bi, i = 1, k – сталi n × n матрицi, x ∈ Rn, 0 < τ1 < τ2 < ... < τk = τ ,

ϕ ∈ C[−τ, 0].

Поставимо у вiдповiднiсть системi (5.2) за схемою Красовського-Рєпiна

[78,84] систему звичайних диференцiальних рiвнянь

dz0(t)

dt
= Az0(t) +

k∑
i=1

Bizli(t), li = [
τim

τ
]

dzi(t)

dt
= µ(zi−1(t)− zi(t)), i = 1,m,

(5.4)

µ = m
τ , m ∈ N з початковими умовами

zj(0) = ϕ(−τj
m

), j = 0,m. (5.5)

Будемо говорити, що система звичайних диференцiальних рiвнянь (5.4)

апроксимує систему рiвнянь iз запiзненням (5.2) на скiнченному iнтервалi

[0, T ], якщо справджуються спiввiдношення∥∥∥∥x(t− tj

m
)− zj(t)

∥∥∥∥→ 0, j = 0,m, t ∈ [0, T ] при m→∞.

Теорема 5.1. Розв’язок задачi Кошi (5.4)-(5.5) апроксимує розв’язок поча-

ткової задачi (5.2)-(5.3) при t ∈ [0, T ] i m→∞.

5.1.3 Про стiйкiсть лiнiйних систем iз запiзненням

Дослiдження стiйкостi систем iз запiзненням (5.2) на даний час є однiєю

iз найбiльш важливих для практики задач.
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Теорема 5.2. [86] Для того, щоб нульовий розв’язок системи (5.2) був екс-

поненцiально стiйким необхiдно i досить, щоб всi коренi його характери-

стичного рiвняння

D(λ) = det(λE − A−
k∑
i=1

Bie
−λτi) = 0 (5.6)

лежали у пiвплощинi

Reλ < 0. (5.7)

Безпосереднє обчислення нулiв квазiполiнома (5.6) або аналiз їх лока-

лiзацiї є достатньо складною задачею, особливо для систем високого поряд-

ку. Можливiсть дослiдження експоненцiальної стiйкостi (нестiйкостi) системи

(5.2) за допомогою аналiзу апроксимуючої системи звичайних диференцiаль-

них рiвнянь забезпечує наступне твердження.

Теорема 5.3. [79] Якщо нульовий розв’язок рiвняння (5.2) експоненцiально

стiйкий (нестiйкий), тодi iснує m0 > 0, таке, що при m ≥ m0 нульо-

вий розв’язок системи (5.4) експоненцiально стiйкий (нестiйкий). Якщо

для всiх m ≥ m0 нульовий розв’язок системи (5.4) експоненцiально стiй-

кий (нестiйкий), то й нульовий розв’язок рiвняння (5.2) експоненцiально

стiйкий (нестiйкий).

Застосовуючи теорему 5.3 можна одержати ефективний алгоритм дослi-

дження системи (5.2) на експоненцiальну стiйкiсть. Характеристичний мно-

гочлен апроксимуючої системи (5.4) має вигляд

Ψm(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λE − A 0 ... −B1 ... −Bk

−µE (µ+ λ)E ... 0 ... 0

0 −µE ... 0 ... 0

... ... ... ... ... ...

0 0 ... (µ+ λ)E ... 0

... ... ... ... ... ...

0 0 ... 0 ... (µ+ λ)E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (5.8)
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Елементи визначника (5.8) матрицi розмiрностi n× n. Використовуючи

те, що в першому рядку визначника ненульовi блоки знаходяться на позицiях

lj, j = 0, k нескладно одержати для (5.8) таке спiввiдношення

Ψm(λ) = det(λE − A−
k∑
i=1

Bi(
µ

µ+ λ
)li)(µ+ λ)mn = 0. (5.9)

Дослiдимо зв’язок мiж квазiполiномом (5.6) i характеристичним многочленом

(5.8).

Лема 5.1. Для фiксованих λ ∈ Z послiдовнiсть функцiй

Hm(λ) =
Ψm(λ)

(µ+ λ)mn
, m ∈ N (5.10)

збiгається при m→∞ до квазiполiнома (5.6).

Зауваження 5.1. Оскiльки нулi функцiй Ψm(λ) i Hm(λ), згiдно з рiвнiстю

(5.9), збiгаються, то коренi характеристичного рiвняння (5.8) можна брати за

наближенi значення коренiв квазiполiнома D(λ). Обчислюючи коренi хара-

ктеристичного многочлена (5.8) за допомогою стандартних процедур у спе-

цiалiзованих пакетах Mathematica, Maple, Mathlab, MathCad при рiзних зна-

ченнях запiзнення τ , для яких зберiгається стiйкiсть апроксимуючої системи

(5.3) встановлюємо, згiдно теореми 5.3, стiйкiсть системи iз запiзненням (5.1),

а також можемо знайти верхню межу величини запiзнення τ , для якої систе-

ма (5.3), а значить i система iз запiзненням (5.1) є експоненцiально стiйкою.

5.1.4 Коефiцiєнтнi областi стiйкостi

Розглянемо застосування методу Д-розбиття [87] для побудови та ана-

лiзу коефiцiєнтних областей стiйкостi на прикладi найпростiшого диференцi-

ального рiвняння iз запiзненням

x′(t) + ax(t) + bx(t− τ) = 0, a, b ∈ R, τ > 0, (5.11)

квазiполiном якого має вигляд

Φ(λ) = λ+ a+ be−λτ = 0. (5.12)
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Розiб’ємо простiр коефiцiєнтiв рiвняння (5.11) лiнiями, яким вiдповiда-

ють квазiполiноми, що мають хоча б один корiнь на уявнiй осi. Таке розбиття

називається Д-розбиттям. Кожнiй областi такого Д-розбиття вiдповiдають

квазiполiноми з однаковою кiлькiстю нулiв з додатною дiйсною частиною.

Знайшовши область, якiй вiдповiдають квазiполiноми, що не мають нулiв з

додатною дiйсною частиною, одержимо коефiцiєнтну область асимптотичної

стiйкостi розв’язкiв рiвняння (5.11).

При λ = 0 маємо одну iз лiнiй Д-розбиття

a+ b = 0. (5.13)

Якщо квазiполiном (5.12) має чисто уявний корiнь λ = iω, i =
√
−1, ω ∈

R, тодi iω + a + be−iωτ = 0. Видiляючи дiйсну та уявну частину одержимо

рiвняння iншої границi Д-розбиття в параметричнiй формi:

a = −ωcosωτ
sinωτ

, b =
ω

sinωτ
, 0 < ω <

π

τ
. (5.14)

Лiнiї (5.13), (5.14) в областi коефiцiєнтiв (a, b) утворюють Д-розбиття, яке

зображене на

Рисунок 5.1

При a > 0 i b = 0 квазiполiном (5.12) не має коренiв з додатнiми дiйсними

частинами, отже область I є областю асимптотичної стiйкостi рiвняння (5.11).
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Аналiзуючи рисунок 5.1 маємо, що область II, де a + b < 0 є областю

нестiйкостi при довiльному запiзненнi τ . Якщо a + b > 0 та a > |b| маємо
область асимптотичної стiйкостi при будь-якому запiзненнi τ > 0.

При a + b > 0 та b > |a| можемо попадати як в область асимптотичної

нестiйкостi III так i в область асимптотичної стiйкостi I в залежностi вiд

значення запiзнення τ .

Якщо a та b фiксованi коефiцiєнти рiвняння (5.11) то iз спiввiдношень

(5.14) знаходимо параметри ω i τ , при яких границя Д-розбиття (5.14) про-

ходить через точку (a, b):

ω = bsin(cos−1(−a
b

)),

τ =
cos−1(−a

b )

bsin(cos−1(−a
b ))
.

(5.15)

Спiввiдношення (5.15) – це точне значення верхньої межi запiзнення τ

для рiвняння (5.11) при якому ще зберiгається асимптотична стiйкiсть [88].

Як приклад розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння iз запiзненням

x′(t) + 3x(t) + 3, 1x(t− τ) = 0. (5.16)

Верхня межа запiзнення для якої нульовий розв’язок рiвняння (5.16) є

асимптотично стiйкий, згiдно оцiнок одержаних в [89], задається спiввiдно-

шенням τ ≤ 0, 3226. Обчислюючи значення верхньої межi запiзнення τ за

формулою (5.15) дiстаємо, що стiйкiсть зберiгається при τ < 36963.

5.2 Апроксимацiя лiнiйних диференцiально-функцiональних

рiвнянь нейтрального типу

5.2.1 Постановка задачi. Схема апроксимацiї

Розглянемо початкову задачу для лiнiйних диференцiально-функцiональних

рiвнянь нейтрального типу

d

dt
[x(t)−G(t, xt)] = P (t, xt), t ∈ [0, T ], (5.17)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0]. (5.18)
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деG(t, xt), P (t, xt) – лiнiйнi обмеженi функцiонали, що не мiстять сингулярної

складової вигляду

G(t, xt) =

p∑
i=1

Gi(t)x(t− τi) +

0∫
−τ

H(t, θ)x(t+ θ)dθ,

P (t, xt) =

p∑
i=0

Pi(t)x(t− τi) +

0∫
−τ

Q(t, θ)x(t+ θ)dθ,

Gi(t), Pi(t), i = 0, p – n × n-матричнi функцiї, компоненти яких неперервнi

функцiї при t ∈ [0, T ]; H(t, θ), Q(t, θ) – матричнi функцiї, компоненти яких

неперервнi за сукупнiстю змiнних функцiї на [0, T ] × [−τ, 0], 0 < τ0 < τ1 <

. . . < τl = τ .

Означення 5.1. [90]. Для будь-яких ϕ ∈ C, σ ∈ [r,∞), A ≥ 0, функцiя

x(t, ϕ) визначена на [σ−r, σ+A] називається розв’язком рiвняння (5.17) на

[σ, σ+A] з початковим значенням ϕ в точцi t = σ, якщо x – неперервна на

[σ−r, σ+A]; xσ = ϕ; x(t)−G(t, xt) – неперервно диференцiйовна на [σ, σ+A]

i задовiльняє рiвнiсть (5.17) на [σ, σ + A].

Позначимо KG = max
k=1,p

max
t
||Gk(t)||, KP = max

k=0,p
max
t
||Pk(t)||,

KH = max
t,θ
||H(t, θ)||, KQ = max

t,θ
||Q(t, θ)||, ωQ( τm) = nmax

i,j
ω(qij,

τ
m), ωH( τm) =

nmax
i,j

ω(hij,
τ
m), де ω(qij,

τ
m), ω(hij,

τ
m) – модуль неперервностi функцiй qij(t, θ),

hij(t, θ), i, j = 1, n, t ∈ [0, T ], θ ∈ [−τ, 0].

Припустимо, що для системи (5.17) справджується нерiвнiсть

pKG + τKH < 1 (5.19)

Нехай m, p ∈ N . Поставимо у вiдповiднiсть рiвнянню (5.17) систему зви-

чайних диференцiальних рiвнянь де використано замiну iнтегралiв за фор-
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мулою лiвих прямокутникiв з кроком h = τ
m .

d
dt [z0(t)−

p∑
i=1

Gi(t)zli(t)− τ
m

m−1∑
i=0

H(t,−τ(m−i)
m )zm−i(t)] =

p∑
i=0

Pi(t)zli(t)+

+ τ
m

m−1∑
i=0

Q(t,−τ(m−i)
m )zm−i(t),

dzj(t)
dt = m

τ (zj−1(t)− zj(t)), j = 1,m, t ∈ [0, T ], li = [mτiτ ].

(5.20)

zj(0) = ϕ(−τj
m

), j = 0,m. (5.21)

Будемо говорити, що система звичайних диференцiальних рiвнянь (5.20)–

(5.21) апроксимує початкову задачу для системи лiнiйних диференцiально-

функцiональних рiвнянь нейтрального типу (5.17)–(5.18), якщо справджую-

ться спiввiдношення

||x(t− τj

m
)− zj(t)|| → 0, j = 0,m, t ∈ [0, T ] при m→∞.

5.2.2 Обгрунтування схеми апроксимацiї

Дослiдимо питання про близькiсть розв’язкiв початкової задачi (5.17)-

(5.18) та розв’язкiв задачi Кошi (5.20)-(5.21).

Розглянемо зображення zj(t) = z
(1)
j (t) + z

(2)
j (t), де z(1)

j (t) та z
(2)
j (t) –

розв’язки таких задач Кошi

τ
mz
′(1)
1 (t) + z

(1)
1 (t) = x(t), t ∈ [0, T ],

τ
mz
′(1)
j (t) + z

(1)
j (t) = z

(1)
j−1(t), j = 2,m,

z
(1)
j (0) = x(−jτ

m ), j = 1,m;

(5.22)

τ
mz
′(2)
1 (t) + z

(2)
1 (t) = z0(t)− x(t), t ∈ [0, T ],

τ
mz
′(2)
j (t) + z

(2)
j (t) = z

(2)
j−1(t), j = 2,m,

z
(2)
j (0) = 0, j = 1,m.

(5.23)

Оцiнимо рiзницi zj(t)−x(t− jτ
m ), j = 1,m враховуючи структуру систем

(5.22)-(5.23) та нерiвнiсть ||zj(t)−x(t− jτ
m )|| ≤ ||z(1)

j (t)−x(t− jτ
m )||+ ||z(2)

j (t)||.
Враховуючи позначення zj(t) = (zj1(t), ..., zjn(t)), x(t) = (x1(t), ..., xn(t)),

представимо zji(t), j = 1,m, i = 1, n у виглядi суми z(1)
ji (t) + z

(2)
ji (t), де z(1)

ji (t)
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i z(2)
ji (t) є розв’язками таких задач Кошi

τ
m

dz
(1)
j1 (t)

dt + z
(1)
j1 (t) = xi(t), i = 1, n,

τ
m

dz
(1)
ji (t)

dt + z
(1)
ji (t) = z

(1)
j−1,i(t), j = 2,m,

(5.24)

z
(1)
ji (0) = xi(−

jτ

m
), j = 1,m, i = 1, n; (5.25)

τ
m

dz
(2)
j1 (t)

dt + z
(2)
j1 (t) = z0i(t)− xi(t),

τ
m

dz
(2)
ji (t)

dt + z
(2)
ji (t) = z

(2)
j−1,i(t), j = 2,m, i = 1, n,

(5.26)

z
(2)
ji (0) = 0, j = 1,m, i = 1, n. (5.27)

Нехай

Nj(t) = max
0≤s≤t

n∑
i=1

|xi(s− τj
m )− zji(s)|, j = 0,m, t ∈ [0, T ]. (5.28)

Враховуючи вигляд систем (5.24) та (5.26) для рiзницi
n∑
i=1

|xi(t − τj
m ) −

zji(t)| маємо нерiвнiсть
n∑
i=1

|xi(t− jτ
m )− zji(t)| ≤

n∑
i=1

|z(2)
ji (t)|+

n∑
i=1

|xi(t− jτ
m )− z(1)

ji (t)|. (5.29)

Методом математичної iндукцiї не важко показати, що для першого до-

данку в правiй частинi (5.29) справедлива оцiнка
n∑
i=1

|z(2)
ji (s)| ≤ N0(t), j = 1,m, t ∈ [0, T ]. (5.30)

Враховуючи властивостi розв’язкiв початкової задачi диференцiально-

функцiонального рiвняння (5.17) [45, 91] маємо, що функцiї xi(t) ∈ C[−τ, T ],

i = 1, n, тому, застосовуючи теорему ?? [92], для рiзницi |xi(t− jτ
m )− z(1)

ji (t)|
дiстаємо оцiнку

n∑
i=1

|xi(t−
jτ

m
)− z(1)

ji (t)| ≤ γ(
τ√
m

), lim
δ→0

γ(δ) = 0. (5.31)

Нерiвнiсть (5.31) справедлива для всiх t ∈ [0, T ], тому враховуючи по-

значення (5.28), маємо

Nj(t) ≤ γ(
τ√
m

) +N0(t), j = 1,m. (5.32)

Сформулюємо одержаний результат у виглядi такого твердження.
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Лема 5.2. Нехай вхiдна функцiя x(t) в системi (5.22) є неперервною при

t ∈ [0, T ], тодi для розв’язкiв задач Кошi (5.22)-(5.23) справджується спiв-

вiдношення (5.31), де Nj(t) визначається рiвнiстю (5.28).

Для оцiнки рiзницi ||x(t)− z0(t)||, представимо рiвняння (5.17) та (5.20)

в еквiвалентнiй iнтегральнiй формi

[x(t)−
p∑
i=1

Gi(t)x(t− τi)−
0∫
−τ
H(t, θ)x(t+ θ)dθ]−

−[x(0)−
p∑
i=1

Gi(0)x(−τi)−
0∫
−τ
H(0, θ)x(θ)dθ] =

=
t∫

0

p∑
i=0

Pi(t)x(t− τi)dt+
t∫

0

m−1∑
i=0

−τ+(i+1) τm∫
−τ+i τm

Q(t, θ)x(t+ θ)dθdt;

(5.33)

[z0(t)−
p∑
i=1

Gi(t)zli(t)− τ
m

m−1∑
i=0

H(t,−τ(m−i)
m )zm−i(t)]−

−[z0(0)−
p∑
i=1

Gi(0)zli(0)− τ
m

m−1∑
i=0

H(0,−τ(m−i)
m )zm−i(0)] =

=
t∫

0

p∑
i=0

Pi(t)zli(t)dt+
t∫

0

m−1∑
i=0

−τ+(i+1) τm∫
−τ+i τm

Q(t,−τ(m−i)
m )zm−i(t)dθdt.

(5.34)

Встановимо деякi властивостi розв’язкiв задачi Кошi (5.20)–(5.21). Нехай

початковi умови для системи (5.20)–(5.21) задовольняють нерiвностi
n∑
i=1

|zji(0)|

< δ, j = 0,m.

Позначимо

M(t) = max
s∈[0,t]

[δ,
n∑
i=1

|z0i(s)|]. (5.35)

Iз векторного рiвняння
dz1

dt = m
τ (z0(t)− z1(t)) одержимо

z1i(t) = z1i(0)exp(−mtτ ) + m
τ

t∫
0

z0i(s)exp(
m(s−t)

τ )ds.

Звiдси

n∑
i=1

|z1i(t)| ≤M(t)(exp(
−mt
τ

) +
m

τ

t∫
0

exp(
m(s− t)

τ
)ds) = M(t).
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Аналогiчно, одержуємо
n∑
i=1

|zji(t)| ≤M(t), j = 1,m. (5.36)

Враховуючи рiвнiсть (5.34), маємо

M(t) ≤ δ + n(pKG + τKH)M(t) + n(pKG + τKH)M(0)+

+n(pKP + τKQ)
t∫

0

M(s)ds.
(5.37)

Використовуючи тепер лему Гронуолла-Беллмана [93] та позначення (5.35),

маємо

M(t) ≤ (δ + n(pKG + τKH)M(t) + n(pKG + τKH)M(0))×
×en(pKP+τKQ)T = KZ .

(5.38)

Iз рiвностей (5.33),(5.34), враховуючи властивостi матриць Gi(t), Pj(t),

i = 1, p, j = 0, p, H(t, θ), Q(t, θ), та нерiвностi (5.38), дiстаємо

N0(t)[1− pKG − τKH ] ≤
[
pKG(γ( τ√

m
) + nω( τm))+

+τ [KH(nω( τm) + γ( τ√
m

)) +KZωH ] + pKGnω( τm)+

+τ [KHnω( τm) +KZωH ] + T (p+ 1)KP [γ( τ√
m

) + nω( τm)]+

+Tτ [KQ[nω( τm) + γ( τ√
m

)] +KZωQ] + [(p+ 1)KP + τKQ]

]
t∫

0

N0(s)ds.

(5.39)

Iз останньої нерiвностi дiстаємо

N0(t) ≤ α + β

t∫
0

N0(s)ds,

де

α =
[γ( τ√

m
) + nω( τm)] · [pKG + τKH + TτKQ + T (p+ 1)KP ] + τKZωH+

[1− pKG − τKH ]

+pKGnω( τm) + τ [KHnω( τm) +KZωH ] + TτKZωQ

[1− pKG − τKH ]
,

β =
[(p+ 1)KP + τKQ]

[1− pKG − τKH ]
.
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Скориставшись тепер нерiвнiстю Гронуолла-Беллмана [93], одержуємо

N0(t) ≤ α(
τ

m
)eβ, t ∈ [0, T ], (5.40)

Оскiльки γ( τ√
m

), ω( τm), ω → 0 при m→∞, тодi

lim
m→∞

α(
τ

m
) = 0.

Iз останнього спiввiдношення випливає, що розв’язки задачi Кошi (5.20)–

(5.21) апроксимують розв’язки початкової задачi (5.17)–(5.18) при t ∈ [0, T ] i

m→∞.

Теорема 5.4. Нехай Gi(t), Pi(t), i = 0, p – n×n неперервнi матричнi функцiї

при t ∈ [0, T ], H(t, θ), Q(t, θ) – матричнi функцiї, компоненти яких непе-

рервнi за сукупнiстю змiнних функцiї на [0, T ]× [−τ, 0], 0 < τ0 < τ1 < . . . <

τl = τ i виконується умова (5.19). Тодi розв’язок задачi Кошi для системи

звичайних диференцiальних рiвнянь (5.20),(5.21) апроксимує розв’язок по-

чаткової задачi для системи диференцiально-рiзницевих рiвнянь нейтраль-

ного типу (5.17)–(5.18) при t ∈ [0, T ] i m→∞.

Для iлюстрацiї дослiдженої в даному пунктi схеми апроксимацiї наведе-

мо модельний приклад.

Приклад 5.1. Розглянемо початкову задачу
d

dt
[x(t)− x(t− 1)] = x(t) + 2x(t− 1), t ∈ [0, 0.8],

x(t) = 2t+
2

3
, t ∈ [−1, 0].

Вiдповiдна їй апроксимуюча система звичайних диференцiальних рiвнянь

має вигляд
dz0(t)

dt
= z0(t) + 2zm(t) +m(zm−1(t)− zm(t)),

dzj(t)

dt
= m(zm−j(t)− zj(t)), j = 1,m,

zj(0) =
−2j

m
+

2

3
, j = 0,m.

В Таблицi 5.1 наведенi результати числових експериментiв обчислення

значень z0(t) дляm = 5, 8, 16 з використанням рiзницевої схеми Гiра першого
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порядку, значення точного розв’язку вихiдної задачi xT (t) = 4et − 4t − 10
3 ,

t ∈ [0, 1], а також вiдповiднi похибки 45, 48, 416.

Таблиця 5.1

t xT (t) z0(m = 5) 45 z0(m = 8) 48 z0(m = 16) 416

0 0,66667 0,66667 0,00000 0,66667 0,00000 0,66667 0,00000

0,1 0,68735 0,68701 0,00034 0,68713 0,00022 0,68801 0,00066

0,2 0,75228 0,75054 0,00174 0,75088 0,00140 0,75186 0,00042

0,3 0,86610 0,86116 0,00494 0,86308 0,00302 0,86436 0,00174

0,4 1,03396 1,02074 0,01322 1,02772 0,00624 1,03058 0,00338

0,5 1,26155 1,23220 0,02935 1,24969 0,01186 1,25856 0,00299

0,6 1,55514 1,49637 0,05877 1,52803 0,02711 1,54979 0,00535

0,7 1,92168 1,81639 0,10529 1,86329 0,05839 1,90427 0,01740

0,8 2,36883 2,19905 0,16978 2,25871 0,11012 2,32001 0,04882

Бачимо, що iз ростом розмiрностi m апроксимуючої системи звичайних

диференцiальних рiвнянь похибка наближень z0(t) (по вiдношенню до x(t))

зменшується, що пiдтверджує теоретичнi висновки з теореми 5.4.

5.3 Апроксимацiя неасимптотичних коренiв квазiполiномiв

лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь нейтрального

типу

5.3.1 Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння нейтрального типу з

одним вiдхиленням аргументу

Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння нейтрального типу

dx(t)

dt
= Ax(t) +Bx(t− τ) + C

dx(t− τ)

dt
, (5.41)

де A,B,C ∈ R, τ > 0.

Характеристичний квазiполiном для рiвняння (5.41) має вигляд

Φ(λ) = A− λ+Be−λτ + Cλe−λτ . (5.42)
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Застосуємо для рiвняння (5.41) схему апроксимацiї диференцiально-рiз-

ницевих рiвнянь пiдвищеної точностi [94]. Аналогiчно, як в попередньому пун-

ктi, одержимо систему звичайних диференцiальних рiвнянь вигляду

dz0(t)

dt
= Az0(t) +Bzm(t) + Cz2m(t),

dzi(t)

dt
= zm+j(t), (5.43)

dzm+j(t)

dt
= 2µ2(zi−1(t)− zi(t))− 2µzm+j(t),

j = 1,m, m ∈ N, µ =
m

τ
.

Лема 5.3. Для характеристичного рiвняння системи (5.43) справджує-

ться рiвнiсть

D2m+1(λ) = (A− λ)(1 +
λτ

m
(1 +

λτ

2m
))m +B + Cλ = 0. (5.44)

Перевiримо, що при m = 2, 3 рiвнiсть (5.44) справедлива.

Для m = 2 безпосередньо обчислюючи, дiстаємо

D5(λ) = (A− λ)(1 +
λτ

2
(1 +

λτ

4
))2 + Cλ+B = 0.

Для m = 3 маємо

D7(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A− λ 0 0 B 0 0 C

0 −λ 0 0 1 0 0

0 0 −λ 0 0 1 0

0 0 0 −λ 0 0 1

2µ2 −2µ2 0 0 −2µ− λ 0 0

0 2µ2 −2µ2 0 0 −2µ− λ 0

0 0 2µ2 −2µ2 0 0 −2µ− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Розкриваючи виписаний визначник за першим рядком, одержимо

D7(λ) = (A− λ)(1 +
λτ

3
(1 +

λτ

6
))3 +B + Cλ = 0.

Отже, для m = 2, 3 рiвнiсть (5.44) вiрна. Припустимо, що для деякого

m− 1 вона вiрна i доведемо, що вона справджується для m.
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Виписуючи характеристичне рiвняння системи (5.43)

D2m+1(λ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A− λ 0 . . . 0 0 . . . 0 B 0 . . . C

0 −λ . . . 0 0 . . . 0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 . . . 0 −λ 0 . . . 1

2µ2 −2µ2 . . . 0 0 . . . 0 0 −2µ− λ . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 . . . 2µ2 −2µ2 0 . . . −2µ− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

i розкриваючи одержаний визначник за елементами першого рядка, маємо

D2m+1(λ) = (A− λ)Im1 + (−1)m+2BIm2 + (−1)2m+2CIm3 = 0. (5.45)

Для визначникiв Im1 та Im3 неважко одержати рекурентнi спiввiдношення

Im1 = (λ(2µ+ λ) + 2µ2)Im−1
1 ,

Im3 = 2µ2Im−1
3 .

(5.46)

Iз рекурентних спiввiдношень (5.46) одержуємо

Im1 = (λ(2µ+ λ) + 2µ2)m,

Im3 = λ(2µ2)m.

Обчислюючи визначник Im2 , використавши його структуру, маємо

Im2 = (−1)m(m+2)(2µ2)m.

Пiдставляючи значення Im1 , Im2 , Im3 у рiвнiсть (5.45), одержуємо

D2m+1(λ) = (A−λ)(λ(2µ+λ)+2µ2)m+B(−1)(m+1)(m+2)(2µ2)m+Cλ(2µ2)m = 0.

Зважаючи на те, що (m+ 1)(m+ 2) завжди парне, а µ = m
τ , тодi

D2m+1(λ) = (A− λ)(1 +
λτ

m
(1 +

λτ

2m
))m +B + Cλ = 0.

Лема 5.4. Для фiксованих λ ∈ Z послiдовнiсть функцiй

Hm(λ) =
D2m+1(λ)

(1 + λτ
m (1 + λτ

2m))m
,m ∈ N, (5.47)

збiгається при m→∞ до квазiполiнома (5.42).
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Розглянемо фiксоване λ ∈ Z. Тодi λ 6= −m
τ ±

m
τ i за можливим винятком

одного значення m. Отже, функцiя Hm(λ) визначена для всiх m ∈ N
за можливим винятком одного m ∈ N.

Враховуючи рiвнiсть (5.44), маємо

Hm(λ) = (A−λ)+B(1+
λτ

m
(1+

λτ

2m
))−m+Cλ(1+

λτ

m
(1+

λτ

2m
))−m = 0. (5.48)

На пiдставi вiдомої границi

lim
m→∞

(1 +
λτ

m
+
λ2τ 2

2m2
)−m = e−λτ ,

переходячи в рiвностi (5.48) до границi при m→∞, для фiксованого λ ∈ Z,
одержимо

lim
m→∞

Hm(λ) = A− λ+Be−λτ + Cλe−λτ .

Зауваження 5.2. Оскiльки нулi функцiй D2m+1(λ) i Hm(λ), згiдно з рiвнi-

стю (5.47), збiгаються, то коренi характеристичного многочлена (5.44) можна

брати в якостi наближених значень неасимптотичних коренiв квазiполiнома

(5.54).

5.3.2 Порiвняння схем апроксимацiї

Згiдно результатiв пункту 5.3.1 неасимптотичнi коренi квазiполiнома лi-

нiйного рiвняння нейтрального типу можна наближати нулями характеристи-

чного многочлена вiдповiдної апроксимуючої системи звичайних диференцi-

альних рiвнянь. Для обчислення коренiв многочленiв використаємо функцiю

polyroots(v) iз пакета Mathcad, яка повертає вектор, що мiстить всi коренi

многочлена, коефiцiєнти якого є елементами вектора v.

У працях [95; 96] дослiджено наближення рiвняння нейтрального типу

(5.41) системою звичайних диференцiальних рiвнянь згiдно схеми Красовського–

Рєпiна вигляду
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dz0(t)

dt
= Az0(t) + µCzm−1(t) + (B − µC)zm(t),

dzi(t)

dt
= µ(zi−1(t)− zi(t)), (5.49)

i = 1,m, µ =
m

τ
, li = [

mτi
τ

], m ∈ N.

Для характеристичного рiвняння апроксимуючої системи (5.49) одержа-

но зображення

Ψm(λ) = (A− λ)(1 +
λτ

m
)m +B + λC = 0 (5.50)

i показано, що коренi характеристичного рiвняння (5.50) можна брати в яко-

стi наближених значень неасимптотичних коренiв квазiполiнома (5.42).

Здiйснивши замiну λ = (v − 1)mτ в рiвностi (5.50), одержимо вигляд

многочлена

vm+1 − (1 +
Aτ

m
)vm − Cv − (

Bτ

m
− C) = 0,

який зручний для чисельного знаходження коренiв.

Приведемо характеристичне рiвняння (5.44) iз схеми апроксимацiї пiд-

вищеної точностi до вигляду, зручного для реалiзацiї на ЕОМ. Здiйснимо в

(5.44) замiну λ = m
τ (s− 1), одержимо

(A+
m

τ
− m

τ
s)(s2 + 1)m + 2mB + 2mCλ = 0.

Розкладаючи (s2 + 1)m за степенями s, дiстанемо рiвняння у стандартному

виглядi

α0s
2m+1 + α1s

2m + α2s
2m−1 + . . .+ α2ms+ α2m+1 = 0,

де коефiцiєнти αi, i = 0, 2m− 1 обчислюються за формулами

α0 = −m
τ , α1 = A+ m

τ ,

α2m = −m
τ + 2mCm

τ ,

α2m+1 = A+ m
τ + 2mB − 2mCm

τ ,

α2i = −m
τ C

i
m, i = 1,m− 1,

α2i+1 = (A+ m
τ )C i

m, i = 1,m− 1.
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Приклад 5.2. Розглянемо рiвняння нейтрального типу
dx(t)

dt
= 2x(t) + x(t− 1) +

dx(t− 1)

dt
(5.51)

характеристичний квазiполiном якого має вигляд

λ = 2 + e−λ + λe−λ. (5.52)

Дiйсний корiнь квазiполiнома (5.52) з найбiльшою дiйсною частиною,

знайдений методом подiлу вiдрiзка навпiл, дорiвнює λ = 1, 6879.

Здiйснимо апроксимацiю рiвняння (5.51) системою звичайних диферен-

цiальних рiвнянь за схемою Красовського–Рєпiна i за схемою пiдвищеної то-

чностi. Для наближення коренiв квазiполiнома (5.52) обчислюємо коренi ха-

рактеристичних многочленiв вiдповiдних апроксимуючих систем за допомо-

гою функцiї polyroots(v) iз пакета Mathcad.

Результати обчислень для кореня iз найбiльшою дiйсною частиною при

рiзних m(m > 3), наведенi в Таблицi 3, де λК.Р.
i – одержане наближення

за схемою Красовського–Рєпiна, а λП.Т.
i – наближення за схемою пiдвищеної

точностi.

Таблиця 5.2

m λT λК.Р.
1 4К.Р. λП.Т.

1 4П.Т.

4 1,6879 1,5837 0,1042 1,6753 0,0126

10 1,6879 1,6415 0,0464 1,6852 0,0027

16 1,6879 1,6582 0,0297 1,6872 0,0007

Iз Таблицi 5.2 видно, що наближення за схемою пiдвищеної точностi є

значно ефективнiшими, нiж наближення за схемою Красовського–Рєпiна.

5.3.3 Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння нейтрального типу iз

багатьма вiдхиленнями аргументу

Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння з багатьма вiдхиленнями

аргументу вигляду

dx(t)

dt
=

n∑
i=0

Aix(t− τi) +
n∑
i=1

Bi
dx(t− τi)

dt
, (5.53)
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де Ai, Bi, i = 0, n – сталi, 0 = τ0 < τ1 < τ2 < ... < τn = τ.

При дослiдженнi рiвняння (5.53) важливе значення має розмiщення ну-

лiв його характеристичного квазiполiнома

Φ(λ) = λ−
n∑
i=0

Aie
−λτi − λ

n∑
i=1

Bie
−λτi = 0. (5.54)

Апроксимуюча система пiдвищеної точностi для рiвняння (5.53) має

вигляд:

dz0(t)

dt
=

n∑
j=0

Ajzlj(t) +
n∑
j=1

Bjzlj+m(t),

dzi(t)

dt
= zi+m(t), (5.55)

dzi+m(t)

dt
= 2µ2 [zi−1(t)− zi(t)]− 2µzi+m(t), i = 1, ...,m,

де µ = m
τ , lj = [

mτj
τ ].

Покажемо, що при m→∞ коренi характеристичного многочлена систе-

ми (5.55) апроксимують неасимптотичнi коренi квазiполiнома (5.54).

Для знаходження аналiтичного вигляду характеристичного многочле-

на системи звичайних диференцiальних рiвнянь (5.55) розглянемо спочатку

випадок рiвняння з двома вiдхиленнями аргументу.

Випишемо характеристичне рiвняння системи (5.55) при n = 2, покла-

даючи k = [mτ1τ2
] :

D2
2m+1(λ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A0 − λ 0 . . . 0 A1 0 . . . 0 A2 0 . . . B1 0 . . . 0 B2

0 −λ . . . 0 0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 −λ 0 . . . 0 0 . . . 0 1

2µ2 −2µ2 . . . 0 0 0 . . . 0 0 −2µ− λ . . . 0 0 . . . 0 0

0 2µ2 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 0 . . . 2µ2 −2µ2 0 . . . 0 0 . . . 0 −2µ− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (5.56)



110

Лема 5.5. Для характеристичного рiвняння (5.56) справджується рiвнiсть

D2
2m+1(λ) = (A0 − λ)

[
1 +

λτ

m
(1 +

λτ

2m
)

]m
+ A1

[
1 +

λτ

m
(1 +

λτ

2m
)

]m−k
+

+A2 +B1λ

[
1 +

λτ

m
(1 +

λτ

2m
)

]m−k
+B2λ = 0. (5.57)

Розглянемо тепер характеристичне рiвняння системи (5.55) при довiль-

ному n ∈ N
Dn

2m+1(λ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A0 − λ 0 . . . 0 Ai 0 . . . 0 An 0 . . . Bi 0 . . . 0 Bn

0 −λ . . . 0 0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 −λ 0 . . . 0 0 . . . 0 1

2µ2 −2µ2 . . . 0 0 0 . . . 0 0 −2µ− λ . . . 0 0 . . . 0 0

0 2µ2 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 0 . . . 2µ2 −2µ2 0 . . . 0 0 . . . 0 −2µ− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (5.58)

Лема 5.6. Для характеристичного рiвняння (5.58) справджується рiвнiсть

Dn
2m+1(λ) = (A0 − λ)

[
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

)]m
+

n−1∑
i=1

Ai

[
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

)]m−li
+

+An +
n−1∑
i=1

λBi

[
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

)]m−li
+ λBn = 0. (5.59)

Лема 5.7. Для фiксованих λ ∈ Z послiдовнiсть функцiй

Hm(λ) =
Dn

2m+1(λ)

(1 + λτ
m (1 + λτ

2m))m
,m ∈ N, (5.60)

збiгається при m→∞ до квазiполiнома (5.54).

Дiйсно, розглянемо фiксоване λ ∈ Z. Тодi λ 6= −m
τ ±

m
τ i за можливим

винятком одного значення m. Отже, функцiя Hm(λ) визначена для всiх

m ∈ N за можливим винятком одного m ∈ N.
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Враховуючи рiвнiсть (5.60), маємо

Hm(λ) = (A0−λ)+
n−1∑
i=1

Ai

[
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

)]−li
+An

[
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

)]−m
+

+
n−1∑
i=1

λBi

[
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

)]−li
+ λBn

[
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

)]−m
= 0. (5.61)

На пiдставi вiдомих границь

lim
m→∞

(1 +
λτ

m
+
λ2τ 2

2m2
)−m = e−λτ ,

lim
m→∞

(1 +
λτ

m
+
λ2τ 2

2m2
)
−τim
τ = e−λτi

та означення числа li одержуємо рiвнiсть

lim
m→∞

((A0 − λ) +
n−1∑
i=1

Ai

[
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

)]−li
+ An

[
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

)]−m
+

+
n−1∑
i=1

λBi

[
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

)]−li
+ λBn

[
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

)]−m
) =

= A0 − λ+
n∑
i=1

Aie
−λτi + Ane

−λτ +
n−1∑
i=1

λBie
−λτi + λBne

−λτ .

Отже, переходячи в рiвностi (5.61) до границi при m → ∞, для фiксо-

ваного λ ∈ Z, одержимо

lim
m→∞

Hm(λ) = λ−
n∑
i=0

Aie
−λτi − λ

n∑
i=1

Bie
−λτi.

Зауваження 5.2. Оскiльки нулi функцiй Dn
2m+1(λ) i Hm(λ), згiдно рiвно-

стi (5.60), збiгаються, то коренi характеристичного многочлена (5.59) можна

брати в якостi наближених значень неасимптотичних коренiв квазiполiнома

(5.54).

Одержанi в цьому роздiлi результати опублiкованi у [83, 88, 97–105].
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6 ВЛАСТИВОСТI РОЗВ’ЯЗКIВ СТОХАСТИЧНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IТО-СКОРОХОДА В

ЧАСТИННИХ ПОХIДНИХ

У роздiлi 6 описуються основнi теореми про iснування розв’язку за-

дачi Кошi для нелiнiйного дифузiйного стохастичного диференцiально-рiз-

ницевого рiвняння нейтрального типу в частинних похiдних з урахуванням

випадкових зовнiшних збурень та iснування i стабiлiзацiю сильного розв’яз-

ку автономних стохастичних рiвнянь Iто-Скорохода в частинних похiдних iз

випадковими параметрами.

6.1 Про iснування розв’язку задачi Кошi для нелiнiйного

дифузiйного стохастичного диференцiально-рiзницевого

рiвняння нейтрального типу в частинних похiдних з

урахуванням випадкових зовнiшних збурень

Питання iснування та єдиностi розв’язку стохастичних диференцаль-

них рiвнянь з деякими початковими та граничними умовами в рiзних фун-

кцiональних просторах, зокрема i рiвнянь у частинних похiдних, дослiджу-

валося багатьма авторами [108], [109], [111], [112], [113], [116], [117]. У працях

[114], [115] А.Н. Станжицький та А.О. Цуканова одержали теорему iснува-

ння та єдиностi розв’язку задачi Кошi для стохастичного диференцiального

рiвняння реакцiї-дифузiї нейтрального типу. Дана робота розглядає питання

iснування розв’язку задачi Кошi в класi нелiнiйних дифузiйних стохастичних

диференцiально-рiзницевих рiвнянь нейтрального типу в частинних похiдних

з урахуванням випадкових зовнiшних збурень, незалежних вiд вiнерiвського

процесу.

6.1.1 Постановка задачi

Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω, F, {Ft, t ≥ t0, 0} ,P) задано нелiнiйне

дифузiйне стохастичне диференцiально-рiзницеве рiвняння нейтрального ти-

пу в частинних похiдних пiд дiєю випадкових зовнiшних збурень, незалежних
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вiд вiнерiвського процесу

d

(
u (t, x) +

∫
Rr

b (t, x, y)u (t− τ, y) dy

)
=

=
r∑
j=1

ϕj (γj)
∂2u (t, x)

∂x2
j

dt+ ϕr+1 (γr+1)σ (t, u (t− τ, x)) dw (t, x) , (6.1)

для t ∈ (0, T ] , x ∈ Rr за початковими даними

u (t, x) = ψ (t, x) , ∀t ∈ [−τ, 0] , (6.2)

де γj ≡ γj (ω) ∈ R1, j = 1, r + 1, незалежнi попарно та незалежнi вiд вi-

нерiвського процесу w (t, x) випадковi величини; зовнiшнi збурення ϕj (γj),

j = 1, r + 1, — берiвськi функцiї, додатнi, попарно незалежнi та незалежнi

вiд вiнерiвського процесу i початкової функцiї; T ∈ (0,∞) — фiксований дiй-

сний час, τ > 0, випадковий r-вимiрний оператор Лапласа [106], [109]

∆x (ω) ≡
r∑
j=1

ϕj (xj)
∂2u (t, x)

∂x2
j

, (6.3)

w (t, x) – L2 (Rr)-вимiрний Q-вiнерiвський процес [107]; σ : [0, T ]×R1×Rr →
R1 i b : [0, T ]×Rr×Rr → R1 – деякi конкретнi функцiї, якi будуть визначенi

пiд час дослiдження; ψ : [−τ, 0]×Rr → R1 – функцiя початкових даних.

6.1.2 Обговорення попереднiх результатiв та означення

Наведемо декiлька тверджень з праць [114]–[117].

Лема 6.1 [117, c.188]. Оператор

S (t) : L2 (Rr)→ L2 (Rr) (6.4)

генерує розв’язок однорiдної задачi Кошi для рiвняння тепла (лема 1, [114])

за початковими даними (6.2) з iмовiрнiстю 1

d (u (t, x)) +

∫
Rr

b (t, x, z)u (t− τ, z) dz =

= ∆xu (t, x) dt, (6.5)



114

за правилом

u (t, x) = (s (t) g (•)) (x) =

∫
Rr

K (t, x− y) g (•) dy, (6.6)

та утворює C0− напiвгрупу операторiв, iнфiнiтезимальним оператором

якої є випадковий лапласiан ∆x (ω) (6.3). А ця напiвгрупа S (t) є стиска-

ючою, тобто

‖(S (t) g (•)) (x)‖2
L2(Rr) ≤ ‖g (x)‖2

L2(Rr) . (6.7)

Уведемо потiк (фiльтрацiю) σ-алгебр {Ft, t ≥ t0 ≥ 0}, який породжений

L2 (Rr)-значним Q-вiнерiвським процесом

w (t, x) ≡
∞∑
n=1

√
λnen (x) βn (t) , (6.8)

де {βn (t) ≡ βn (t, ω)} ⊂ R1 – незалежнi стандартнi одновимiрнi вiнерiвськi

(броунiвськi) процеси, а
∞∑
n=1

λn ≡ λ <∞. (6.9)

При цьому система векторiв en (x) ≡ ēn (x) утворюють ортонормований базис

у L2 (Rr) такий, що

sup
n∈{1,2,...}

ess sup
x∈Rr

|en (x)| ≤ 1. (6.10)

Уведемо простiр Банаха B2,T всiх L2 (Rr)-значних Ft-вимiрних та неперерв-

них з iмовiрнiстю одиниця випадкових процесiв Φ (•) ≡ Φ (t, ω) : [0, T ]×Ω→
L2 (Rr) з нормою

‖Φ (•)‖B2,T
≡
√

sup
0≤t≤T

E ‖Φ (t, ω)‖2
L2(Rr). (6.11)

Означення 6.1. Неперервну випадкову функцiю u ≡ u (t, x, ω) : [−τ, T ] ×
Rr×Ω→ R1 назвемо м’яким розв’язком задачi (6.1), (6.2), якщо виконуються

умови:

1. u є FT -вимiрною для майже всiх t ∈ [−τ, T ] та фiксованих x ∈ Rr, ω ∈ Ω;

2. u задовольняє умову (iнтегральне рiвняння)

u (t, x, ω) =

∫
Rr

K (t, x− y)×
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×
(
ψ (0) +

∫
Rr

b (0, y, z)ψ (−τ, z) dz

)
dy−

−
∫
Rr

b (0, x, y)u (t− τ, y) dy−

−
∫ t

0

(
r∑
j=1

ϕj (γj) ∆x (ω)

∫
Rr

K (t− s, x− y)×

×
∫
Rr

b (s, y, z)u (s− τ, z) dzdy

)
ds+

+

∫ t

0

∞∑
n=1

√
λn

(∫
Rr

K (t− s, x− y)ϕr+1 (γr+1)×

×σ (s, u (s− τ) , y) en (y) dy) dβn (s) (6.12)

для t ∈ [0, T ], x ∈ Rr за початковою умовою (6.2);

3. iснує норма

E

{∫ T

0

‖u (t, x, ω)‖2
L2(Rr) dt

}
<∞. (6.13)

Лема 6.2 [115]. Вираз (6.13) для випадкової функцiї u (t, x, ω) є нормою.

6.1.3 Основний результат

Будемо надалi вважати, що ймовiрнiсний базис (Ω, F, {Ft, t ≥ t0} ,P)

побудований [106–110] для задачi (6.1), (6.2), яка є предметом дослiдження

цiєї роботи.

Основне твердження

Нехай для задачi (6.1), (6.2) виконано умови:

1. Коефiцiєнт σ ≡ σ (t, u, x) є:

1а) вимiрним за всiма аргументами;

1б) задовольняє умову Лiпшиця за другим аргументом

|σ (t, u, x)− σ (t, v, x)| ≤ L |u− v|

для ∀t ∈ [0, T ], u, v ∈ R1, x ∈ Rr;
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2. Початкова функцiя ψ (t, x, ω) є:

2а) F0-вимiрною вiдносно аргумента t ∈ [0, T ];

2б) незалежною вiд вiнерiвського процесу w (t) ≡ w (t, ω) ∈ R1 для ∀t ∈
[0, T ];

2в) незалежною вiд зовнiшних збурень ϕj (γj), j = 1, r + 1;

2г) має норму

sup
−τ≤t≤0

E ‖ψ (t, x, ω)‖2
L2(Rr) <∞; (6.14)

3. Функцiя b ≡ b (t, x, y) задовольняє умови:

3а)

sup
0≤t≤T

∫
Rr

√∫
Rr

b2 (t, x, y) dydx = K1; (6.15)

3б)

sup
0≤t≤T

∫
Rr

∫
Rr

b2 (t, x, y) dydx = K2; (6.16)

3в) для кожної точки x ∈ Rr iснують частиннi похiднi ∂xib, ∂xixjb, де

{i, j} ⊂ {1, 2, ..., r};

3г) матриця Гессе D2
xb задовольняє умову

|∇xb (t, x, y)|+
∥∥D2

xb (t, x, y)
∥∥ ≤ Z (t, x, y) , (6.17)

для ∀t ∈ [0, T ] ⊂ [0,∞), {x, y} ⊂ Rr, де функцiя Z : [0, T ] × Rr ×
Rr → [0,∞) задовольняє умову обмеженостi подвiйного просторового

iнтегралу

sup
0≤t≤T

∫
Rr

∫
Rr

Z (t, x, y) dxdy = K3 <∞; (6.18)

4. Для функцiї Z (t, x, y) виконується аналог умови Лiпшиця за другим

аргументом

|Z (t, x, z)− Z (t, x0, z)| ≤ ζ (t, z, x0, δ) |x− x0| ,

де для кожної точки x0 ∈ Rr iснує її окiл Bδ (x0) та невiд’ємна функцiя

ζ ≡ ζ (t, z, x0, δ) для ∀t ∈ [0, T ], |x− x0| < δ; z ∈ Rr, де

sup
0≤t≤T

ζ (t, ·, x0, δ) ∈ L2 (Rr) , δ ∈ R+; (6.19)
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5. зовнiшнi збурення ϕj (γj) , j = 1, r + 1,

5а) попарно незалежнi;

5б) незалежнi вiд вiнерiвського процесу та вiд початкової функцiї ψ (t, x) ≡
ψ (t, x, ω) ∈ R1;

5в) виконується умова обмеженостi математичних сподiвань квадратiв

зовнiшних збурень E
{
ϕ2
r+1

}
≤ K4 <∞.

Тодi задача (6.1), (6.2) для нелiнiйного дифузiйного стохастичного диференцi-

ально-рiзницевого рiвняння нейтрального типу має єдиний м’який розв’язок

u ≡ u (t, x, ω) ∈ B2,T з iмовiрнiстю одиниця для ∀t ∈ [0, T ], якщо

sup
0≤t≤T

∫
Rr

∫
Rr

b2 (t, x, y) dxdy ≡ K5 <
1

4
. (6.20)

6.2 Про iснування та стабiлiзацiю сильного розв’язку

автономних стохастичних рiвнянь Iто-Скорохода в

частинних похiдних iз випадковими параметрами

Дослiдженню детермiнованих рiвнянь у частинних похiдних присвячено

велику кiлькiсть робiт, якi вказанi в монографiях [93], [118], [119], i не менша

кiлькiсть робiт вiтчизняних i закордонних вчених була опублiкована в кiнцi

ХХ – на поч. ХХI ст.

Пiсля введення поняття стохастичного диференцiала та iнтеграла, замi-

ни змiнних для стохастичного диференцiала, визначення сильного розв’язку

стохастичного диференцiального рiвняння у вiдомих монографiях [108], [120]

та їх подальше поширення на класи стохастичних диференцiально-функцiо-

нальних рiвнянь [121–123] стало можливим дослiдження асимптотично силь-

ного розв’язку для стохастичного диференцiального рiвняння Iто-Скорохода

з частинними похiдними (див., наприклад, роботи [108], [109], [124], [111] та

iн.)

Подальше дослiдження стохастичних диференцiальних рiвнянь Iто-Ско-

рохода з частинними похiдними йшло шляхом створення математичних мо-

делей складних реальних систем, якi вимагають враховувати випадковi па-

раметри в цих рiвняннях (див. [108], [121], [111], [125] та iн).
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Дана робота присвячена дослiдженню асимптотичної поведiнки сильно-

го розв’язку лiнiйного стохастичного диференцiального рiвняння Iто-Скоро-

хода з частинними похiдними з урахуванням випадкових параметрiв [109],

[111].

6.2.1 Постановка задачi

Розглянемо стохастичний експеримент з базовим iмовiрнiсним просто-

ром [93], [120], [108], [121] (Ω,F ,F,P) , F ≡ {Ft, t ≥ 0} – фiльтрацiя, де задана

функцiя u (t, x, ω) ∈ R1, яка є вимiрною з iмовiрнiстю одиниця за t i x вiд-

носно мiнiмальної σ-алгебри B
(
[0, T ] ,R1

)
борельових множин на площинi

[110], [125] та для якої ∫ +∞

−∞
E
{
|u (t, x, ω)|2

}
dx <∞ (6.21)

для всiх t ∈ [0, T ], E {•} – математичне сподiвання [118], T ⊂ [0,∞). Позна-

чимо через MT простiр функцiй {u (t, x, ω)}, що мають властивiсть iнтегров-

ностi (6.21).

Уведемо норми [108], [110]:

‖u (t, x, ω)‖2
L2R1
≡
∫ +∞

−∞
|u (t, x, ω)|2 dx; (6.22)

‖u (t, x, ω)‖2
L2T
≡
∫ T

0

|u (t, x, ω)|2 dt; (6.23)

Eu (t) ≡ E
{
‖u (t, x, ω)‖2

L2R1

}
, (6.24)

де через L2R1 i L2T позначенi простори функцiй {u (t, x, ω)}, якi мають вiд-

повiднi норми (6.22)–(6.24).

У просторi MT треба ввести норму вигляду

‖u (t, x, ω)‖2 ≡
∫ T

0

Eu(t)dt =

∫ T

0

E

[∫ +∞

−∞
|u (t, x, ω)|2 dx

]2

dt. (6.25)

Позначимо через

Q (A (ξ (ω)) , q, p) ≡
n∑
k=1

m∑
j=1

akj (ξ (ω)) qkpj, (6.26)
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де A ≡ {akj} матриця розмiрностi n×m, складена з елементiв akj ∈ R1.

У просторi MT з (6.25) розглянемо пiдпростiр M1T ⊂MT , для елементiв

якого має мiсце включення

Q

(
A,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
u (t, x, ω) ∈MT . (6.27)

У (Ω,F ,F,P) розглянемо задачу Кошi для лiнiйного стохастичного ди-

ференцiального рiвняння Iто-Скорохода з частинними похiдними

∂

∂t

[
Q

(
A (ξ1 (ω)) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
u(t, x, ω)

]
+

+Q

(
B (ξ2 (ω)) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
u(t, x, ω) =

= Q

(
C (ξ3 (ω)) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
u (t, x, ω)

dw (t, ω)

dt
+

+

∫
V

Q

(
D (ξ4 (ω)) ,

∂

∂t
,
∂

∂x
, v

)
u (t, x, ω) ν̃ (dt, dv) , (6.28)

Q

(
A (ξ1 (ω)) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
u (t, x, ω)

∣∣∣∣
t=0

= [Qu]0 , (6.29)

де Q визначено у (6.26), (6.27) матрицi B ≡ {bij (ξ2 (ω))}k,ni,j=1, bij (ξ2 (ω)) ∈ R1;

C ≡ {cij (ξ3 (ω))}k,ni,j=1, cij (ξ3 (ω)) ∈ R1, D ≡ {dij (ξ4 (ω) , v)}k,ni,j=1 , dij (ξ4 (ω) , v)

∈ R1 × V, де ξi (ω) , i = 1, 2, 3, 4, випадковi величини, якi заданi щiльнiстю

pξi (x) , i = 1, 2, 3, 4, (або функцiєю розподiлу Fξi (x) ≡ P {ω : ξi (ω) < x ∀ x ∈
R1
}
, i=1,2,3,4 [118]), w (t, ω) – одновимiрний вiнерiв процес [124], та ξi (ω),

i=1,2,3,4, не залежать вiд w (t, ω). ν̃ (dt, A) ≡ ν (dt, A)−Π (A) dt – центрована

пуассонова мiра.

Пiд сильним розв’язком задачi Кошi (6.28), (6.29) будемо розумiти не-

перервну з iмовiрнiстю одиниця за t ∈ [0, T ] функцiю u (t, x, ω), узгоджену

з фiльтрацiєю {Ft, t ∈ [0, T ]}, i таку, що з iмовiрнiстю одиниця для кожної

пари (t, x) задовольняє iнтегральне стохастичне рiвняння [93], [120], [124]

Q

(
A (ξ1 (ω)) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
u(t, x, ω) = [Qu]0 +

+

∫ t

0

Q

(
B (ξ2 (ω)) ,

∂

∂x

)
u(s, x, ω)ds+
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+

∫ t

0

Q

(
C (ξ3 (ω)) ,

∂

∂s
,
∂

∂x

)
u(s, x, ω)dw (s, ω) ds+

+

∫ t

0

∫
V

Q

(
D (ξ4 (ω)) ,

∂

∂s
,
∂

∂x
, v

)
u (s, x, ω) ν̃ (ds, dv) (6.30)

з початковими невипадковими умовами (6.29).

6.2.2 Iснування розв’язку задачi Кошi для лiнiйного

стохастичного диференцiального рiвняння Iто-Скорохода

з частинними похiдними у просторi M1T

Для встановлення факту iснування сильного розв’язку задачi Кошi для

(6.28)–(6.29) доведемо спочатку допомiжний результат.

Лема 6.3. Перетворення Фур’є за x для функцiї u (t, x, ω)

v (t, σ, ω) ≡ 1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iσxu (t, x, ω) dx (6.31)

не виводить її з простору MT для довiльного скiнченного T ⊂ R1.

Теорема 6.1. Нехай для задачi Кошi (6.28), (6.29) виконуються умови:

1. Коренi полiнома P (λ (x) , iσ) ≡ λQ (A (x) , λ, iσ) + Q (B (x) , λ, iσ) при

кожному фiксованому x ∈ R1 та σ 6= 0 задовольняють нерiвнiсть

Reλ (x) ≤ ψ (σ) < 0, ψ (0) = 0;

2. ∀ t ∈ [0, T ] та C (x) ≡ 0k×n, D (x) ≡ 0k×n детермiноване рiвняння

∂

∂t

[
Q

(
A (x) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
ũ (t, x)

]
+

+Q

(
B (x) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
ũ (t, x) = 0 (6.32)

має розв’язок ũ (t, x) задачi Кошi в L2R1 з початковими умовами

Q

(
A (x) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
ũ (t, x) = [Qũ]0 ; (6.33)

3. Випадковi величини ξi (ω) , i = 1, 2, 3, 4, не залежать вiд w (t, ω) та

ν̃ (dt, A).

Тодi стохастична задача Кошi (6.28), (6.29) при C (x) 6= 0k×n має розв’язок

у просторi M1T .
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6.2.3 Асимптотична поведiнка в середньому квадратичному

сильного розв’язку лiнiйного стохастичного

диференцiального рiвняння Iто-Скорохода з частинними

похiдними

Спочатку доведемо допомiжне твердження.

Лема 6.4. Нехай для лiнiйного стохастичного диференцiального рiвняння

Iто-Скорохода з частинними похiдними (6.28), (6.29) виконуються умови

теореми 6.1. Тодi:

1. Для довiльної матрицi C (x) 6= 0k×n має мiсце включення

E |Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ)|2H (t, σ) ∈ L2,(0,+∞), (6.34)

2. Для вiдповiдної норми цього простору справджується рiвнiсть

E ‖Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ)H (t, σ)‖2
L2T

=

=
1

2π

∫ +∞

−∞

E |Q (C (ξ3 (ω)) , iλ, iσ)|2

|P (iλ, iσ)|2
dλ ≡ S (σ) , (6.35)

3. Для довiльної матрицi D (x) 6= 0k×nмає мiсце включення∫
V

E |Q (D (ξ4 (ω)) , dt, iσ, v)|2H (t, σ) Π (dσ) ∈ L2,(0,+∞), (6.36)

4. Для вiдповiдної норми цього простору справджується рiвнiсть∫
V

E {Q (D (ξ4 (ω)) , dt, iσ, v)H (t, σ)}Π (dv) =

=
1

2π

∫
V

∫ +∞

−∞

E |Q (D (ξ4 (ω)) , iλ, iσ, v)|2

|P (iλ, iσ)|2
dλΠ (dv) ≡

≡ S1 (σ) . (6.37)

Теорема 6.2. Нехай виконуються умови теореми 6.1. Тодi:

1. Якщо sup
σ
S (σ) < 1, тодi lim

t→∞
EU (t) = 0, де

U (t, x, ω) ≡ Q

(
R (ξ (ω)) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
u (t, x, ω)

для довiльної дiйснозначної матрицi R;

2. Якщо S (σ) > 1 на множинi Λ мiри Лебега, тодi lim
t→∞

EU (t) = +∞.
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6.2.4 Задача втрати стiйкостi стрижня

У працi [111] дослiджується поведiнка стрижня, на який дiє “бiлий шум”.

Математичною моделлю цього процесу будемо вважати стохастичне диферен-

цiальне рiвняння в частинних похiдних з похiдною вiд вiнерового процесу, яку

тлумачимо як формальний запис, оскiльки вона не iснує в жоднiй точцi з iмо-

вiрнiстю одиниця, а в узагальненому розумiннi похiдна вiнерового процесу –

це нормальний “бiлий шум” [131], а саме

∂4u

∂x4
− a (ξ1 (ω))

∂2u

∂x2
+ b (ξ2 (ω))

∂2u

∂t2
− c (ξ3 (ω))

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2

dw(t, ω)

dt
, (6.38)

з початковими умовами

u (0, x) = f1 (x) ,
∂u (0, x)

∂t
= f2 (x) (6.39)

та крайовими умовами

u (t, 0) = u (t, l) =
∂u (t, 0)

∂x
=
∂u (t, l)

∂x
=
∂2u (t, 0)

∂x2
=
∂2u (t, l)

∂x2
= 0. (6.40)

Тут a (ξ1 (ω)) > 0, b (ξ2 (ω)) > 0, c (ξ3 (ω)) > 0 з iмовiрнiстю 1. Пiд функцiєю

u (t, x, ω) розумiємо випадкову функцiю, що не має розривiв 2-го роду,тобто

iнтегровна в розумiннi пункту 1. Аналогiчно до дискретного випадку [119]

визначають статистичний запас стiйкостi S2
a за параметром a (x) ,∀x ∈ R1,

як найбiльш допустиму iнтенсивнiсть процесiв з взаємно незалежними зна-

ченнями, при якiй система стiйка в l.i.m., тобто розв’язок стабiлiзується до

нуля.

Тодi можна обчислити статистичний запас стiйкостi [108] Sk1k2
системи

(6.38)–(6.40)

Sk1k2
≡

m∑
k=0

ak1k2
(ξ (ω))

∂ku (t, x)

∂tk1∂xk2
(6.41)

за параметрами ak1k2
(ξ1 (ω)), k = k1 + k2.

Якщо позначити P (λ, σ, ω) ≡
∑m

k=0 ak1k2
(ξ1 (ω))λk1 (iσ)k2, тодi статисти-

чний запас стiйкостi Sk1k2
(x) системи обчислюється за формулою

Sk1k2
(x) ≡

[
sup
σ

1

2π

∫ +∞

−∞

|λ|k1 |σ|k2

|P (iλ, σ, x)|
dλ

]−1

. (6.42)
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Використовуючи вищенаведене твердження (6.41), (6.42), знайдено [123]

статистичний запас стiйкостi S (x) за параметрами a (x) , b (x) , c (x) системи

(6.38)–(6.40):

S (x) ≡
[
sup
σ

1

2π

∫ +∞

−∞

σ2dλ

(σ4 + a (x)σ2 − b (x)λ2)2 + c (x)2 λ2

]−1

=

= 2a (x) c (x) ,∀x ∈ R1.

Отже, система (6.38)–(6.40) є стiйкою в середньому квадратичному, S (x) >

ε2,∀x ∈ R1.

Нехай на систему (6.38)–(6.40) дiють зовнiшнi випадковi “збурення” типу

ξ (ω) на праву частину стохастичного диференцiального рiвняння з частинни-

ми похiдними (6.38). Ця ситуацiя може виникнути, якщо система розташова-

на на платформi, рух якої диктується зовнiшними збуреннями ϕi (ξ (ω)) , i =

1, 2. Тодi (6.38) буде мати вигляд

∂4u

∂x4
− a∂

2u

∂x2
+ b

∂2u

∂t2
− c∂u

∂t
= ϕ1 (ξ (ω))

∂2u

∂x2

dw(t, ω)

dt
. (6.43)

Використовуючи означення статистичного запасу стiйкостi для системи

(6.43), (6.39), (6.40), маємо

S (ϕi) ≡
[
E
{
|ϕi (ξ)|2

}
sup
σ

1

2π

∫ +∞

−∞

σ2dλ

(σ4 + aσ2 − bλ2)2 + c2λ2

]−1

=

= E
{
|ϕi (ξ)|2

}
2ac.

Застосовуючи достатнi умови асимптотичної стiйкостi в l.i.m. теореми

6.2, приходимо до висновку, що система (6.43), (6.39), (6.40) є стiйкою в l.i.m.,

якщо

E
{
ϕ2

1 (ξ (ω))
}

2ac < 1, (6.44)

та нестiйкою в l.i.m., якщо помiняти знак на протилежний.

Нехай ϕ2 (ξ (ω)) ≡ 0, ϕ1 (ξ (ω)) ≡ ϕ (ξ (ω)); ξ (ω) має закон розподiлу

P {ω : ξ ≡ 1} = P {ω : ξ = −1} = 1
2 та ϕ (ξ (ω)) ≡ ξ (ω). Тодi E {ξ} = 0,

D {ξ} = 1 й умова збiгається з умовою (6.44).
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Нехай ϕ2 (ξ (ω)) ≡ 0, ϕ1 (ξ (ω)) ≡ ϕ (ξ (ω)). Якщо в якостi закону розпо-

дiлу ξ (ω) вибрати пуассоновий закон P {ω : ξ = k} = λk

k! e
−λ та ϕ (ξ) = ξ, тодi

Eξ = Dξ = λ. Отже, умова стiйкостi в l.i.m. системи (6.43), (6.39), (6.40) буде

мати вигляд 2acλ < 1, а нестiйкостi, вiдповiдно, 2acλ > 1.

Запропонована в даному пунктi стохастична модель складних систем,

є спробою врахування в повному обсязi випадковостей при дослiдженнi ре-

альних процесiв, що описуються диференцiальними рiвняннями в частинних

похiдних, у правiй частинi яких враховуються не тiльки дифузiйнi збурення

типу броунiвського процесу [108], [109], [129], [130], але й випадковi збурення

iнших типiв.

6.3 Оптимальне керування стохастичних динамiчних систем

випадкової структури з пуассоновими збуреннями i

марковськими перемиканнями

Системи з марковськими параметрами належать до важливого класу си-

стем, що описують процеси швидких змiн станiв, якi трапляються в багатьох

випадках, наприклад, в промисловостi, в системах масового обслуговування

[132], в екологiчних системах [133], в економiцi та фiнансах, при моделюваннi

мiкросiток [134].

Звернемо увагу на факт [135], що такi рiзкi змiни в системах є дискре-

тними подiями i моделюються як ланцюг Маркова, який набуває скiнченної

кiлькостi значень. Практичнi застосування, а також багато теоретичних ре-

зультатiв для систем з марковськими стрибками можна знайти, наприклад,

у [136], [138]. В [135] розглядається лiнiйна система наступного вигляду

ẋ(t) = (A(ξ(t)) + ∆A(ξ(t)))x(t) + (B(ξ(t)) + ∆B(ξ(t)))u(t), t ≥ 0,

x(0) = x0, ξ(0) = ξ0.

Тут x ∈ Rn – вектор стану, ξ – ланцюг Маркова зi скiнченною кiлькiстю

станiв, A,B – вiдомi сталi матрицi для кожного фiксованого ξ; ∆A,∆B –

невизначенi матрицi, якi вiдповiдають певнi умови; u ∈ Rm – керування. Для

такої системи розв’язано задачу синтезу оптимального керування з постiйним
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оберненим зв’язком. У [133] розв’язана задача оптимального керування для

лiнiйної стохастичної системи Iто з невизначенiстю вигляду

ẋ(t) = (A(ξ(t)) + ∆A(ξ(t)))x(t) + (B(ξ(t))+

+∆B(ξ(t)))u(t) + (ξ(t))x(t)w(t), t ≥ 0,

x(0) = x0, ξ(0) = ξ0.

Тут i нижче w(t), t ≥ 0 - вiнерiв процес.

Великий внесок у розробку систем з марковським параметрами внiс Кац

[139]. В його викладках марковський процес може бути або ланцюгом Марко-

ва, або суто розривним процесом Маркова, або неперервним процесом Марко-

ва. Крiм того, доцiльно розглянути випадок збурень iмпульсного типу, коли,

наприклад, моменти часу, в якi можливi розриви фазових траєкторiй процесу,

вiдомi заздалегiдь. Для детермiнованих та рiзницевихких систем ця ситуацiя

була детально вивчена в [140].

Стохастичнi системи випадкової структури за Кацом [139] з iмпульсними

марковськими збуреннями за Царковим були розглянутi в [141–144]. Дослi-

джено стiйкiсть у рiзних iмовiрнiсних сенсах та вирiшено проблему опти-

мальної стабiлiзацiї, розв’язком якої є оптимальне керування, яке стабiлiзує

систему до стохастично стiйкої. У цих роботах припускалась вiдсутнiсть то-

чки згущення, але в [145–147] було доведено iснування та єдинiсть розв’язку

системи диференцiальноно-рiзницевих рiвнянь iз марковськими параметрами

та перемиканнями за наявностi точок згущення. Тому ми можемо розглянути

проблему стабiлiзацiї та оптимального керування для таких систем.

Далi, в теорiї керування є задачi побудови керування, яке мiнiмiзує де-

який функцiонал якостi. Ця задача є ширшою, нiж задача оптимальної ста-

бiлiзацiї, яка передбачає, крiм мiнiмiзацiї функцiонала, стабiлiзацiю системи.

Монографiя [148] – одна з основних робiт, в якiй представлена загальна те-

орiя керованих процесiв та теорiя керованих стохастичних диференцiальних

рiвнянь. Тут розглядаються класичнi задачi про оптимальну зупинку випад-

кових процесiв, подано строге доведення виведення рiвнянь Беллмана [149]

та їх застосування для побудови оптимальних керувань.
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У [153] розглянуто керованi системи зi скiнченною пiслядiєю детермiно-

ваного та стохастичного типу. Стаття [154] присвячена синтезу оптимального

керування лiнiйними стохастичними динамiчними системами зi скiнченною

пiслядiєю та пуассоновими збуреннями.

У [125] отримано загальний вигляд рiвняння Беллмана та функцiона-

ла Беллмана для стохастичної динамiчної системи випадкової структури з

марковськими перемиканням, що дає достатнi умови iснування оптимально-

го керування, а в [155] вирiшено проблему синтезу оптимального керування

для таких систем.

У [152], [153] моменти перемикань марковських процесiв вважаються вi-

домими, однак у багатьох випадках можливi також стрибкоподiбнi змiни тра-

єкторiй процесу i у випадковi моменти. Такi ситуацiї адекватно описуються

доданком типу iнтеграла за випадковою пуассоновою мiрою.

Робота [157] присвячена синтезу оптимального керування стохастичними

динамiчними системами випадкової структури, що знаходяться пiд впливом

iмпульсних перемикань типу Маркова у вiдомi моменти часу з урахуванням

пуассонових збурень, якi дозволяють описати розриви траєкторiй у випадковi

моменти часу.

6.3.1 Достатнi умови оптимальностi

Розглянемо стохастичну систему випадкової структури, яка задана стохасти-

чним диференцiальним рiвнянням Iто

dx(t) = a(t, ξ(t), x(t), u(t))dt+ b(t, ξ(t), x(t), u(t))dw(t)+

+

∫
Rm

c(t, ξ(t), x(t), u, z)ν̃(dz, dt), t ∈ R+\K, (6.45)

з марковськими перемиканнями

∆x(t) |t=tk = g(tk−, ξ( tk−), ηk, x(tk−)), (6.46)

tk ∈ K = {tn ⇑}, n = 0, 1, 2, ..., , lim
n→∞

tn = +∞.

i початковими умовами

x(t0) = x0 ∈ Rm, ξ(t0) = y ∈ Y, ηk0
= h ∈ H. (6.47)
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Тут ξ(t)− марковський процес iз значеннями в просторiY := {y1, ..., yN},
{ηk, k ≥ 0} − ланцюг Маркова зi значеннями в просторiH; x : [0,+∞)×Ω→
Rm; w(t) − m-вимiрний стандартний вiнерiв процес; ν̃(dz, dt) = ν(dz, dt) −
Eν(dz, dt) – центрована пуассонова мiра; процеси w, ν, ξ и η незалежнi в

сукупностi [125], [155].

Траєкторiї процесу x(t), t ≥ 0 належать простору Скорохода D [148],

керування u(t) := u(t, x(t)) : [0;T ]×Rm → Rm − m-вимiрна функцiя з класу

U допустимих керувань [150]; коефiцiєнти a : R+ × Y × Rm × Rm → Rm,

b : R+ ×Y × Rm × Rm → Rm × Rm, c : R+ ×Y × Rm × Rm × Rm → Rm

i функцiя g : R+ × Y ×H × Rm → Rm вимiрнi за сукупнiстю змiнних i за

фазовою змiнною задовольняють умову Липшиця.

Введемо послiдовнiсть функцiй vk(t, x) : [t0, T ] × Rm → R1, k ≥ 0;

позначимо V := {f(t, x) : f ∈ C1,2(R+ ×Rm)}.
На функцiях vk(t, x) ∈ V визначимо слабкий iнфiнiтезимальний опера-

тор [125]

Lvk(t, x) = lim
∆→0+

1

∆
{Et,xvk(t+ ∆, x(t+ ∆, tk, y, h, u))− vk(t, x)} , (6.48)

де x(t, tk, y, h, u) − сильний розв’язок (6.45) на t ∈ [tk, tk+1) при керуваннi

uk ∈ U , яке побудовано на промiжку [tk, tk+1).

Задача оптимального керування полягає у знаходженнi керування u0
k, k ≥

0, з множини допустимих керувань U такого, яке б мiнiмiзувало функцiонал

якостi [150]

I(u0
k) := Iu

0
k(t, x) := inf

U

 N̄∑
k=0

Etk,xk

{
F (x(T )) +

∫ T

t

G(s, x, u(s, x))ds

} ,

где F (x) ≥ 0;G(t, x, u) ≥ 0, Et,x{f} = E{f/x(t) = x}.
Для отримання достатнiх умов оптимальностi потрiбно використати де-

кiлька допомiжних тверджень.

Лема 6.5. [157] Нехай:

1. виконується умова

|a(t, y, x1, u)− a(t, y, x2, u)|+ |b(t, y, x1, u)− b(t, y, x2, u)|+
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+

∫
Rm

|c(t, y, x1, u, z)− c(t, y, x2, u, z)|Π(dz)+

+ |g(t, y, h, x1)− g(t, y, h, x2)| ≤ L |x1 − x2| , L > 0,

при ∀t ∈ [0, T ], y ∈ Y, h ∈ H i умова

|a(t, y, 0, u)|+ |b(t, y, 0, u)|+ |g(t, y, 0, u)|+

+

∫
Rm

|c(t, y, 0, u, z)|Π(dz) = L1 <∞;

1. iснує послiдовнiсть функцiй vk : [0, T ]×Rm → R1, k ≥ 0, з класу V ;

2. для s ∈ [tk, T ] визначено слабкий iнфiнiтезимальний оператор Lvk(s, x)

на розв’язках (6.45)-(6.47).

Тодi ∀ t̃1, t̃2 ∈ [t0, T ] має мiсце рiвнiсть

Etk,xkvk(t̃2, x(t̃2))− Etk,xkvk(t̃1, x(t̃1)) =

∫ t̃2

t̃1

Etk,xkLvk(s, x(s))ds. (6.49)

Лема 6.6. [157] Нехай:

1. виконуються умови 1) i 2) леми 6.5;

2. ∀ t ∈ [t0, T ], ∀vk ∈ V , k ≥ 0, має мiсце рiвняння

Lvk(t, x) +G(t, x, uk(t, x)) = 0 (6.50)

з крайовою умовою

vk(T, x) = 0, k ≥ 0, (6.51)

де Lvk(t, x) – слабкий iнфiнiтезимальний оператор, визначений формулою

(6.48).

Тодi vk ∈ V , k ≥ 0, можна задати у виглядi

vk(t, x) = Etk,xk

{∫ T

t

G(s, x, u(s, x))ds

}
, t ∈ [tk, T ].

Теорема 6.3. [157] Нехай:

1) ∃ сильний розв’язок задачi (6.45)-(6.47);
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2) iснують послiдовнiсть функцiй vk ∈ V , k ≥ 0, i керування u0
k ∈ U ,

k ≥ 0, якi задовольняють при всiх t ∈ [tk, T ] i всiх допустимих керуваннях

uk ∈ U, k ≥ 0, рiвняння

Lvk(t, x) +G(t, x, u0
k(t, x)) = 0 (6.52)

з крайовою умовою

vk(T, x) = F (x(T )); (6.53)

3) ∀ t ∈ [0, T ], ∀uk ∈ U, k ≥ 0, справедлива нерiвнiсть

Lvk(t, x) +G(t, x, uk(t, x)) ≥ 0,

де L = L(t, x, u) – слабкий iнфiнiтезимальний оператор (6.48) на розв’яз-

ках задачi (6.45)-(6.47). Тодi керування u0
k(t, x) є оптимальним у розумiннi

критерию якостi Iu0
k(0, x0), тобто ∀ t ∈ [t0, T ] маємо

Iu
0
k(t, x) = inf

u∈U
Iu(t, x) = vk(t, x).

Послiдовнiсть функцiй vk(t, x) назвемо вартiстю керування, або функцi-

єю Беллмана, а рiвняння (6.52) можна записати у виглядi рiвняння Беллмана

inf
u∈U

[L(t, xk, u)vk(t, xk) +G(t, xk, u)] = 0.

6.3.2 Загальний розв’язок задачi оптимального керування

Згiдно з [141], [142], [156], слабкий iнфiнiтезимальний оператор (6.48) в

силу системи (6.45)–(6.47) має вигляд

Lvk(t, x) =
∂vk(t, x)

∂t
+ (∇vk(t, x), a(t, y, x, u))+

+
1

2
Sp(bT (t, y, x, u) · ∇2vk(t, x) · b(t, y, x, u))+

+

∫
Rm

[vk(t, x+ c(t, y, x, u, z))− vk(t, x)− (∇vk(t, x))T · c(t, y, x, u, z)]Π(dz)+

+
N∑
j 6=i

[∫
Rm

vj(t, x)pij(t, z/x)dz − vi(t, x)

]
qij, (6.54)
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де ( · , · )– скалярний добуток, (∇vk) :=
(
∂vk
∂x1
, ..., ∂vk

∂xm

)T
, (∇2vk) :=

[
∂2vk
∂xi∂xj

]m
i,j=1

,

k ≥ 0, ; T – знак транспонування, Sp – слiд матрицi, pij (t, z/x) – умовна

щiльнiсть

P{x(τ) ∈ [z, z + dz] / x(τ − 0) = x} = pij(τ, z/x)dz + o(dz)

в припущеннi, що в момент τ змiни параметра ξ системи (6.45) вiдбувається

випадкова стрибкоподiбна змiна фазового вектора x(τ − 0) = x, x(τ) = z и

yi → yj.

Перше рiвняння для v0
k(t, x), k ≥ 0, можна отримати, пiдставивши (6.54)

в (6.52). Тодi шукане рiвняння в точках (tk, yi, x, h) набуде вигляду

∂v0
k(t, x)

∂t
+

(
∂v0

k(t, x)

∂x

)T
· a(t, yi, x, u)+

+
1

2
Sp

(
bT (t, yi, x, u) · ∂

2v0
k(t, x)

∂x2
· b(t, yi, x, u)

)
+

+

∫
Rm

[v0
k(t, x+c(t, yi, x, u, z))−v0

k(t, x)−
(
∂v0

k(t, x)

∂x

)T
·c(t, yi, x, u, z)]Π(dz)+

+
N∑
j 6=i

[∫
Rm

v0
j (t, x)pij(t, z/x)dz − v0

i (t, x)

]
qij +G(t, x, u) = 0 (6.55)

з крайовою умовою

v0
k(T, x) = F (x(T )).

Друге рiвняння для оптимального керування u0
k(t, x) ожержимо з (6.55)

диференцiюванням за змiнною u, оскiльки u = u0
k, k ≥ 0, забезпечує мiнiмум

лiвої частини (6.55): [(
∂v0

k(t, x)

∂x

)T
· ∂a(t, yi, x, u)

∂u
+

+
1

2
Sp

[(
∂b(t, yi, x, u)

∂u

)T
· ∂

2v0
k(t, x)

∂x2
· b(t, yi, x, u)+

+bT (t, yi, x, u) · ∂
2v0
k(t, x)

∂x2
· ∂b(t, yi, x, u)

∂u

]
+
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+
∂

∂u

[∫
Rm

[v0
k(t, x+ c(t, yi, x, u, z))− v0

k(t, x)−

−
(
∂v0

k(t, x)

∂x

)T
· c(t, yi, x, u, z)]Π(dz)

]

+

(
∂G(t, x, u)

∂u

)T]∣∣∣∣∣
u=u0

k

= 0, (6.56)

де ∂a
∂u –m×m-матриця Якобi, складена з елементiв

{
∂an
∂us
, n = 1,m, s = 1,m

}
( ∂b∂u – аналогiчно),

(
∂G
∂u

)
≡
(
∂G
∂u1
, ..., ∂G

∂ur

)
, k ≥ 0, нижнiй iндекс бiля a i u

позначає вдповiдну координату елемента m-вимiрного простору.

6.3.3 Оптимальне керування лiнiйних стохастичних

динамiчних систем випадкової структури з марковськими

перемиканнями

Розглянемо задачу оптимального керування лiнiйною стохастичною ди-

намiчной системою випадкової структури, заданою стохастичним диференцi-

альним рiвнянням

dx(t) = [A(t, ξ(t))x(t) +B(t, ξ(t))u(t)]dt+ σ(t, ξ(t))x(t)dw(t)+

+

∫
Rm

C(t, ξ(t), z)x(t)ν̃(dz, dt), t ∈ R+\K, (6.57)

з марковськими перемиканнями

∆x(t) |t=tk = g(tk−, ξ( tk−), ηk, x(tk−)), (6.58)

i початковими умовами

x(0) = x0 ∈ Rm, ξ(0) = y ∈ Y, η0 = h ∈ H. (6.59)

Тут A, B, σ, C – кусково-неперервнi та iнтегровнi матричнi функцiї

вiдповiдних розмiрностей.

Задача оптимального керування системою (6.57)–(6.59) полягає в знахо-

дженнi керування u0
ik, i ∈ {1, ...N}, k ≥ 0, з множини допустимих керувань
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U такого, яке б мiнiмiзувало функцiонал

I(uik) := Iuik(t, x) :=
N̄∑
k=0

Etk,xk

{
xT (T )M0(ξ(t), ηk)x(T )+

+

∫ T

t

[uT (s)M1(s, ξ(s), ηk)u(s) + xT (s)M2(s, ξ(s), ηk)x(s)]ds

}
, (6.60)

де m ×m-матриця M1(t, ξ(t), ηk) рiвномiрно додатно визначена за t ∈ [0, T ],

m×m-матрицi M0(ξ(t), ηk), M2(t, ξ(t), ηk) – невiд’ємно визначенi.

Для спрощення записiв введемо позначення

Ai(t) := A(t, yi), Bi(t) := B(t, yi), σi(t) := σ(t, yi), Ci(t, z) := C(t, yi, z),

M0ik := M0(yi, ηk),M1ik(t) := M1(t, yi, ηk),M2ik(t) := M2(t, yi, ηk).

Теорема 6.4. [157] Оптимальне керування для задачi (6.57)–(6.60) знаходи-

ться за формулою

u0
ik(t, x) = −M−1

1ik(t)B
T
i (t)Pik(t)x(t), (6.61)

де невiд’ємно визначена m × m-матриця Pik(t) := P (t, ξ(t), ηk) входить в

функцiонал Беллмана

v0
ik(t, x) = xT (t)Pik(t)x(t),

v0
ik(T, x) = xT (tk)M0ikx(tk). (6.62)

6.3.4 Побудова рiвняння Беллмана

Теорема 6.6. [157] Якщо вартiсть керування знаходимо у виглядi (6.60)

для системи (6.57)–(6.59), то система диференцiальних рiвнянь для знахо-

дження матриць Pik(t), t ∈ [tk, tk+1), i ∈ {1, ...N}, k ≥ 0 має вигляд

dPik(t)

dt
+ AT

i (t)Pik(t) + Pik(t)Ai(t)−Bi(t)M
−1
1ik(t)B

T
i (t)Pik(t)+

+

∫
Rm

Ci(t, z)Pik(t)C
T
i (t, z)Π(dz)+
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+
N∑
j 6=i

(Pjk(t)− Pik(t))qij + [M−1
1ik(t)B

T
i (t)Pik(t)]

TBT
i (t)Pik(t) +M2ik(t) = 0,

(6.63)

Sp(σTi (t)Pik(t)σi(t)) = 0, (6.64)

з крайовими умовами

Pik(T ) = M0ik. (6.65)

Далi слiд вирiшити питання про iснування розв’язку крайової задачi

(6.63)–(6.65).

Теорема 6.6. [157] Наближений розв’язок задачi синтезу оптимального ке-

рування для задачi (6.57)–(6.60) здiйснюється за допомогою метода послi-

довних наближень Беллмана, при якому n-е наближення керування i фун-

кцiонала Беллмана для кожного iнтервала [tk, tk+1), k ≥ 0, знаходять за

формулами

un(t, x) = −M−1
1 (t)BT (t)Pn(t)x(t),

vn(t, x) = xT (t)Pn(t)x(t),

vn(T, x) = xT (tk)M0x(tk), (6.66)

де Pn(t), t ∈ [tk, tk+1), – розв’язок крайової задачi (6.63)–(6.65) при T := tk+1,

причому похибка оцiнюється нерiвнiстю

max
t∈[tk,tk+1)

‖P (t)− Pn(t)‖ ≤
C

n!
, C <∞, k ≥ 1. (6.67)

Модельний приклад. Обмежуючись для простоти викладок скаляр-

ним випадком i двома станами для ланцюгiв Маркова ξ и η: ξ = [1, 2],

η = [η1, η2], задамо для системи (6.57) наступнi вихiднi данi:

1)ξ = 1, A1(t) = 3, B1(t) = 1, σ1(t) = 0.1, C1(t, z) = z2;

2)ξ = 2, A2(t) = 4, B2(t) = 1, σ2(t) = 0.2, C2(t, z) = z3.

Перехiднi ймовiрностi приймемо q12 = q21 = 0.5.
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Далi, M0, M1 и M2, якi входять в функцiонал якостi (6.60) задамо у

виглядi

M011 = M021 = M012 = M022 = 8,

M111 = 0.7,M112 = 0.8,M121 = 0.9,M122 = 0.4,

M211 = 0.5,M212 = 0.4,M221 = 1,M222 = 0.9.

Функцiонал Беллмана розглянемо у виглядi v0
ik(t, x) = Pikx

2(t), i, k ∈
{1, 2}.

Система (6.63) для знаходження Pik, i, k ∈ {1, 2}, набуде вигляду

2AiPik−B2
iM

−1
1ikPik+

2∑
j 6=i

(Pjk−Pik)qij+M−1
1ikB

2
i P

2
ik+M2ik = 0, i, k ∈ {1, 2}.

Пiдставляючи конкретнi значения A, B, M0, M1, M2 одержимо

P11 = −3, 356, P12 = 0, 163, P21 = −5, 854, P22 = −2, 255.

Таким чином, оптимальне керування в нашому випадку має вигляд

u0(t, x) =


4, 794x(t), ξ = 1, η = η1,

−0, 204x(t), ξ = 1, η = η2,

6, 504x(t), ξ = 2, η = η1,

5, 637x(t), ξ = 2, η = η2.

6.4 Застосування методу стохастичних функцiоналiв

Ляпунова–Красовського до реальних задач з

марковськими перемиканнями

У даному пунктi встановлено достатнi та необхiднi умови експоненцiй-

ної стiйкостi стохастичних диференцiально-функцiональних рiвнянь з мар-

ковськими перемиканнями. Дослiджено декiлька модельних прикладiв, що

iлюструють застосування теорем про експоненцiальну стiйкiсть

Постановка задачi

Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω,F , P ) задано випадковий процес {x(t) ≡
x(t, ω)} ⊂ Rn стохастичним диференцiально-функцiональним рiвнянням

dx(t) = A(t, ξ(t))xtdt+B(t, ξ(t))xtdw(t), ∀t ≥ t0 ≥ 0 (6.68)



135

за початковими умовами

x(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−h, 0], h > 0, (6.69)

де [x(t) ≡ x(t, ω) ∈ Rn, ∀t ≥ t0 ≥ 0, xt ≡ {x(t + θ),−h ≤ θ ≤ 0}, {ξ(t) ≡
ξ(t, ω), t ≥ 0} ⊂ Y – однорiдний марковський процес зi скiнченою кiлькiстю

станiв Y = {y1, ..., yk} та з матрицею перехiдних ймовiрностей [125]

P (τ) = P {ξ(t+ τ) = yj|ξ(t) = yi} = eπτ , (6.70)

де π = [qij] i виконуються спiввiдношення

qij ≥ 0, j 6= i, qii = −
∑
j 6=i

qij;

A,B : R+×Y →Mn(R) – матрицi, елементами яких є обмеженi та неперервнi

по t функцiї для кожного y ∈ Y .

Нехай для довiльного y ∈ Y маємо функцiонал v : R+×Cn([−h, 0], Rn)×
Y → R1.

Теорема 6.7 (пряма теорема Ляпунова).Нехай iснує функцiонал Ляпунова-

Красовського v(t, ϕ, y), для якого справедлива оцiнка

c1|ϕ(0)|2 ≤ v(t, ϕ, y) ≤ c2‖ϕ‖2 (6.71)

для c1, c2 > 0, t ∈ R+, y ∈ Y , ϕ ∈ Cn([−h, 0], Rn) та для деякої c3 > 0

виконується нерiвнiсть

(Lv)(t, ϕ, y) ≤ −c3 |ϕ(0)|2 , (6.72)

∀t ≥ 0, y ∈ Y та ∀ϕ ∈ Cn([−h, 0], Rn).

Тодi тривiальний розв’язок задачi (6.68), (6.69) є експоненцiйно стiй-

ким у середньому квадратичному.

Теорема 6.8 (обернена теорема Ляпунова). Якщо тривiальний розв’я-

зок задачi (6.68), (6.69) експоненцiйно стiйкий у середньому квадратичному,

то iснує функцiонал Ляпунова-Красовського v(t, ϕ, y), для якого справедливi

умови (6.71), (6.72).
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Модельна задача 1. Нехай на ймовiрнiсному базисi задано одновимiр-

не рiвняння випадкової структури [139]

dx(t) ≡ a(ξ(t))x(t)dt+ b(ξ(t))x(t)dω(t), (6.73)

де x(t) ≡ x(t, ω) ∈ R1 – одновимiрний випадковий процес з неперервними

реалiзацiя; ξ(t) ∈ Y ≡ {1, k} i перехiдними ймовiрностями (6.70); w(t) ≡
w(t, ω) – скалярний вiнерiв процес.

Знайдено достатнi умови експоненцiйної стiйкостi у l.i.m.

Умова

ai −
b2
i

2
< −ε, ∀i = 1, k (6.74)

є достатньою умовою для експоненцiйної стiйкостi у l.i.m рiвняння (6.73) для

кожного фiксованого ξ(t) = i; i = 1, k.

А умова

αi ≡
k∑
j>i

(j − i)qij <
βi
2
ε, i = 1, k − 1 (6.75)

забезпечує експоненцiйну стiйкiсть у l.i.m системи випадкової структури.

Модельна задача 2. Створимо стохастичну модель роботи електронної

схеми (рисунок 6.1), в режимi якої працюють бiльшiсть елементiв релейних

контактних схем [174]. Аналогiчнi схеми описують змiни електричного струму

у аварiйних режимах.

Рисунок 6.1

Позначимо через i1(t) – струм у гiлцi генератора (див. лiву сторону ри-

сунка 1), через i2(t) – струм у гiлцi катушки L2.
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Нехай процес замикання i розмикання ключа K є простим ланцюгом

Маркова y(t) ∈ Y ≡ (y1, y2) з двома станами y1 = 0 (ключ замкнений), y2 = 1

(ключ розiмкнутий) з iнтенсивностями q12, q21.

Висновок 6.1. Робота електричної схеми (рисунок 6.1) визначається

системою випадкової структури

(L1 + y(t)L2)
di1
dt

+ (r1 + y(t)r2)i1 = U ;

(L2 + y(t)L1)
di2
dt

+ (r2 + y(t)r1)i2 = y(t)U.
(6.76)

При цьому початковi данi для кожної з структур слiд задавати умовами

i1(τ) = i2(τ) = i1(τ − 0) = i2(τ − 0). (6.77)

i1(τ) = i2(τ) =
L1i1(τ − 0) + L2i2(τ − 0)

L1 + L2
. (6.78)

Висновок 6.2. Для електронної схеми (рисунок 6.1) при замиканнi клю-

ча струми i1(τ), i2(τ) змiнюються неперервно, а при замиканнi, цi струми

змiнюються стрибком.

У роботi [175] отримано достатнi умови експоненцiйної стiйкостi у сере-

дньому квадратичному.



138

ВИСНОВКИ

Основними результатами, наведеними в звiтi, є такi:

– у просторах обмежених функцiй доведено теореми про розв’язнiсть

задачi Кошi для одного ультрапараболiчного рiвняння з необмежено зроста-

ючими коефiцiєнтами та виродженнями на початковiй гiперплощинi;

– у явному виглядi знайдено фундаментальний розв’язок задачi Кошi

для ультрапараболiчного рiвняння з нескiнченно зростаючими молодшими

коефiцiєнтами та виродженнями;

– запропоновано схему декомпозицiї лiнiйних сингулярно збурених си-

стем з багатьма малими параметрами, що базується на iдеях теорiї iнтеграль-

них многовидiв повiльних та швидких змiнних;

– для лiнiйних сингулярно збурених систем з двома малими параметрами

обґрунтовано принцип зведення для дослiдження стiйкостi та запропоновано

можливiсть використання наближеного iнтегрального многовиду при дослi-

дженнi стiйкостi нульового розв’язку;

– доведено iснування перiодичних розв’язкiв автономної параболiчної

системи диференцiальних рiвнянь з малою дифузiєю на колi. Дослiджено

iснування та стiйкiсть як завгодно великого скiнченного числа циклiв пара-

болiчної системи iз малою дифузiєю;

– вивчено питання iснування та стiйкостi бiжучих хвиль рiвняння брюс-

селятора iз малою дифузiєю. Встановлено iснування та стiйкiсть бiжучих

хвиль рiвняння спiнового горiння;

– дослiджено достатнi коефiцiєнтнi умови iснування розв’язку крайової

задачi для лiнiйних та нелiнiйних диференцiальних рiвнянь iз багатьма запi-

зненнями, якi є зручними для практичної перевiрки;

– встановлено достатнi умови iснування розв’язку крайової задачi для

диференцiальних рiвнянь нейтрального типу;

– застосовано метод сплайн-функцiй дефекту 2 для апроксимацiї розв’яз-

кiв крайових задач для диференцiальних рiвнянь iз запiзненнями а нейтраль-

ного типу;
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– одержанi достатнi умови збiжностi iтерацiйного процесу для знахо-

дження наближених розв’язкiв лiнiйної крайової задачi для диференцiаль-

них рiвнянь з багатьма запiзненнями та нейтрального типу з урахуванням

можливих розривiв їхнiх похiдних;

– дослiджено схеми апроксимацiї систем лiнiйних диференцiальних рiв-

нянь iз багатьма запiзненнями. Розглянуто їх застосування для наближення

неасимптотичних коренiв квазiполiномiв, дослiдження стiйкостi розв’язкiв та

побудови коефiцiєнтних областей стiйкостi лiнiйних рiвнянь iз запiзненням;

– одержано необхiднi та достатнi умови стiйкостi в середньому квадрати-

чному сильних розв’язкiв стохастичних диференцiально-рiзницевих рiвнянь

з частинними похiдними з попарно незалежними зовнiшнiми випадковими

збуреннями типу випадкових величин;

– встановлено умови розв’язностi системи матричних диференцiальних

рiвнянь Рiккатi, що дає змогу розв’язати задачу синтезу оптимального куру-

вання для лiнiйної стохастичної динамiчної системи випадкової структури з

марковськими перемиканнями;

– дослiджено асимптотичну поведiнку сильного розв’язку лiнiйного сто-

хастичного диференцiального рiвняння Iто-Скорохода в частинних похiдних

у вiдповiдному просторi з випадковими параметрами. Доведено iснування та

отримано достатнi умови для асимптотичної стiйкостi й середньоквадрати-

чної нестiйкостi сильного розв’язку такого рiвняння;

– запропонована стохастична модель складних систем для врахування в

повному обсязi випадковостей при дослiдженнi реальних процесiв, що опису-

ються диференцiальними рiвняннями в частинних похiдних, у правiй частинi

яких враховуються не тiльки дифузiйнi збурення типу броунiвського процесу,

але й випадковi збурення iнших типiв.
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