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Р Е Ф Е Р А Т 

Звіт про НДР: 142 с., 122 джерела. 

Об’єкт дослідження – рівняння та системи рівнянь з частинними 

похідними параболічного типу, диференціально-різницеві та диференціально-

функціональні рівняння, математичні моделі процесів із запізненням та 

випадковостями. 

Мета роботи – дослідження коректної розв’язності і властивостей 

розв’язків задачі Коші та багатоточкової задачі для нових класів параболічних 

рівнянь і систем рівнянь; вивчення асимптотичної поведінки розв’язків  

диференціально-функціональних рівнянь та побудова схем апроксимації 

диференціально-різницевих рівнянь; математичне моделювання процесів із 

запізненням та випадковостями. 

Для параболічних систем з виродженням і зростаючими коефіцієнтами, а 

також ультрапараболічних рівнянь типу Колмогорова досліджені властивості 

фундаментальних розв’язків та описані класи коректності задачі Коші. 

Одержано явний вираз ФРЗК для параболічних рівнянь другого порядку, 

встановлено коректну розв’язність задачі Коші та інтегральне зображення 

розв’язків.  Означено нові класи параболічних псевдодиференціальних систем 

та побудовано для цих класів теорію коректної розв’язності задачі Коші в 

просторах нескінченно диференційованих функцій Здійснено розщеплення 

лінійної сингулярно збуреної системи із запізненням  на незалежні підсистеми, 

досліджено стійкість системи слабко зв’язаних осциляторів із запізненням. 

Побудовані схеми апроксимації систем  диференціально-різницевих рівнянь 

запізнюючого та нейтрального типів. Встановлені умови розв’язності крайових 

задач із запізненням, досліджено їх апроксимацію системами звичайних 

диференціальних рівнянь та здійснено комп’ютерне моделювання.  Побудована 

та досліджена динамічна модель теорії ризиків з неоднорідністю та 

перестрахуванням.  

Усі наведені в звіті результати є новими. Вони можуть бути використані  

як в теоретичних дослідженнях так і при обґрунтуванні методик розв’язання та  

наближеній побудові розв’язків конкретних прикладних задач. 

ПАРАБОЛІЧНІ, УЛЬТРАПАРАБОЛІЧНІ, ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ, ДИФЕ-

РЕНЦІАЛЬНО-ФУНКЦІОНАЛЬНІ, ПСЕВДОДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ, 

ВИРОДЖЕННЯ, СИНГУЛЯРНІ ЗБУРЕННЯ, ЗАДАЧА КОШІ, КРАЙОВА 

ЗАДАЧА, КОРЕКТНА, ЦІЛКОВИТА РОЗВ’ЯЗНІСТЬ, ІНТЕГРАЛЬНИЙ 

МНОГОВИД, МЕТОД УСЕРЕДНЕННЯ, МІНІМАКСНЕ ОЦІНЮВАННЯ, 

СХЕМА АПРОКСИМАЦІЇ. 
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ÏÅÐÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ, ÑÈÌÂÎËIÂ I ÑÊÎÐÎ×ÅÍÜ

Nm � ñóêóïíiñòü ïîñëiäîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiä 1 äî m;
Zm

+ � ìíîæèíà âñiõ m-âèìiðíèõ ìóëüòèiíäåêñiâ;
Cm � êîìïëåêñíèé m-âèìiðíèé ïðîñòið;
i � óÿâíà îäèíèöÿ;
n1, n2, n3 � íàòóðàëüíi ÷èñëà òàêi, ùî n3 ≤ n2 ≤ n1;
n := n1 + n2 + n3 àáî çàäàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî;
ks := (ks1, ..., ksns

) � åëåìåíò ìíîæèíè Zns
+ , s ∈ N3;

k := (k1, k2, k3) � åëåìåíò ìíîæèíè Zn
+;

|ks| := ks1 + ... + ksns
, ÿêùî ks ⊂ Zns

+ , s ∈ N3;
∂t, ∂y � îïåðàöi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó âiäïîâiäíî

çà îäíîâèìiðíèìè çìiííèìè t, y;
∂k

y � îïåðàöiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ ïîðÿäêó k > 0 çà çìiííîþ
y ∈ R;

∂k
x := ∂k

x1
. . . ∂kn

xn
, ÿêùî x ∈ Rn, k ∈ Zn

+;
Πm

H := {(t, x) ∈ Rm+1 | t ∈ H, x ∈ Rm}, ÿêùî H ⊂ R i m ∈ N;
ΠH := Πn

H ;
Φ := Φm � äåêàðòîâèé ñòåïiíü ïðîñòîðó Φ ç ïîêàçíèêîì m i

ïîêîìïîíåíòíîþ çáiæíiñòþ â Φ;
P(Φ) � ñóêóïíiñòü óñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó m, ñòîâïöi

ÿêèõ ¹ åëåìåíòàìè Φ, ç ïîåëåìåíòíîþ çáiæíiñòþ â Φ;
S � ïðîñòið Øâàðöà;
Φ′ � ïðîñòið, òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèé ç Φ;
C∞(L) � ñóêóïíiñòü óñiõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà L

ôóíêöié;
D(Rn), D � ïðîñòið óñiõ ôiíiòíèõ ôóíêöié ç C∞(Rn);
Lp(L) � ïðîñòið Ëåáåãà iíòåãðîâíèõ íà L ôóíêöié çi ñòåïåíåì p;
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Πn
τ,T := {(t, x)| t ∈ (τ, T ], x ∈ Rn};

〈f, ϕ〉 � ðåçóëüòàò äi¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f íà îñíîâíó
ôóíêöiþ ϕ;

f ∗ ϕ � îïåðàöiÿ çãîðòêè f ç ϕ;
| · | :=

√
(Re(·))2 + (Im(·))2;

|A| := max
k∈Nn l∈Nm

|akl| ó âèïàäêó, êîëè A = (akl)
n,m
k=1,l=1 � ìàòðèöÿ;

−→
0 := (0; . . . ; 0) ⊂ Zn

+;−→
1 := (1; . . . ; 1) ⊂ Zn

+;
1/−→α := (1/α1, . . . , 1/αn);
|q|∗ :=

n∑
j=1
|qj|, äå q = (q1, . . . , qn);

|x|−→α∗ :=
n∑

j=1
|xj|αj , x ∈ Rn;

qq−→α :=
n∏

j=1
q

qjαj

j , q ∈ Zn
+;

xk :=
n∏

j=1
x

kj

j , x ∈ Cn, k ∈ Zn
+;

[a; b]r � êóá ó ïðîñòîði Rr, r ∈ N, {a, b} ⊂ R;
ÔÌÐ � ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ðîçâ'ÿçêiâ;
ÔÐÇÊ � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi;
ÏÄÎ � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð;
ÏÄÐ � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ;
ÏÄÑ � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíà ñèñòåìà;
ÄÐÐ � äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ;
ÄÔÐ � äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ.
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ÂÑÒÓÏ

Ó çâiòi íàâåäåíi ðåçóëüòàòè, ÿêi îäåðæàíi ïðîòÿãîì 2006-2010 ðð. ñïiâ-
ðîáiòíèêàìè êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ×ÍÓ ïðè âèêîíàííi ÍÄÐ
"ßêiñíå äîñëiäæåííÿ òà ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñiâ, ùî îïèñóþòüñÿ
äèôåðåíöiàëüíèìè òà äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèìè ðiâíÿííÿìè". Öi äî-
ñëiäæåííÿ ¹ ïðîäîâæåííÿì âèêîíàíî¨ â 2001-2005 ðð. êàôåäðîþ ìàòåìàòè÷íîãî
ìîäåëþâàííÿ ÍÄÐ "Äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ùî îïèñóþòüñÿ
äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè ç îñîáëèâîñòÿìè òà âèðîäæåííÿìè".

Ó çâiòi ïðåäñòàâëåíi â îñíîâíîìó ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ íîâèõ êëàñiâ
ïàðàáîëi÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ òà ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì
ðiâíÿíü, àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ
ðiâíÿíü, ïîáóäîâè ñõåì àïðîêñèìàöi¨ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü, à
òàêîæ ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííþ ïðîöåñiâ ç ïiñëÿäi¹þ òà âèïàäêîâîñòÿìè.
Íàâåäåíi ðåçóëüòàòè ñòîñóþòüñÿ âèâ÷åííÿ îïèñó êëàñiâ êîðåêòíîñòi çàäà÷i Êîøi
i áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ íîâèõ êëàñiâ ïàðàáîëi÷íèõ òà åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü
i ñèñòåì ðiâíÿíü, çàñòîñóâàííþ ìåòîäiâ iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ, óñåðåäíåííÿ
òà ñõåì àïðîêñèìàöi¨ äî ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ
ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñiâ iç çàïiçíåííÿì, ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ
ôóíêöiîíàëiâ òà àíàëiçó ãðàíè÷íèõ òåîðåì òåîði¨ ðèçèêiâ.

Çâiò ñêëàäà¹òüñÿ ç 5 ðîçäiëiâ.
Ðåçóëüòàòè, ùî ïðåäñòàâëåíi â ïåðøîìó ðîçäiëi, ñòîñóþòüñÿ âèâ÷åííÿ

ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâÿçêiâ çàäà÷i Êîøi òà îïèñó êëàñiâ êîðåêòíîñòi çàäà÷i
Êîøi äëÿ óëüòðàïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òèïó Êîëìîãîðîâà, ðiâíÿíü ç îïåðàòîðîì
Áåññåëÿ, ðiâíÿíü Ôîêêåðà-Ïëàíêà-Êîëìîãîðîâà òà ñèñòåì ïàðàáîëi÷íèõ
ðiâíÿíü Ñîëîííèêîâà-Åéäåëüìàíà.

Äðóãèé ðîçäië ìiñòèòü ðåçóëüòàòè çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ
ìíîãîâèäiâ äëÿ ëiíiéíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ñèñòåì iç çàïiçíåííÿì òà äî-
ñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì
óñåðåäíåííÿ.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, ïîâ'ÿçàíi ç îçíà÷åííÿì íîâèõ
êëàñiâ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì ðiâíÿíü ÿê
ç ãëàäêèìè, òàê i òî÷êîâî-íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè ïñåâäîäèôåðåíöiþâàííÿ,
çàëåæíèìè ëèøå âiä ÷àñîâîãî ïàðàìåòðà, òà îïèñîì ÿêîìîãà øèðøèõ ìíîæèí
¨õ ãëàäêèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ñòîñîâíî ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ ìàþòü âëàñòèâîñòi, ùî
¹ õàðàêòåðíèìè äëÿ ¨õ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à òàêîæ ç ðîçâèíåííÿì
òåîði¨ ïðîñòîðiâ îñíîâíèõ i óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó Ôðåøå, ÿê ñåðåäîâèùà
äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi òà áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì.
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Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi íàâîäÿòüñÿ ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ñõåì àïðîêñèìà-
öi¨ ñèñòåì ÄÐÐ çàïiçíþþ÷îãî òà íåéòðàëüíîãî òèïiâ, à òàêîæ ñèñòåìè äèôåðåí-
öiàëüíî-ðiçíèöåâîãî òà ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ ç áàãàòüìà çàïiçíåííÿìè.

Ï'ÿòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííþ êðàéîâèõ çàäà÷
iç çàïiçíåííÿì, îòðèìàííþ ìiíiìàêñíèõ îöiíîê ôóíêöiîíàëiâ òà äîñëiäæåííþ
äèíàìi÷íî¨ ìîäåëi òåîði¨ ðèçèêiâ.

Äîñëiäæåííÿ, ðåçóëüòàòè ÿêèõ óâiéøëè äî çâiòó, âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè
âèêîíàííi ñòóäåíòàìè êóðñîâèõ, äèïëîìíèõ i ìàãiñòåðñüêèõ ðîáiò. Çà ¨õ
ìàòåðiàëàìè çàõèùåíî êàíäèäàòñüêi äèñåðòàöi¨ Ã.Ï. Iâàñþê (2008 ð., íàóêîâèé
êåðiâíèê Ñ.Ä. Iâàñèøåí), Â.Â. Ëàþêîì (2009 ð., íàóêîâèé êåðiâíèê Ñ.Ä. Iâàñè-
øåí), Î.Â. Ìàòâi¹ì (2009 ð., íàóêîâèé êåðiâíèê I.Ì. ×åðåâêî) òà äîêòîðñüêó
äèñåðòàöiþ Â.À. Ëiòîâ÷åíêîì (2009 ð., íàóêîâèé êîíñóëüòàíò Ñ.Ä. Iâàñèøåí).

Âèêîíàâöi ÍÄÐ áðàëè àêòèâíó ó÷àñòü ó ðîáîòi ìiæíàðîäíèõ òà
âñåóêðà¨íñüêèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié. Íèìè çðîáëåíî � 38 äîïîâiäåé.
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1 ÇÀÄÀ×À ÊÎØI ÄËß ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ Ç
ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒßÌÈ ÒÀ ÂÈÐÎÄÆÅÍÍßÌÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi íàâîäÿòüñÿ ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ êëàñiâ EB
1 �EB

3
óëüòðàïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òèïó Êîëìîãîðîâà; äâîõ êëàñiâ E4 òà E5 ïàðàáîëi÷-
íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, êîåôiöi¹íòè ãðóï ìîëîäøèõ ÷ëåíiâ ÿêèõ ìîæóòü
íåîáìåæåíî çðîñòàòè çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè íà íåñêií÷åííîñòi; êëàñó E6

ñèñòåì ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü Ñîëîííèêîâà�Åéäåëüìàíà.
Ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó, êðiì ïóíêòó 1.1.3, íàëåæàòü Ñ.Ä. Iâàñèøåíó òà

Â.Â. Ëàþêó [2-12], ïóíêò 1.1.3 � Ã.Ñ. Ïàñi÷íèê [13, 14]; ðåçóëüòàòè ïóíêòó
1.2.1 íàëåæàòü Ñ.Ä. Iâàñèøåíó, Ò.Ì. Ôðàòàâ÷àí, Â.Ï. Ëàâðåí÷óêó [15-19], à
ïóíêòó 1.2.2 � Ñ.Ä. Iâàñèøåíó òà Ã.Ñ. Ïàñi÷íèê [20-22]; ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó
1.3 íàëåæàòü Ñ.Ä. Iâàñèøåíó òà Ã.Ï. Iâàñþê [25-32].

1.1 Êëàñè EB
1�EB

3 óëüòðàïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òèïó Êîëìîãîðîâà

Ó ïiäðîçäiëi îçíà÷óþòüñÿ íîâi êëàñè ðiâíÿíü EB
1 �EB

3 , âêàçó¹òüñÿ íà
çâ'ÿçîê êëàñiâ ðiâíÿíü EB

1 � EB
3 ç êëàñàìè E21� E23 òà äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ

iñíóâàííÿ òà âëàñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü
iç êëàñiâ EB

1 � EB
3 , çàñòîñóâàííþ ðåçóëüòàòiâ ïðî ÔÐÇÊ äëÿ ðiâíÿíü iç êëàñiâ

EB
1 �EB

3 äî âñòàíîâëåííÿ äëÿ íèõ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi òà
iíòåãðàëüíîãî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ.

Êðiì òîãî ñôîðìóëüîâàíî äåÿêi äîäàòêîâi ðåçóëüòàòè äëÿ ðiâíÿíü iç
êëàñó EB

2 , îêðåìî ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ìîæóòü
çðîñòàòè.

1.1.1 Ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü iç êëàñiâ
EB

1� EB
3 . Êðiì ïîçíà÷åíü, ùî âõîäÿòü äî çàãàëüíîãî ñïèñêó ïîçíà÷åíü, ó öüîìó

ïiäðîçäiëi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñïåöèôi÷íi ïîçíà÷åííÿ, ÿêi áóäåìî íàâîäèòè çà
ïîòðåáîþ ¨õ âæèâàííÿ.

Íåõàé n-âèìiðíà ïðîñòîðîâà çìiííà x ñêëàäà¹òüñÿ ç n1-âèìiðíî¨ çìiííî¨
x1 := (x11, . . . , x1n1

), n2-âèìiðíî¨ çìiííî¨ x2 := (x21, . . . , x2n2
) i n3-âèìiðíî¨

çìiííî¨ x3 := (x31, . . . , x3n3
), òîáòî x := (x1, x2, x3). Òóò n1, n2 i n3 � òàêi

íàòóðàëüíi ÷èñëà, ùî n3 ≤ n2 ≤ n1 i n1 + n2 + n3 = n. Âiäïîâiäíî ç
öèì ìóëüòèiíäåêñ k ∈ Zn

+ çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi k := (k1, k2, k3), äå ks :=
(ks1, ..., ksns

) ∈ Zns
+ , s ∈ N3. Äàëi T � çàäàíå äîäàòíå ÷èñëî, Π(0,T ] := {(t, x)|t ∈

(0, T ], x ∈ Rn}, Π[0,T ] := {(t, x)|t ∈ [0, T ], x ∈ Rn}.
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Ðîçãëÿäàþòüñÿ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

(S − As(t, x, ∂x1
))u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.1s)

äå s ∈ N3,

S := ∂t −
n2∑

j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j
, (1.2)

A1(t, x, ∂x1
) :=

∑

|k1|≤2b

ak1
(t, x)∂k1

x1
, (1.3)

A2(t, x, ∂x1
) :=

n1∑

j,l=1

ajl(t, x)∂x1j
∂x1l

+

n1∑
j=1

aj(t, x)∂x1j
+ a0(t, x), (1.4)

A3(t, x, ∂x1
) :=

∑

‖k1‖≤2b

ak1
(t, x)∂k1

x1
. (1.5)

Ó âèðàçi (1.3) b � çàäàíå ÷èñëî ç N i |k1| :=
n1∑

j=1
k1j, ó (1.5) b � íàéìåíøå ñïiëüíå

êðàòíå çàäàíèõ ÷èñåë b1,...,bn1
ç N i ‖k1‖ :=

n1∑
j=1

mjk1j, äå mj := b/bj, j ∈ Nn1
.

Çìiííi t i x1 íàçèâàþòüñÿ îñíîâíèìè.
Íåõàé A0

s(t, x, ∂x1
) � ãîëîâíà ÷àñòèíà âèðàçó As(t, x, ∂x1

), òîáòî ïðè s = 1
ñóìà ÷ëåíiâ iç (1.3), äëÿ ÿêèõ |k1| = 2b, ïðè s = 2 ïåðøà ñóìà ç (1.4) i ïðè s = 3
ñóìà ÷ëåíiâ iç (1.5), äëÿ ÿêèõ ‖k1‖ = 2b.

Îçíà÷åííÿ 1.1. 1) Ðiâíÿííÿ (1.1s) íàçèâà¹òüñÿ âèðîäæåíèì ðiâíÿííÿì
òèïó Êîëìîãîðîâà, ÿêùî äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç Ls := ∂t−As(t, x, ∂x1

) ¹ â òîìó
÷è iíøîìó ñåíñi ïàðàáîëi÷íèì çà îñíîâíèìè çìiííèìè.

2) ßêùî äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè L1 i L2 ¹ ðiâíîìiðíî íà Π[0,T ] ïà-
ðàáîëi÷íèìè çà Ïåòðîâñüêèì çà îñíîâíèìè çìiííèìè, òî ðiâíÿííÿ (1.11)
íàçèâà¹òüñÿ âèðîäæåíèì ïàðàáîëi÷íèì ðiâíÿííÿì òèïó Êîëìîãîðîâà ïîðÿäêó
2b, à ðiâíÿííÿ (1.12) � óëüòðàïàðàáîëi÷íèì ðiâíÿííÿì òèïó Êîëìîãîðîâà.

3) ßêùî æ âèðàç L3 ¹ ðiâíîìiðíî íà Π[0,T ]
−→
2b := (2b1, ..., 2bn1

)-ïàðàáîëi÷íèì
çà Åéäåëüìàíîì, òî ðiâíÿííÿ (1.13) íàçèâà¹òüñÿ âèðîäæåíèì ðiâíÿííÿì òèïó
Êîëìîãîðîâà ç −→2b-ïàðàáîëi÷íîþ ÷àñòèíîþ çà îñíîâíèìè çìiííèìè.

Êëàñ ðiâíÿíü, îçíà÷åíèõ ó ïóíêòi 1), ó ìîíîãðàôi¨ [1] ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
E2, â ïóíêòi 2) � âiäïîâiäíî ÷åðåç E21 i E22, â ïóíêòi 3) � ÷åðåç E23. Ðiâíÿííÿ
iç êëàñiâ E21 i E23 ïðèðîäíî íàçèâàòè ùå óëüòðàïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè
äîâiëüíèõ ïîðÿäêiâ.

13



Ðîçãëÿäàòèìåìî äàëi ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

(SB − As(t, x, ∂x1
))u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.6s)

äå s ∈ N3;

SB := ∂t − (x,BDx) := ∂t −
n2∑

j=1

( n1∑
s=1

b1
sjx1s

)
∂x2j

−
n3∑

j=1

( n2∑
s=1

b2
sjx2s

)
∂x3j

, (1.7)

B � ìàòðèöÿ ðîçìiðó n× n , ÿêà ìà¹ âèãëÿä

B :=




O B1 O
O O B2

O O O


 , (1.8)

B1, B2 � ìàòðèöi, ñêëàäåíi âiäïîâiäíî ç äiéñíèõ ÷èñåë b1
sj, s ∈ Nn1

, j ∈ Nn2
,

b2
sj, s ∈ Nn2

, j ∈ Nn3
, O � íóëüîâi ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ ðîçìiðiâ, Dx :=

col (∂x11
, ..., ∂x1n1

, ∂x21
, ..., ∂x2n2

, ∂x31
, ..., ∂x3n3

), (·, ·) � ñêàëÿðíèé äîáóòîê â Rn;
As(t, x, ∂x1

) � âèðàçè, âèçíà÷åíi â (1.3)�(1.5).
Äëÿ ðiâíÿíü (1.6s) ïðèïóñêàþòüñÿ âèêîíàíèìè òàêi óìîâè:
α1) ìàòðèöÿ (1.8), â ÿêié áëîêè B1 i B2 çàïèñàíi âiäïîâiäíî ó âèãëÿäi(

B1
1

B1
2

)
i
(

B2
1

B2
2

)
, äå B1

1 , B1
2 , B2

1 i B2
2 � ìàòðèöi âiäïîâiäíî ðîçìiðiâ n2 × n2,

(n1 − n2)× n2, n3 × n3 i (n2 − n3)× n3, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè det Bj
1 6= 0, j ∈ N2;

α2s) iñíó¹ òàêà ñòàëà δ > 0, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè (t, x) ∈ Π[0,T ] i σ1 ∈ Rn1

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Re A0
s(t, x, iσ1) ≤ −δKs(σ1), (1.9)

äå i � óÿâíà îäèíèöÿ, à Ks(σ1) :=
n1∑

j=1
σ

rsj

1j , r1j = 2b, r2j = 2, r3j = 2bj.

Êëàñè ðiâíÿíü (1.6s), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó α1 òà âiäïîâiäíî óìîâè α21,
α22 i α23, ïîçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç EB

1 , EB
2 i EB

3 .
Ïðèïóùåííÿ ùîäî ãëàäêîñòi êîåôiöi¹íòiâ âèðàçiâ A1�A3, ÿêi íàâåäåìî

íèæ÷å, ãàðàíòóþòü ëèøå iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü iç êëàñiâ EB
1 � EB

3 ó
ïåâíîìó ïîñëàáëåíîìó ñåíñi.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ôóíêöiÿ u íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíîþ çà Ëi â òî÷öi
(t, x) âiäíîñíî âåêòîðíîãî ïîëÿ, çàäàíîãî äèôåðåíöiàëüíèì âèðàçîì (1.7), ÿêùî
iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

(SL
Bu)(t, x) := lim

h→0

1

h
(u(γ(t, x, h))− u(γ(t, x, 0))),
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äå γ(t, x, h) := (t − h, (ehB′
x′)′), h ∈ Rn , � iíòåãðàëüíà êðèâà çàäàíîãî âåê-

òîðíîãî ïîëÿ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (t, x) (òóò i äàëi øòðèõ îçíà÷à¹
òðàíñïîíóâàííÿ ìàòðèöi). Ãðàíèöÿ (SL

Bu)(t, x) íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ Ëi âiä
ôóíêöi¨ u â òî÷öi (t, x) âiäíîñíî çàäàíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Âiäçíà÷èìî, ùî ÿêùî iñíóþòü ïîõiäíi ∂tu, ∂x2j
u i ∂x3j

u â òî÷öi (t, x), òî
(SL

Bu)(t, x) = (SBu)(t, x).
Îçíà÷åííÿ 1.3. Ôóíêöiÿ u íàçèâà¹òüñÿ L-ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.6s) â

Π(0,T ], ÿêùî iñíóþòü ó Π(0,T ] íåïåðåðâíi ïîõiäíà Ëi SL
Bu òà çâè÷àéíi ïîõiäíi çà

x1, ÿêi âõîäÿòü ó âèðàç As, i â êîæíié òî÷öi (t, x) ∈ Π(0,T ] çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ
ðiâíÿííÿ

(SL
B − As(t, x, ∂x1

))u(t, x) = f(t, x).

Íàäàëi â öüîìó ðîçäiëi ïiä ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü (1.6s) ðîçóìiþòüñÿ L-
ðîçâ'ÿçêè, à ïiä âèðàçîì SBu � ïîõiäíà Ëi SL

Bu .
Çàóâàæèìî, ùî êîëè êîåôiöi¹íòè âèðàçiâ A1 � A3 íå çàëåæàòü âiä ïðîñòî-

ðîâèõ çìiííèõ, L-ðîçâ'ÿçêè ¹ êëàñè÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ñòðóêòóðó ìàòðèöi B, îïèñàíó â óìîâi α1, ìà¹ìî

(ehB′
x′)′ = X(h) := (X1(h), X2(h), X3(h)),

Xs(h) := (Xs1(h), ..., Xsns
(h)), s ∈ N3,

X1j(h) := x1j, j ∈ Nn1
, X2j(h) := x2j + h

n1∑

k=1

b1
kjx1k, j ∈ Nn2

,

X3j(h) := x3j + h

n2∑
s=1

b2
sjx2s +

h2

2

n1∑

k=1

n2∑
s=1

b2
sjb

1
ksx1k, j ∈ Nn3

,

γ(t, x, h) = (t− h,X(h)), h ∈ R. (1.10)

Ùîá ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíi ïðèïóùåííÿ ùîäî êîåôiöi¹íòiâ âèðàçiâ
A1�A3, ââîäÿòüñÿ âiäïîâiäíi ïîíÿòòÿ ãåëüäåðîâèõ ôóíêöié. Äëÿ öüîãî
ðîçãëÿäàþòüñÿ ñïåöiàëüíi âiäñòàíi ìiæ òî÷êàìè x i ξ, (t, x) i (τ, ξ), äå {t, τ} ⊂
R, {x := (x1, x2, x3), ξ := (ξ1, ξ2, ξ3)} ⊂ Rn, {xs := (xs1, ..., xsns

), ξs :=

(ξs1, ..., ξsns
)} ⊂ Rns. Ïðèéìà¹òüñÿ, ùî ds(x, ξ) äîðiâíþ¹

3∑
l=1
|xl − ξl|1/(2b(l−1)+1)

äëÿ s = 1,
3∑

l=1
|xl − ξl|1/(2l−1) äëÿ s = 2 i

3∑
l=1

nl∑
j=1
|xlj − ξlj|1/(2b(l−1)+mj) äëÿ s = 3, à

ds(t, x; τ, ξ) := |t− τ |1/rs + ds(x, ξ), s ∈ N3, (1.11)

äå r1 := 2b, r2 := 2 i r3 := 2b.
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Äëÿ ïðèðîñòiâ ôóíêöié âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîçíà÷åííÿ òèïó
∆ξ

xf(·, x) := f(·, x)− f(·, ξ), ∆τ,ξ
t,xf(t, x, ·) := f(t, x, ·)− f(τ, ξ, ·).

Îçíà÷åííÿ 1.4. Ôóíêöiÿ f(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ], íàçèâà¹òüñÿ Bs-ãåëüäåðî-
âîþ ç ïîêàçíèêîì α ∈ (0, 1] â Π[0,T ], ÿêùî iñíó¹ òàêà ñòàëà Hs > 0, ùî äëÿ
áóäü-ÿêèõ {(t, x), (τ, ξ)} ⊂ Π[0,T ] âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|∆τ,ξ
t,xf(t, x)| ≤ Hs (ds(t,X(t− τ); τ, ξ))α ,

äå s ∈ {1, 2, 3}, X(t− τ) îçíà÷åíî ôîðìóëàìè (1.10), à ds � ôîðìóëàìè (1.11).
Êðiì óìîâ α1 i α2s, âèêîðèñòîâóþòüñÿ ùå òàêi óìîâè:
α3s) êîåôiöi¹íòè âèðàçó As(t, x, ∂x1

) îáìåæåíi òà Bs-ãåëüäåðîâi ç ïîêàçíè-
êîì α ∈ (0, 1) â Π[0,T ];

α4s) êîåôiöi¹íòè âèðàçó As(t, x, ∂x1
) ìàþòü îáìåæåíi òà Bs-ãåëüäåðîâi ç

ïîêàçíèêîì α ∈ (0, 1) â Π[0,T ] ïîõiäíi òîãî ñàìîãî âèãëÿäó, ïðè ÿêèõ âîíè ñòîÿòü.
Âêàæåìî íà çâ'ÿçîê êëàñiâ ðiâíÿíü EB

1 � EB
3 ç êëàñàìè E21� E23. Ó

ðiâíÿííÿõ (1.6s) çäiéñíþ¹òüñÿ çàìiíà çìiííèõ

x̂1j :=





n2∑
s=1

(
n1∑

k=1
b1
ksx1k

)
b2
sj, j ∈ Nn3

,

n1∑
k=1

b1
kjx1k, j ∈ {n3 + 1, ..., n2},

x1j, j ∈ {n2 + 1, ..., n1};

x̂2j :=





n2∑
s=1

b2
sjx2s, j ∈ Nn3

,

x2j, j ∈ {n3 + 1, ..., n2};
x̂3j := x3j, j ∈ Nn3

,

ÿêà êîðîòêî çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

x̂′ = Ux′, U :=




U1 O O

O U2 O

O O U3


 , (1.12)

äå Us � ìàòðèöÿ ðîçìiðó ns × ns, à O � íóëüîâi ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ ðîçìiðiâ.
Íà ïiäñòàâi óìîâè α1 öÿ çàìiíà ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Ïiñëÿ ðåàëiçàöi¨ çàìiíè (1.12) ðiâíÿííÿ (1.6s) ïåðåõîäÿòü ó ðiâíÿííÿ
(SB̂ − Âs(t, x̂, ∂x̂1

))û(t, x̂) = f̂(t, x̂), (t, x̂) ∈ Π(0,T ], (1.13s)

â ÿêèõ

B̂ :=




O B̂1 O

O O B̂2

O O O


 , B̂1 :=

(
In2

O

)
, B̂2 :=

(
In3

O

)
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(Ir � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó r); Âs(t, x̂, ∂x̂1
) � äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè

òîãî ñàìîãî âèãëÿäó, ùî é âèðàçè As(t, x, ∂x1
), ¨õíi êîåôiöi¹íòè âk1

, âjs, âj i
â0 âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç âèðàæåíi â íîâèõ çìiííèõ x̂ êîåôiöi¹íòè ak1

, ajs, aj i a0

òà åëåìåíòè ìàòðèöü B1 i B2. Ïðè öüîìó ç óìîâ α2s, α3s, α4s âèïëèâàþòü äëÿ
ðiâíÿíü (1.13s) âiäïîâiäíî óìîâè α̂2s, α̂3s, α̂4s, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ïîïåðåäíiõ
ëèøå òèì, ùî â íèõ X(h) çàìiíåíî íà X̂(h) := (UX ′(h))′, äå

X̂l(h) := (UlX
′
l(h))′, X̂lj(h) :=

l−1∑
r=0

1

r!
hrx̂(l−r)j, l ∈ N3.

Îòæå, çà äîïîìîãîþ çàìiíè (1.12) ðiâíÿííÿ (1.6s), äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ
óìîâè α2s, α3s, α4s, çâîäÿòüñÿ äî ðiâíÿíü (1.13s), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
α̂2s, α̂3s, α̂4s. Îñòàííi ðiâíÿííÿ íàëåæàòü äî êëàñiâ E2s, s ∈ N3.

Ñôîðìóëþ¹ìî ðåçóëüòàòè ïðî ÔÐÇÊ äëÿ ðiâíÿíü (1.6s), s ∈ N3. Ùîá ¨õ
íàâåñòè, çàïðîâàäèìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

M1 :=
3∑

l=1

(l−1+1/(2b))nl, M2 :=
3∑

l=1

(l−1/2)nl, M3 :=
3∑

l=1

nl∑
j=1

(l−1+1/(2bj));

‖k1‖s :=

{ |k1| äëÿ s ∈ N2,

‖k1‖ äëÿ s = 3,
k1 ∈ Zn1

+ ;

E(1,1)
c (t, x; τ, ξ) := exp{−c

3∑

l=1

(t− τ)1−ql|Xl(t− τ)− ξl|q},

E(1)
c (t, x; τ, ξ) := exp{−c(t− τ)1−q|x1 − ξ1|q}

∞∑

l=0

(ĈΓ(α/(2b))×

×(t− τ)α/(2b))l(Γ(lα/(2b)))−1E
(1,1)
cδl

0
(t, x; τ, ξ),

E(2)
c (t, x; τ, ξ) := exp

{
−c

3∑

l=1

(t− τ)1−2l|Xl(t− τ)− ξl|2
}

,

E(3)
c (t, x; τ, ξ) := exp{−c

n1∑

k=1

(t− τ)1−qk|x1k − ξ1k|qk}×

×
∞∑

l=0

(ĈΓ(α/(2b))(t− τ)α/(2b))l(Γ(lα/(2b)))−1E
(3,1)
cδl

0
(t, x; τ, ξ),

E(3,1)
c (t, x1; τ, ξ1) := exp{−c

3∑

l=1

nl∑

k=1

(t− τ)1−qkl|Xlk(t− τ)− ξlk|qk},
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äå 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn; c, Ĉ i δ0 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, ïðè÷îìó
δ0 < 1; ÷èñëî α ç óìîâè α3s; Γ � ãàììà-ôóíêöiÿ Åéëåðà; q := 2b/(2b − 1),
qk := 2bk/(2bk − 1).

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿäàþòüñÿ ðiâíÿííÿ

(SB − As(t, ∂x1
))u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.14s)

â ÿêèõ s ∈ N3, à êîåôiöi¹íòè íå çàëåæàòü âiä ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ i çàäîâîëü-
íÿþòü òàêó óìîâó:

βs) êîåôiöi¹íòè âèðàçó As(t, ∂x1
) íåïåðåðâíi íà [0, T ] òà iñíó¹ òàêà ñòàëà

δ > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ t ∈ [0, T ] i σ1 ∈ Rn1 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (1.9), â
ÿêié A0

s(t, x, iσ1) çàìiíåíî íà A0
s(t, iσ1).

Ùîá ñôîðìóëþâàòè âiäïîâiäíó òåîðåìó 1.1 ïðî ïîâíå àíàëiòè÷íå îïèñàííÿ
ÔÐÇÊ äëÿ ðiâíÿíü (1.14s), çàïðîâàäèìî ùå òàêi ïîçíà÷åííÿ:

M
(s)
kl :=





3∑
r=1

(2b(r − 1) + 1)(|kr|+ |lr|)/(2b) äëÿ s = 1,

3∑
r=1

(2r − 1)(|kr|+ |lr|)/2 äëÿ s = 2,

3∑
r=1

nr∑
j=1

(2b(r − 1) + mj)(krj + lrj)/(2b) äëÿ s = 3,

ÿêùî {k, l} ⊂ Zn
+, k := (k1, k2, k3), l := (l1, l2, l3), kr := (kr1, ..., krnr

), lr :=
(lr1, ..., lrnr

), r ∈ N3;

x
(s)
t :=





(t−1/(2b)x1, t
−1−1/(2b)x2, t

−2−1/(2b)x3) äëÿ s = 1,

(t−1/2x1, t
−3/2x2, t

−5/2x3) äëÿ s = 2,

(t−1/(2b1)x11, ..., t
−1/(2bn1

)x1n1
, t−1−1/(2b1)x21, ..., t

−1−1/(2bn2
)x2n2

,

t−2−1/(2b1)x31, ..., t
−2−1/(2bn3

)x3n3
) äëÿ s = 3,

ÿêùî x := (x1, x2, x3) ∈ Rn, xr := (xr1, ..., xrnr
), r ∈ N3; Y (t) � òî÷êà, ïîáóäîâàíà

çà çìiííîþ y òàê ñàìî, ÿê òî÷êà X(t) çà çìiííîþ x ó (1.10);

Ê(s)
c (t, x; τ, ξ) :=





E
(1,1)
c (t, x; τ, ξ) äëÿ s = 1,

E
(2)
c (t, x; τ, ξ) äëÿ s = 2,

E
(3,1)
c (t, x; τ, ξ) äëÿ s = 3.

Òåîðåìà 1.1. Íåõàé s ∈ N3 i âèêîíóþòüñÿ óìîâè α1, βs, òîäi ¹ ïðàâèëü-
íèìè òàêi òâåðäæåííÿ:

1) äëÿ ðiâíÿííÿ (1.14s) iñíó¹ ¹äèíèé ÔÐÇÊ Gs;
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2) ôóíêöiÿ Gs òà ¨¨ ïîõiäíi äîïóñêàþòü ïðîäîâæåííÿ â êîìïëåêñíèé ïðîñ-
òið Cn i äëÿ öèõ ïðîäîâæåíü ¹ ïðàâèëüíèìè ôîðìóëè

∂k
x∂

l
ξGs(t, x + iy; τ, ξ + iη) = (t− τ)−Ms−M

(s)
kl ×

×Ω
(s)
kl (t, τ, z)|

z=(X(t−τ)−ξ)(s)t−τ+i(Y (t−τ)−η)(s)t−τ
,

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, y, ξ, η} ⊂ Rn, {k, l} ⊂ Zn
+,

â ÿêèõ Ω
(s)
kl (t, τ, z), z := (z1, ..., zn) ∈ Cn, ïðè ôiêñîâàíèõ t i τ ¹ öiëèìè ôóíêöi-

ÿìè âiä z1, ..., zn ïîðÿäêiâ çðîñòàííÿ âiäïîâiäíî q
(s)
1 , ..., q

(s)
n i öèõ ñàìèõ ïîðÿäêiâ

ñïàäàííÿ ïðè z = x ∈ Rn, ïðè öüîìó q
(1)
j = q, q

(2)
j = 2 i q

(3)
j = pj, j ∈ Nn, äå

pj = qj äëÿ j ∈ Nn1
, pj = qr, ÿêùî j = n1 + r, r ∈ Nn2

, i pj = qr, êîëè
j = n1 + n2 + r, r ∈ Nn3

;
3) ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

∣∣∂k
x∂

l
ξGs(t, x; τ, ξ)

∣∣ ≤ Ckl(t− τ)−Ms−M
(s)
kl Ê(s)

c (t, x; τ, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, {k, l} ⊂ Zn
+, (1.15s)

äå Ckl i c � äîäàòíi ñòàëi, ÿêi çàëåæàòü òiëüêè âiä ÷èñåë n1, n2, n3, b (òiëüêè
äëÿ s = 1), b1, ..., bn (òiëüêè äëÿ s = 3), T , ìàêñèìóìiâ ìîäóëiâ êîåôiöi¹íòiâ
äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó As, ñòàëî¨ δ ç óìîâè βs òà êîåôiöi¹íòiâ ìàòðèöü
B1 i B2.

Äëÿ ðiâíÿíü (1.6s) îñíîâíîþ ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.2. Íåõàé s ∈ N3 i âèêîíóþòüñÿ óìîâè α1, α2s, α3s. Òîäi äëÿ

ðiâíÿííÿ (1 .6s) iñíó¹ ÔÐÇÊ Zs, äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|∂k1
x1

Zs(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−Ms−||k1||s/rsE(s)
c (t, x; τ, ξ), ‖k1‖s ≤ rs,

|SBZs(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−Ms−1E(s)
c (t, x; τ, ξ),

|∆x′
x ∂k1

x1
Zs(t, x; τ, ξ)| ≤ C(ds(x; x′))α

(t− τ)−Ms−(||k1||s+α)/rs×
×(E(s)

c (t, x; τ, ξ) + E(s)
c (t, x′; τ, ξ)), ‖k1‖s ≤ rs,

|∆x′
x SBZs(t, x; τ, ξ)| ≤ C(ds(x; x′))α

(t− τ)−Ms−1−α/rs×
×(E(s)

c (t, x; τ, ξ) + E(s)
c (t, x′; τ, ξ)),∣∣∣∣

∫

Rn

∂k1
x1

Zs(t, x; τ, ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ C(t− τ)−(‖k1‖s−α)/rs, 0 < ‖k1‖s ≤ rs,

∣∣∣∣
∫

Rn

SBZs(t, x; τ, ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ C(t− τ)−1+α/rs, (1.16)
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â ÿêèõ 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, x′, ξ} ⊂ Rn, C i c � äîäàòíi ñòàëi, rs òàêå ñàìå, ÿê
â (1.11).

ßêùî äîäàòêîâî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà α4s, òî äëÿ ñïðÿæåíîãî ðiâíÿííÿ

(S∗B − A∗
s(τ, ξ, ∂ξ1

))v(τ, ξ) = g(τ, ξ), (τ, ξ) ∈ Π[0,T ),

äå âèðàçè S∗B i A∗
s(τ, ξ, ∂ξ1

) ¹ ñïðÿæåíèìè âiäïîâiäíî äî SB i As(t, x, ∂x1
), iñíó¹

ÔÐÇÊ Z∗
s , ÿêèé çâ'ÿçàíèé iç Zs ðiâíiñòþ

Z∗
s (τ, ξ; t, x) = Zs(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn

(ðèñêà îçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ), i äëÿ Zs ¹ ïðàâèëüíîþ ôîðìóëà
çãîðòêè

Zs(t, x; τ, ξ) =

∫

Rn

Zs(t, x; λ, y)Zs(λ, y; τ, ξ)dy,

0 ≤ τ < λ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (1.17)

1.1.2 Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿíü iç êëàñiâ EB
1� EB

3 . Ðåçóëüòàòè ïðî
ÔÐÇÊ äëÿ ðiâíÿíü (1.6s) i (1.14s), s ∈ N3, äîçâîëÿþòü äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi
âiäïîâiäíèõ ïîòåíöiàëiâ i íà ¨õ îñíîâi äîâåñòè ðiçíîìàíiòíi òåîðåìè ïðî
êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü. Ïðè öüîìó íàéòî÷íiøi
ðåçóëüòàòè îäåðæóþòüñÿ äëÿ ðiâíÿíü (1.14s), s ∈ N3, òà (1.62), áî îöiíêè ÔÐÇÊ
äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü ¹ íàéòî÷íiøèìè.

Îçíà÷èìî ïîòåíöiàëè, íîðìè i ïðîñòîðiâè. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿäàþòüñÿ
îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ

(SB − As(t, ∂x1
))u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ], s ∈ N3, (1.18s)

òà ðiâíÿííÿ (1.62). Çãiäíî ç òåîðåìàìè 1.1 i 1.2 äëÿ öèõ ðiâíÿíü iñíóþòü ÔÐÇÊ
Gs i Z2, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóþòüñÿ âiäïîâiäíî îöiíêè (1.15s) i (1.16).

ÔÐÇÊ Gs i Z2 ïîðîäæóþòü óçàãàëüíåíi òåïëîâi ïîòåíöiàëè: iíòåãðàëè Ïóàñ-
ñîíà ôóíêöi¨ ϕ

(Psϕ)(t, x) :=

∫

Rn

Gs(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ,

(Pϕ)(t, x) :=

∫

Rn

Z2(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.19)
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iíòåãðàëè Ïóàññîíà óçàãàëüíåíî¨ ìiðè µ

(Ps0µ)(t, x) :=

∫

Rn

Gs(t, x; 0, ξ)dµ(ξ),

(P0µ)(t, x) :=

∫

Rn

Z2(t, x; 0, ξ)dµ(ξ), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.20)

òà îá'¹ìíèé ïîòåíöiàë ãóñòèíè f

(V f)(t, x) :=

t∫

0

dτ

∫

Rn

Z2(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ]. (1.21)

Îñêiëüêè ïðè |x| → ∞ ôóíêöi¨ Gs i Z2 ïðÿìóþòü äî íóëÿ, òî ãóñòèíè
ïîòåíöiàëiâ (1.19) � (1.21) ìîæóòü âiäïîâiäíî çðîñòàòè. Ïðè öüîìó ñàìi ïî-
òåíöiàëè, à îòæå, i ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü åêñïîíåíöiàëüíî çðîñòàòè ïðè |x| → ∞.
ßê âiäîìî ç ìîíîãðàôi¨ [1] â àíàëîãi÷íèõ âèïàäêàõ, ïîðÿäêè òàêîãî çðîñòàííÿ
âèçíà÷àþòüñÿ ïîðÿäêàìè ðiâíÿíü, à òèïè çðîñòàííÿ îïèñóþòüñÿ ñïåöiàëüíèìè
ôóíêöiÿìè âiä t. Äëÿ ðiâíÿíü (1.18s) i (1.62) áóäóþòüñÿ òàêi ôóíêöi¨ i ç ¨õ
äîïîìîãîþ îçíà÷óþòüñÿ íåîáõiäíi íîðìè òà ïðîñòîðè.

Ðîçãëÿíåìî íàáîðè ôóíêöié ~k(t,~a) i ~l(t), t ∈ [0, T ], ÿêi îçíà÷óþòüñÿ òàêèì
ñïîñîáîì: äëÿ ðiâíÿííÿ (1.181)

~k(t,~a) := (k1(t, a1), k2(t, a2), k3(t, a3)), ~l(t) := (l1(t), l2(t), l3(t));

ks(t, as) := c0as(c
2b−1
0 − a2b−1

s t2b(s−1)+1)1−q, s ∈ N3;

l1(t) := k1(t, a1) + 2q−1tq‖B1‖q
k2(t, a2) + 2q−1t2q(‖B1‖‖B2‖)qk3(t, a3),

l2(t) := 2q−1k2(t, a2) + 4q−1tq‖B2‖q
k3(t, a3), l3(t) := 4q−1k3(t, a3), (1.22)

äå c0 ∈ (0, c), c � ñòàëà ç îöiíîê (1.151), ~a := (a1, a2, a3) � íàáið òàêèõ íåâiä'¹ì-
íèõ ÷èñåë, ùî T < min

s∈N3

(c0/as)
(2b−1)/(2b(s−1)+1), ‖B1‖ i ‖B2‖ � íîðìè ìàòðèöü B1 i

B2 âiäïîâiäíî; äëÿ ðiâíÿíü (1.182) i (1.62) ~k(t,~a) i ~l(t) âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè
(1.22), â ÿêèõ 2b = q = 2, à c � ñòàëà ç îöiíîê (1.152) àáî (1.16); äëÿ ðiâíÿííÿ
(1.183)

~k(t,~a) := (k11(t, a11), ..., k1n1
(t, a1n1

), k21(t, a21), ..., k2n2
(t, a2n2

),

k31(t, a31), ..., k3n3
(t, a3n3

)),

~l(t) := (l11(t), ..., l1n1
(t), l21(t), ..., l2n2

(t), l31(t), ..., l3n3
(t));

ksj(t, asj) := c0asj(c
2bj−1
0 − a

2bj−1
sj t2bj(s−1)+1)1−qj ,
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j ∈ Nns
, s ∈ N3;

l1j(t) := k1j(t, a1j) + 2qj−1θ(n2 − j)tqj‖B1‖qjk2j(t, a2j)+

+2qj−2θ(n3 − j)t2qj(‖B1‖‖B2‖)qjk3j(t, a3j), j ∈ Nn1
;

l2j(t) := 2qj−1k2j(t, a2j) + 4qj−1θ(n3 − j)tqj‖B2‖qjk3j(t, a3j), j ∈ Nn2
;

l3j(t) := 4qj−1k3j(t, a3j), j ∈ Nn3
, (1.22′)

äå c0 ∈ (0, c), c � ñòàëà ç îöiíîê (1.153), ~a := (a11, ..., a1n1
, a21, ..., a2n2

, a31, ...,
a3n3

) � íàáið òàêèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, ùî

T < min
j∈Nn3

, s∈N3

(c0/asj)
(2bj−1)/(2bj(s−1)+1),

θ(τ) = 1 äëÿ τ ≥ 0 i θ(τ) = 0 äëÿ τ < 0.
Äàëi äëÿ t ≥ 0 i ξ ∈ Rn âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîçíà÷åííÿ

[~k(t,~a), ξ] :=





3∑
s=1

ks(t, as)|ξs|q äëÿ ðiâíÿííÿ (1.181),

3∑
s=1

ks(t, as)|ξs|2 äëÿ ðiâíÿíü (1.182) i (1.62),

3∑
s=1

ns∑
j=1

ksj(t, asj)|ξsj|qj äëÿ ðiâíÿííÿ (1.183).

Íåõàé p ∈ [1,∞] i u(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ], � çàäàíà êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíê-
öiÿ, âèìiðíà çà x ïðè áóäü-ÿêîìó t ∈ [0, T ]. Äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ] îçíà÷åíî
íîðìè

‖u(t, · )‖~k(t,~a)
p := ‖u(t, x) exp{−[~k(t,~a), X(t)]}‖Lp(Rn),

‖u(t, · )‖~l(t)p := ‖u(t, x) exp{−[~l(t), x]}‖Lp(Rn).

Âèêîðèñòîâóâàòèìóòüñÿ òàêi ïðîñòîðè:
L

~k(t,~a)
p , t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞], � ïðîñòîðè âèìiðíèõ ôóíêöié ϕ : Rn → C, äëÿ

ÿêèõ ¹ ñêií÷åííèìè íîðìè ‖ϕ‖~k(t,~a)
p ; L~a

p := L
~k(0,~a)
p ;

M~a � ïðîñòið çëi÷åííî àäèòèâíèõ ôóíêöié µ : B → C (óçàãàëüíåíèõ áîðå-
ëüîâèõ ìið â Rn), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

‖µ‖~a :=

∫

Rn

exp{−[~a, x]}d|µ|(x) < ∞,

äå B � σ-àëãåáðà áîðåëüîâèõ ìíîæèí â Rn, à |µ| � ïîâíà âàðiàöiÿ µ;
L
−~l(T )
1 � ïðîñòið âèìiðíèõ ôóíêöié ψ : Rn → C çi ñêií÷åííîþ íîðìîþ

‖ψ‖−~l(T )
1 := ‖ψ(x) exp{[~l(T ), x]}‖L1(Rn);
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C
−~l(T )
0 � ïðîñòið òàêèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ψ : Rn → C, ùî

|ψ(x)| exp{[~l(T ), x]}→ 0 ïðè |x| → ∞.
Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi òåîðåìè. Íàâåäåìî ñïî÷àòêó òåîðåìè äëÿ ðiâíÿíü

(1.18s), s ∈ N3, i (1.62). Ïðè öüîìó äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (1.62)
âèêîðèñòîâóâàòèìåìî óìîâè

γp) ôóíêöiÿ f : Π(0,T ] → C íåïåðåðâíà, ëîêàëüíî ãåëüäåðîâà çà x âiäíîñíî
âiäñòàíi d2(x, ξ) ðiâíîìiðíî ùîäî t òà äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ (0, T ] ¹ ñêií÷åííèìè

âåëè÷èíè ‖f(t, · )‖~k(t,~a)
p i Fp(t) :=

t∫
0
‖f(τ, · )‖~k(τ,~a)

p dτ , äå p ∈ [1,∞].

Òåîðåìà 1.3. Íåõàé s ∈ N3, p ∈ [1,∞] òà âèêîíóþòüñÿ óìîâè α1, βs.
Äëÿ áóäü-ÿêèõ ôóíêöi¨ ϕ ∈ L~a

p òà óçàãàëüíåíî¨ ìiðè µ ∈ M~a ôîðìóëè
us(t, x) = (Psϕ)(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.23)

us0(t, x) = (Ps0µ)(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.24)

âèçíà÷àþòü ¹äèíi êëàñè÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1 .18s) â øàði Π(0,T ], ÿêi ìàþòü
òàêi âëàñòèâîñòi: iñíó¹ ñòàëà C > 0, íå çàëåæíà âiä ϕ òà µ i òàêà, ùî äëÿ
äîâiëüíîãî t ∈ (0, T ]

‖us(t, · )‖~k(t,~a)
p ≤ C‖ϕ‖~ap, ‖us0(t, · )‖

~k(t,~a)
1 ≤ C‖µ‖~a;

ïðè p ∈ [1,∞) lim
t→0

‖us(t, · ) − ϕ(·)‖~l(t)p = 0, à ïðè p = ∞ i äëÿ ôóíêöi¨
(1.24) us(t, · ) →

t→0
ϕ i us0(t, · ) →

t→0
µ ñëàáêî, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ ψ âiäïîâiäíî

ç ïðîñòîðiâ L
−~l(T )
1 i C

−~l(T )
0 âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→0

∫

Rn

ψ(x)us(t, x)dx =

∫

Rn

ψ(x)ϕ(x)dx

i
lim
t→0

∫

Rn

ψ(x)us0(t, x)dx =

∫

Rn

ψ(x)dµ(x).

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ â ïåâíîìó ñåíñi îáåðíåíîþ äî òåîðåìè 1.3.
Òåîðåìà 1.4. Íåõàé s ∈ N3, âèêîíóþòüñÿ óìîâè α1, βs i u � êëàñè÷íèé

ðîçâ'ÿçîê â Π(0,T ] ðiâíÿííÿ (1 .18s), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

‖u(t, · )‖~k(t,~a)
p ≤ C, t ∈ (0, T ], (1.25)

ç äåÿêèìè ñòàëèìè C > 0 i p ∈ [1,∞]. Òîäi ïðè p ∈ (1,∞] iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ
ϕ ∈ L~a

p, à ïðè p = 1 � ¹äèíà óçàãàëüíåíà ìiðà µ ∈ M~a òàêi, ùî ðîçâ'ÿçîê u
çîáðàæó¹òüñÿ âiäïîâiäíî ó âèãëÿäi (1.23) i (1.24).
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Äëÿ íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (1.62) òåîðåìè, àíàëîãi÷íi äî òåîðåì 1.3 i 1.4,
ôîðìóëþþòüñÿ òàê.

Òåîðåìà 1.5. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè α1, α22�α42. Òîäi ¹ ïðàâèëü-
íèìè òàêi òâåðäæåííÿ:

1) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ L~a
p òà áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó γp, p ∈ [1,∞], ôîðìóëà

u(t, x) = (Pϕ)(t, x) + (V f)(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.26)

âèçíà÷à¹ ¹äèíèé L-ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1 .62 ), äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

‖u(t, · )‖~k(t,~a)
p ≤ C(‖ϕ‖~ap + Fp(t)), t ∈ (0, T ],

ïðè p ∈ [1,∞) � ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→0

‖u(t, · )− ϕ(·)‖~l(t)p = 0, (1.27)

à ïðè p = ∞ � äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ L
−~l(T )
1 ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→0

∫

Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫

Rn

ψ(x)ϕ(x)dx; (1.28)

2) äëÿ áóäü-ÿêî¨ óçàãàëüíåíî¨ ìiðè µ ∈ M~a i ôóíêöi¨ f , ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
γ1, ôîðìóëîþ

u(t, x) = (P0µ)(t, x) + (V f)(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.29)

âèçíà÷à¹òüñÿ ¹äèíèé L-ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1 .62 ), äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ
îöiíêà

‖u(t, · )‖~k(t,~a)
1 ≤ C(‖µ‖~a + F1(t)), t ∈ (0, T ],

i äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ C
−~l(T )
0 ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→0

∫

Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫

Rn

ψ(x)dµ(x). (1.30)

Òåîðåìà 1.6. Íåõàé äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ (1 .62 ) âèêîíóþòüñÿ
óìîâè α1, α22�α42, äëÿ éîãî ïðàâî¨ ÷àñòèíè f � óìîâà γp, à äëÿ éîãî L-
ðîçâ'ÿçêó u, âèçíà÷åíîãî â Π(0,T ], ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖u(t, · )‖~k(t,~a)
p ≤ C, t ∈ (0, T ], (1.31)
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ç äåÿêèìè ñòàëèìè C > 0 i p ∈ [1,∞]. Òîäi ïðè p ∈ (1,∞] iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ
ϕ ∈ L~a

p, à ïðè p = 1 � ¹äèíà óçàãàëüíåíà ìiðà µ ∈ M~a òàêi, ùî L-ðîçâ'ÿçîê u
çîáðàæó¹òüñÿ âiäïîâiäíî ó âèãëÿäi (1.26) i (1.29).

Íàñëiäîê 1.1. Íåõàé s ∈ N3, p ∈ [1,∞], âèêîíóþòüñÿ óìîâè α1 i βs, Ups

� êëàñè âñiõ êëàñè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1 .18s), ÿêi íàëåæàòü äî ïðîñòîðiâ
L

~k(t,~a)
p ÿê ôóíêöi¨ x ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t ∈ (0, T ] i äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà (1.25). Ç òåîðåì 1.3 i 1.4 âèïëèâàþòü òàêi òâåðäæåííÿ:
1) ìíîæèíàìè ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêiâ iç êëàñiâ Ups, p ∈ (1,∞], òà

U1s ¹ âiäïîâiäíî ïðîñòîðè L~a
p òà M~a i òiëüêè âîíè;

2) êëàñè Ups, p ∈ (1,∞], i U1s ¹ ìíîæèíàìè çíà÷åíü îïåðàòîðiâ Ïóàññîíà
Ps i Ps0, âèçíà÷åíèõ ôîðìóëàìè (1.19) i (1.20) íà âiäïîâiäíî ïðîñòîðàõ L~a

p i M~a,
ïðè÷îìó öi îïåðàòîðè ¹ içîìîðôiçìàìè.

Íàñëiäîê 1.2. Ç òåîðåì 1.5 i 1.6 âèïëèâàþòü òàêi òâåðäæåííÿ: çà óìîâ íà
êîåôiöi¹íòè òà ïðàâó ÷àñòèíó f ðiâíÿííÿ (1.62) iç öèõ òåîðåì

1) ïðîñòîðè L~a
p i M~a ¹ ìíîæèíàìè ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü L-ðîçâ'ÿçêiâ ðiâ-

íÿííÿ (1.62) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè öi ðîçâ'ÿçêè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.31)
ïðè p ∈ (1,∞] i p = 1 âiäïîâiäíî;

2) äëÿ çîáðàæåííÿ L-ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.62) ó âèãëÿäi (1.26) ÷è (1.29) ç
ϕ ∈ L~a

p i µ ∈ M~a íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà (1.31);
3) L-ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.62), äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.31), çàäî-

âîëüíÿþòü ïî÷àòêîâi óìîâè ïðè t = 0 â ñåíñi (1.27), (1.28) i (1.30).

1.1.3 ÔÐÇÊ äëÿ äèñèïàòèâíèõ ðiâíÿíü iç êëàñó EB
2 . Ðîçãëÿíåìî

ðiâíÿííÿ

(Lu)(t, x) :=

(
SB −

n1∑
j,s=1

ajs(t, x)∂x1j
∂x1s

−
n1∑

j=1

aj(t, x)∂x1j
−

−a0(t, x)

)
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ], (1.32)

ïðèïóñêàþ÷è éîãî äèñèïàòèâíèì çãiäíî ç íàñòóïíèì îçíà÷åííÿì, ÿêå ¹
àíàëîãîì âiäïîâiäíîãî îçíà÷åííÿ äëÿ íåâèðîäæåíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü (äèâ.
[1]).

Îçíà÷åííÿ 1.5. Ðiâíÿííÿ (1.32) íàçèâà¹òüñÿ äèñèïàòèâíèì iç êëàñó EB
2

â Π[0,T ], ÿêùî iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ D : Rn → [1,∞), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
óìîâè:

1) D(x) →∞ ïðè |x| → ∞;
2) ôóíêöi¨ ajs(t, x), {j, s} ⊂ Nn1

, ãj(t, x) := aj(t, x)(D(x))−1, j ∈ Nn1
, òà

ã0(t, x) := a0(t, x)(D(x))−2, (t, x) ∈ Π[0,T ], îáìåæåíi;
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3) ðiâíÿííÿ

(∂t −
n1∑

j,s=1

ajs(t, x)∂x1jx1s
−

n1∑

j=1

ãj(t, x)∂x1j
(−i∂y)− ã0(t, x)(−i∂y)

2)v(t, x, y) = 0

(1.33)
ç îáìåæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè òà äîäàòêîâîþ ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ y ¹ ðiâíîìið-
íî íà Π[0,T ] × R ïàðàáîëi÷íèì çà Ïåòðîâñüêèì çà îñíîâíèìè çìiííèìè t, x1, y.
Ôóíêöiÿ D ïðè öüîìó íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòèêîþ äèñèïàöi¨ ðiâíÿííÿ (1.34)

Ùîá ñôîðìóëþâàòè ðåçóëüòàòè ïðî ÔÐÇÊ äëÿ äèñèïàòèâíîãî ðiâíÿííÿ
(1.32), íàâåäåìî ïðèïóùåííÿ íà êîåôiöi¹íòè ajs, aj, {j, s} ⊂ Nn1

, òà a0.
ε1) Ðiâíÿííÿ (1.32) ¹ äèñèïàòèâíèì iç êëàñó EB

2 ó Π[0,T ] ç õàðàêòåðèñòèêîþ
äèñèïàöi¨ D.

ε2) Iñíóþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi ∂k
x1

ajs, ∂k
x1

aj, {j, s} ⊂ N1, ∂k
x1

a0, |k| ≤ 2, äëÿ
ÿêèõ ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|∂k
x1

ajs(t, x)| ≤ C(D(x))|k|(1−ε),

|∂k
x1

aj(t, x)| ≤ C(D(x))1+|k|(1−ε),

|∂l
x1

a0(t, x)| ≤ C(D(x))2+|k|(1−ε), |k| ≤ 2, (1.34)

äå C > 0, ε ∈ (0, 1); ôóíêöi¨ ajs,ãj, ã0, {i, j} ⊂ N1, ¹ íåïåðåðâíèìè çà t

ðiâíîìiðíî ùîäî x ∈ Rn.
ε3) Ïîõiäíi ∂k

x1
ajs, ∂k

x1
aj, {j, s} ⊂ Nn1

, ∂k
x1

a0, |k| ≤ 2, çàäîâîëüíÿþòü ëîêàëü-
íó óìîâó Ãåëüäåðà çà x âiäíîñíî âiäñòàíi d2(x, ξ) ðiâíîìiðíî ùîäî t ∈ [0, T ].

Äëÿ äèñèïàòèâíîãî ðiâíÿííÿ (1.32) iç êëàñó EB
2 îñíîâíîþ ¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.7. Íåõàé äëÿ ðiâíÿííÿ (1.32) âèêîíóþòüñÿ óìîâè ε1 � ε3.
Òîäi äëÿ ðiâíÿííÿ (1.32) iñíó¹ ÔÐÇÊ Z2(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn,
äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|∂k1
x1

Z(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−
n1+3n2+5n3+|k1|

2 E(2)
c (t, x; τ, ξ),

|∂k1
x1

Z(t, x; τ, ξ)| ≤ C

|k1|∑
j=0

(t− τ)−
n1+3n2+5n3+|k1|−j

2 (D(x))j(1−ε)E(2)
c (t, , x; τ, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, |k1| ≤ 2, (1.35)

äå E
(2)
c (t, x; τ, ξ) îçíà÷åíî â ïóíêòi 1.1.1.
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1.2 Äåÿêi êëàñè ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó çi
çðîñòàþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè

Ïiäðîçäië ìiñòèòü ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü çàäà÷i Êîøi äëÿ äâîõ êëàñiâ ïà-
ðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, êîåôiöi¹íòè ãðóï ìîëîäøèõ ÷ëåíiâ ÿêèõ
ìîæóòü íåîáìåæåíî çðîñòàòè çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè íà íåñêií÷åííîñòi.

Äëÿ êëàñó E4 ðiâíÿíü ç îïåðàòîðîì Áåññåëÿi òà êëàñó E5 ðiâíÿíü Ôîêêåðà�
Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà íîðìàëüíèõ ìàðêîâñüêèõ ïðîöåñiâ íàâîäÿòüñÿ ðåçóëüòàòè
ïðî ÔÐÇÊ, òåîðåìè ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi òà iíòåãðàëüíå
çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ.

1.2.1 Êëàñ E4 ðiâíÿíü ç îïåðàòîðîì Áåññåëÿ. Êëàñîì E4 íàçâåìî
êëàñ ðiâíÿíü âèãëÿäó

∂tu(t,X) =
n∑

j,l=1

ajl∂xj
∂xl

u(t,X)+

+
n∑

j=1

∂xj
(xju(t,X)) + Byu(t,X), t > 0, X ∈ Rn+1

+ , (1.36)

äå X := (x, y), x := (x1, . . . , xn) ∈ Rn, y ∈ R; ajl ∈ R, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ
A := (ajl)

n
j,l=1 ñèìåòðè÷íà é äîäàòíî âèçíà÷åíà; By := ∂2

y + ((2ν + 1)/y)∂y �
îïåðàòîð Áåññåëÿ, ν ≥ 0, y > 0; Rn+1

+ := {X ∈ Rn+1
∣∣∣y > 0}.

Ðiâíÿííÿ (1.36) ìiñòÿòü âèðîäæåííÿ, ùî ñïðè÷èíåíi, ïî-ïåðøå, íàÿâíiñòþ
â íèõ îïåðàòîðà Áåññåëÿ çà çìiííîþ y, êîåôiöi¹íò ÿêîãî íåîáìåæåíèé â îêîëi
òî÷êè y = 0, i, ïî-äðóãå, êîåôiöi¹íòè ðiâíÿíü íåîáìåæåíi íà íåñêií÷åííîñòi.

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ôóð'¹-Áåññåëÿ i ìåòîäó õàðàêòåðèñòèê çíàéäåíà òàêà
ÿâíà ôîðìóëà äëÿ ÔÐÇÊ äëÿ ðiâíÿííÿ (1.36):

G(t, x; τ, Ξ) := (2πα(t− τ))−n/22−2ν−1(Γ(ν + 1))−1(det A)−1/2(t− τ)−ν−1×

× exp{−
n∑

j,l=1

a′jl(xj − e−(t−τ)ξj)(xl − e−(t−τ)ξl)×

×(2α(t− τ))−1}T η
y [exp{−y2/(4(t− τ))}],

t < τ, (X, Ξ) ⊂ Rn+1
+ , (1.37)

äå Ξ := (ξ, η), α(t) := 1 − e−2t; a′jl, {j, l} ⊂ Nn, � åëåìåíòè ìàòðèöi, îáåðíåíî¨
äî A; T η

y � îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî çñóâó; Γ � ãàììà-ôóíêöiÿ Åéëåðà.
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Ç ôîðìóëè (1.37) âèâåäåíî îöiíêè
|∂k

x∂
l
y∂

m
ξ ∂r

ηG(t, X; τ, Ξ)| ≤ Cklmrβ(t− τ)×
×(α(t− τ))−(|k|+|m|)/2(t− τ)−(l+r)/2E(t− τ,X, Ξ)×

×Êĉ1,ĉ2
(t− τ,X, Ξ), t > τ, {X, Ξ} ⊂ Rn+1

+ ,

{k,m} ⊂ Zn
+, {l, r} ⊂ Z+, (1.38)

â ÿêèõ β(t) := (α(t))−n/2t−ν−1,
E(t,X, Ξ) := exp{−c1|x− e−tξ|2/α(t)− c2(y − η)2/t},

Êĉ1,ĉ2
(t,X, Ξ) := exp{−ĉ1|x− e−tξ|2/α(t)}T η

y [exp{−ĉ2y
2/t}],

c1 > 0, ĉ1 > 0, c2 ∈ (0, 1/4), ĉ2 := 1
4 − c2. Êðiì òîãî, âñòàíîâëåíî âëàñòèâiñòü

íîðìàëüíîñòi ÔÐÇÊ G i òàêó ôîðìóëó çãîðòêè:

G(t,X; τ, Ξ) =

∫

Rn+1
+

G(t,X; β, Σ)G(β, Σ; τ, Ξ)ζ2ν+1dσdζ,

τ < β < t, {X, Ξ} ⊂ Rn+1
+ ,

äå Σ := (σ, ζ).
Çàóâàæåííÿ 1.1. Äî ðiâíÿíü iç êëàñó E4 çâîäÿòüñÿ, çîêðåìà, ðiâíÿííÿ

âèãëÿäó

∂tv(t,X)−
n∑

j=1

(
∂2

xj
+ 2bj(xj)∂xj

+
(1

2
− x2

j

4
+ b2

j(xj) + b′j(xj)
))

v(t,X)−

−Byv(t,X) = 0, t > 0, X ∈ Rn+1
+ , (1.39)

äå bj, j ∈ N2 � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ â R i b′j � ïîõiäíà âiä bj.
Ñïðàâäi, ÿêùî ïåðåéòè âiä íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ v äî íîâî¨ ôóíêöi¨ u çà äîïîìîãîþ
çàìiíè

v(t,X) = exp{−
n∑

j=1

(Pj(xj)− x2
j/4)}u(t,X),

t > τ,X ∈ Rn+1
+ ,

äå Pj � ïåðâiñíà ôóíêöi¨ bj, òî äëÿ ôóíêöi¨ u îäåðæèìî ðiâíÿííÿ (1.36), â ÿêîìó
ajl = δjl, {j, l} ⊂ Nn, δjl � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Öÿ îáñòàâèíà äîçâîëÿ¹ îäåðæàòè
òàêó ôîðìóëó äëÿ ÔÐÇÊ Z äëÿ ðiâíÿííÿ (1.39):

Z(t,X; τ, Ξ) = exp{
n∑

j=1

(−Pj(xj) + Pj(ξj) + (x2
j − ξ2

j )/4)}G(t, X; τ, Ξ),
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t > τ, {X, Ξ} ⊂ Rn+1
+ , (1.40)

äå G � ÔÐÇÊ äëÿ ðiâíÿííÿ (1.36), â ÿêîìó ajl = δjl, {j, l} ⊂ Nn.
Íàâåäåìî òåîðåìè ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü

(1.36) i (1.39) òà iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ðiâíÿíü.
Îçíà÷èìî ñiì'¨ ñïåöiàëüíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ ôóíêöié, ÿêi øâèäêî

çðîñòàþòü ç ðîñòîì ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ. Íàëåæíiñòþ äî öèõ ïðîñòîðiâ
õàðàêòåðèçó¹òüñÿ åâîëþöiÿ â ÷àñi ðîçâ'ÿçêiâ ðîçãëÿäóâàíèõ ðiâíÿíü.

Íåõàé a1, a2 i T � ôiêñîâàíi ÷èñëà òàêi, ùî aj > 0, j ∈ N2, 0 < T <
min(1

2 ln c1+a1

a1
, c2

a2
); Π := (0, T ]× Rn+1

+ ;

k1(t, a1) :=
c1a1e

2t

c1 − a1e2tα(t)
, k2(t, a2) :=

c2a2

c2 − a2t
,

Φr(t,X) := exp{r(k1(t, a1)|x|2 + k2(t, a2)y
2)},

r ∈ {−1, 1}, t ≥ 0, X ∈ Rn+1
+ .

Íåõàé u(t,X), (t,X) ∈ Π, � çàäàíà êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ, âèìiðíà
çà Ëåáåãîì ïðè êîæíîìó t ∈ [0, T ]. Äëÿ t ∈ [0, T ] i 1 ≤ p ≤ ∞ îçíà÷èìî íîðìè

‖u(t, ·)‖k(t,a)
p := ‖u(t, ·)Φ−1(t, ·)‖Lp(Rn+1

+ ,λ) ,

‖u(t, ·)‖k(t,a),P
p :=

∥∥∥∥∥u(t,X) exp

{
n∑

j=1

Pj(xj)− |x|2
4

}
Φ−1(t,X)

∥∥∥∥∥
Lp(Rn+1

+ ,λ)

,

äå k(t, a) := (k1(t, a1), k2(t, a2)), Lp(Rn+1
+ , λ) � Lp-ïðîñòið ôóíêöié ϕ: Rn+1

+ → C
âiäíîñíî ìiðè λ, ïîâ'ÿçàíî¨ ç ìiðîþ Ëåáåãà ðiâíiñòþ

λ(A) =

∫

A

y2ν+1dxdy.

Çàóâàæèìî ïðè öüîìó, ùî äëÿ 1 ≤ p < ∞

‖ϕ‖Lp(Rn+1
+ ,λ) =

( ∫

Rn+1
+

|ϕ(X)|pdλ(X)

)1/p

=

=

( ∫

Rn+1
+

|ϕ(x, y)|py2ν+1dxdy

)1/p

.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L
k(t,a)
p i L

k(t,a),P
p ïðîñòîðè âñiõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì

êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié ϕ(X), X ∈ Rn+1
+ , äëÿ ÿêèõ ñêií÷åííi âiäïîâiäíî

íîðìè ‖ϕ‖k(t,a)
p i ‖ϕ‖k(t,a),P

p .
Íåõàé B � σ-àëãåáðà áîðåëüîâèõ ìíîæèí ïiâïðîñòîðó Rn+1

+ , a M �
ñóêóïíiñòü óñiõ çëi÷åííî àäèòèâíèõ ôóíêöié ν: B → C (óçàãàëüíåíèõ
áîðåëüîâèõ ìið), ÿêi ìàþòü ñêií÷åííó ïîâíó âàðiàöiþ |ν|(Rn+1

+ ). ßêùî äëÿ ν

ââåñòè íîðìó çà ôîðìóëîþ ‖ν‖ := |ν|(Rn+1
+ ), òî M ñòàíå áàíàõîâèì ïðîñòîðîì,

ÿêèé ìîæíà îòîòîæíèòè ç ïðîñòîðîì, ñïðÿæåíèì äî ïðîñòîðó C0(Rn+1
+ ) óñiõ

òàêèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ϕ(X), X ∈ Rn+1
+ , ùî |ϕ(X)| → 0 ïðè |X| → ∞,

ç ðiâíîìiðíîþ íîðìîþ. ×åðåç Mk(0,a) ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ óçàãàëüíåíèõ
áîðåëüîâèõ ìið µ: B → C òàêèõ, ùî ôóíêöiÿ

ν(A) =

∫

A

Φ−1(0, X)dµ(X), A ∈ B,

íàëåæèòü äî ïðîñòîðó M . Ïðè öüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ µ ∈ Mk(0,a)

‖µ‖k(0,a) :=

∫

Rn+1
+

Φ−1(0, X)d|µ|(X) < ∞.

Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ùå òàêi ïðîñòîðè:
Mk(0,a),P � ñóêóïíiñòü óñiõ óçàãàëüíåíèõ áîðåëüîâèõ ìið µ: B → C òàêèõ,

ùî

‖µ‖k(0,a),P :=

∫

Rn+1
+

exp

{
n∑

j=1

Pj(xj)− |x|2
4

}
Φ−1(0, X)d|µ|(X) < ∞;

L
−k(T,a)
1 i L−k(T,a),−P

1 � ìíîæèíè âñiõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì êîìïëåêñíîçíà÷-
íèõ ôóíêöié η(X), X ∈ Rn+1

+ , äëÿ ÿêèõ ñêií÷åííi âiäïîâiäíî íîðìè

‖η(X)Φ1(T, X)‖L1(Rn+1
+ ,λ)

i ∥∥∥∥∥η(X) exp

{
−

n∑
j=1

Pj(xj) +
|x|2
4

}
Φ1(T,X)

∥∥∥∥∥
L1(Rn+1

+ ,λ)

;

C
−k(T,a)
0 i C

−k(T,a),−P
0 � ïðîñòîðè íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié

η(X), X ∈ Rn+1
+ , òàêèõ, ùî ïðè |X| → ∞ âiäïîâiäíî Φ1(T, X)|η(X)| → 0 i

exp

{
−

n∑
j=1

Pj(xj) +
|x|2
4

}
Φ1(T,X)|η(X)| → 0.
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Ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìè ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü
(1.36) i (1.39).

Òåîðåìà 1.8. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ L
k(0,a)
p , 1 ≤ p ≤ ∞, òà

óçàãàëüíåíî¨ ìiðè µ ∈ Mk(0,a) ôîðìóëè

u(t,X) :=

∫

Rn+1
+

G(t,X; 0, Ξ)ϕ(Ξ)dλ(Ξ), (1.41)

u0(t,X) :=

∫

Rn+1
+

G(t,X; 0, Ξ)dµ(Ξ), (1.42)

(t,X) ∈ Π,

âèçíà÷àþòü ¹äèíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.36) â Π, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
∂yu(t,X)|y=0 = 0, t ∈ (0, T ], x ∈ Rn, (1.43)

i ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi: iñíó¹ ñòàëà C > 0, ÿêà íå çàëåæèòü âiä ϕ òà µ
i òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ (0, T ]

‖u(t, ·)‖k(t,a)
p ≤ C‖ϕ‖k(0,a)

p , ‖u0(t, ·)‖k(t,a)
1 ≤ C‖µ‖k(0,a);

ïðè 1 ≤ p < ∞
lim
t→0

‖u(t, ·)− ϕ‖k(t,a)
p = 0, (1.44)

à ïðè p = ∞ i äëÿ ôóíêöi¨ (1.42) u(t, ·) → ϕ, u0(t, ·) → µ, t → 0, ñëàáêî,
òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ η âiäïîâiäíî iç ïðîñòîðiâ L

−k(T,a)
1 i C

−k(T,a)
0 ïðàâèëüíi

ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→0

∫

Rn+1
+

η(X)u(t,X)dλ(X) =

∫

Rn+1
+

η(X)ϕ(X)dλ(X), (1.45)

lim
t→0

∫

Rn+1
+

η(X)u0(t,X)dλ(X) =

∫

Rn+1
+

η(X)dµ(X). (1.46)

Òåîðåìà 1.9. Íåõàé ϕ ∈ L
k(0,a),P
p , 1 ≤ p ≤ ∞, i µ ∈ Mk(0,a),P . Òîäi ôóíêöi¨

v(t,X) :=

∫

Rn+1
+

Z(t,X; 0, Ξ)ϕ(Ξ)dλ(Ξ), (1.47)

v0(t,X) :=

∫

Rn+1
+

Z(t,X; 0, Ξ)dµ(Ξ), (1.48)

31



(t,X) ∈ Π,

¹ ¹äèíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (1.39) â Π, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.43)
òà óìîâè: äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ (0, T ] ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

‖v(t, ·)‖k(t,a),P
p ≤ C‖ϕ‖k(0,a),P

p , ‖v0(t, ·)‖k(t,a),P
1 ≤ C‖µ‖k(0,a),P ;

ïðè 1 ≤ p < ∞
lim
t→0

‖v(t, ·)− ϕ‖k(t,a),P
p = 0,

à ïðè p = ∞ i äëÿ v0 ïðàâèëüíi ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→0

∫

Rn+1
+

η(X)v(t,X)dλ(X) =

∫

Rn+1
+

η(X)ϕ(X)dλ(X),

lim
t→0

∫

Rn+1
+

η(X)v0(t,X)dλ(X) =

∫

Rn+1
+

η(X)dµ(X),

â ÿêèõ η � äîâiëüíà ôóíêöiÿ âiäïîâiäíî iç ïðîñòîðiâ L
−k(T,a),−P
1 i C

−k(T,a),−P
0 .

Iíòåãðàëè iç (1.41), (1.47) òà (1.42), (1.48) íàçèâàþòüñÿ iíòåãðàëàìè
Ïóàññîíà âiäïîâiäíî ôóíêöi¨ ϕ òà óçàãàëüíåíî¨ ìiðè µ.

Iç òåîðåì 1.8 i 1.9 âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçêè (1.41) i (1.42) ïðè êîæíîìó
ôiêñîâàíîìó t ∈ (0, T ] íàëåæàòü âiäïîâiäíî äî ïðîñòîðiâ L

k(t,a)
p i L

k(t,a)
1 , à

ðîçâ'ÿçêè (1.47) i (1.48) � âiäïîâiäíî äî ïðîñòîðiâ L
k(t,a),P
p i L

k(t,a),P
1 .

Äàëi äîâåäåìî òåîðåìè ïðî çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà
ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi òà ðîçâ'ÿçêiâ, âèçíà÷åíèõ ó âiäêðèòîìó ïiâøàði, äëÿ
ðiâíÿíü (1.36) i (1.39).

Òåîðåìà 1.10. Íåõàé ϕ ∈ L
k(0,a)
p , 1 ≤ p ≤ ∞, i µ ∈ Mk(0,a). Òîäi ïðàâèëüíi

òàêi òâåðäæåííÿ:
1) ðîçâ'ÿçîê u ðiâíÿííÿ (1.36), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.43) òà óìîâó

∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ‖u(t, ·)‖k(t,a)
p ≤ C, (1.49p)

ïðè 1 ≤ p < ∞ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (1.44), à ïðè p = ∞ � ñïiââiäíî-
øåííÿ (1.45), çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi (1.41);

2) äëÿ ðîçâ'ÿçêó u ðiâíÿííÿ (1.36), äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâà (1.43),
íåðiâíiñòü (1.491) i ñïiââiäíîøåííÿ (1.46), ïðàâèëüíå çîáðàæåííÿ (1.42).

Òåîðåìà 1.11. Íåõàé u � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.36) â Π, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (1.43) òà óìîâó

∃C > 0 ∃p ∈ [1,∞] ∀t ∈ (0, T ] :
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‖u(t, ·)‖k(t,a)
p ≤ C. (1.50)

Òîäi ïðè 1 < p ≤ ∞ iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ ϕ ∈ L
k(0,a)
p , à ïðè p = 1 � ¹äèíà

óçàãàëüíåíà ìiðà µ ∈ Mk(0,a) òàêi, ùî ðîçâ'ÿçîê u çîáðàæó¹òüñÿ âiäïîâiäíî ó
âèãëÿäi (1.41) i (1.42).

Òåîðåìà 1.12. ßêùî v � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.39), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (1.43) òà óìîâó

∃C > 0 ∃p ∈ [1,∞] ∀t ∈ (0, T ] : ‖v(t, ·)‖k(t,a),P
p ≤ C,

òî ïðè 1 < p ≤ ∞ iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ ϕ ∈ L
k(0,a),P
p , à ïðè p = 1 � ¹äèíà

óçàãàëüíåíà ìiðà µ ∈ Mk(0,a),P òàêi, ùî ðîçâ'ÿçîê v çîáðàæó¹òüñÿ âiäïîâiäíî
ó âèãëÿäi (1.47) i (1.48).

Íàñëiäîê 1.3. Ç òåîðåì 1.16 i 1.19 âèïëèâà¹, ùî ïðîñòîðè L
k(0,a)
p , 1 < p ≤

∞, i Mk(0,a) ¹ ìíîæèíàìè ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.36), ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.43), òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ðîçâ'ÿçêè çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó (1.50) âiäïîâiäíî ç 1 < p ≤ ∞ i p = 1. Öÿ óìîâà ¹ íåîáõiäíîþ òà
äîñòàòíüîþ äëÿ çîáðàæóâàíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi (1.41) àáî (1.42).

Ç òåîðåì 1.8 i 1.12 âèïëèâàþòü àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ äëÿ ïðîñòîðiâ
L

k(0,a),P
p i Mk(0,a),P .

1.2.2 Êëàñ E5 ðiâíÿíü Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà íîðìàëü-
íèõ ìàðêîâñüêèõ ïðîöåñiâ. Ó êíèçi [23, ñ.177�179] ðîçãëÿíóòî n-âèìiðíèé
ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ {x(t) := (x1(t), ..., xn(t)), t ≥ 0}, ÿêèé çàäàíèé ñèñòåìîþ
ëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dxj(t)

dt
= −

n∑

k=1

βjkxk(t) + nj(t), t ≥ 0, j ∈ Nn,

äå βjk � ñòàëi êîåôiöi¹íòè, à {nj(t), t ≥ 0} � íîðìàëüíi áiëi øóìè ç íóëüîâèìè
ñåðåäíiìè çíà÷åííÿìè òà äåëüòàâèäíèìè êîðåëÿöiéíèìè ôóíêöiÿìè

< nj(t1)nk(t2) >=
1

2
Rjk

√
NjNkδ(t2 − t1), Rjk = 1, j = k,

t1 ≥ 0, t2 ≥ 0, {j, k} ∈ Nn,

Rjk i Nj � ñòàëi.
Ðiâíÿííÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà öüîãî ïðîöåñó ìà¹ âèãëÿä

∂tu =
1

2

n∑

j,k=1

∂xj
∂xk

(αjku) + b
n∑

j=1

∂xj

(
n∑

k=1

bjkxku

)
, (1.51)
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äå çàïðîâàäæåíî ïîçíà÷åííÿ

αjk :=
1

2
Rjk

√
NjNk, bjk :=

βjk

b
, b ∈ R\{0}.

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî ìàòðèöi (αjk)
n
j,k−1 i (bjk)

n
j,k−1 ¹ ñèìåòðè÷íèìè òà äîäàòíî

âèçíà÷åíèìè, çà äîïîìîãîþ ëiíiéíî¨ çàìiíè íåçàëåæíèõ çìiííèõ ðiâíÿííÿ (1.51)
ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó

(Lu)(t, x) := ∂tu(t, x)− 1

2

n∑

j,k=1

ajk∂xj
∂xk

u(t, x)− b
n∑

j=1

∂xj

(
xju(t, x)

)
,

t ≥ 0, x ∈ Rn, (1.52)

äå A := (ajk)
n
j,k−1 � äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ çi ñòàëèìè äiéñíèìè

åëåìåíòàìè. Ðiâíÿííÿ (1.52) ¹, òàêèì ÷èíîì, ïàðàáîëi÷íèì çà Ïåòðîâñüêèì
ðiâíÿííÿì ç íåîáìåæåíî çðîñòàþ÷èìè ïðè |x| −→ ∞ êîåôiöi¹íòàìè ïðè
ïîõiäíèõ âiä u ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Êëàñ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1.52) íàçâåìî êëàñîì E5. Ôàêòè÷íî öåé êëàñ
àíàëîãi÷íèé êëàñó ðiâíÿíü E4, ÿêùî â íèõ âiäñóòíié ÷ëåí ç îïåðàòîðîì Áåññåëÿ.

Òàê ñàìî, ÿê äëÿ ðiâíÿíü iç êëàñó E4, çíàõîäèòüñÿ òàêèé ÿâíèé âèðàç äëÿ
ÔÐÇÊ Z äëÿ ðiâíÿííÿ (1.52):

Z(t, x; τ, ξ) :=
|b|n/2

(
π|1− e2b(t−τ)|

)n/2√
det A

×

× exp

{
−|b|

n∑

k,l=1

a′kl(xk − ξke
−b(t−τ))(xl − ξle

−b(t−τ))

|1− e−2b(t−τ)|

}
,

t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, (1.53)

äå a′kl � åëåìåíòè îáåðíåíî¨ äî A ìàòðèöi.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (1.53), íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ â ïðàâèëüíîñòi

ðiâíîñòåé
(LZ)(t, x; τ, ξ) = 0,∫

Rn

Z(t, x; τ, ξ)dξ = |b|n/2enb(t−τ), t > τ, x ∈ Rn,

òà îöiíîê
|∂k

x∂
m
ξ Z(t, x; τ, ξ)| ≤ Ckm|1− e−2b(t−τ)|−(n+|k|+|m|)/2×
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× exp

{
−|m|b(t− τ)− c

|x− ξe−b(t−τ)|2
|1− e−2b(t−τ)|

}
,

t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, {k, m} ⊂ Zn
+, (1.54)

äå Ckm i c � äîäàòíi ñòàëi.
Àíàëîãi÷íî çíàõîäèòüñÿ ÔÐÇÊ Z∗(τ, ξ; t, x), τ < t, {ξ, x} ⊂ Rn, äëÿ

ñïðÿæåíîãî äî (1.52) ðiâíÿííÿ
(
−∂τ − 1

2

n∑

j,k=1

ajk∂ξj
∂ξk

+ b

n∑
j=1

ξj∂ξj

)
v(τ, ξ) = 0,

τ ≥ 0, ξ ∈ Rn. (1.55)

ÔÐÇÊ Z ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi.
10. Íîðìàëüíiñòü ÔÐÇÊ. ßêùî Z i Z∗ � ÔÐÇÊ âiäïîâiäíî äëÿ ðiâíÿíü

(1.52) i (1.55), òî ¹ ïðàâèëüíîþ ðiâíiñòü

Z(t, x; τ, ξ) = Z∗(τ, ξ; t, x), τ < t, {x, ξ} ⊂ Rn,

ÔÐÇÊ Z, äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ öÿ ðiâíiñòü, íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëü-
íèì ÔÐÇÊ.

20. Ôîðìóëà çãîðòêè. Ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Z(t, x; τ, ξ) =

∫

Rn

Z(t, x; γ, y)Z(γ, y; τ, ξ)dy, τ < γ < t, {x, ξ} ⊂ Rn.

Öÿ ðiâíiñòü ìiñòèòü ó ñîái iíôîðìàöiþ ïðî òå, ùî ðîçãëÿäóâàíèé ïðîöåñ
¹ ìàðêîâñüêèì.

30. �äèíiñòü íîðìàëüíîãî ÔÐÇÊ. Äëÿ ðiâíÿííÿ (1.52) iñíó¹ òiëüêè
îäèí íîðìàëüíèé ÔÐÇÊ.

40. Çîáðàæåííÿ åëåìåíòiâ ìàòðèöi äèôóçi¨ ÷åðåç ÔÐÇÊ. Ïðàâèëü-
íèìè ¹ ôîðìóëè

ajk = (n− 2)|b|1−n/2 lim
τ→t

(
|e(n−2)b(t−τ) − 1|−1×

×
∫

Rn

(xj − yje
−b(t−τ))(xk − yke

−b(t−τ))Z(t, x; τ, ξ) dy

)
, n 6= 2,

ajk = (n−2)|b|−1 lim
τ→t

(
(t− τ)−1

∫

Rn

(xj−yje
−b(t−τ))(xk−yke

−b(t−τ))Z(t, x; τ, ξ) dy

)
,
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n = 2, {j, k} ⊂ Nn.

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi
çàäà÷i Êîøi òà iíòåãðàëüíîãî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiâíÿííÿ (1.52). Äëÿ
öüîãî ñïî÷àòêó ââåäåìî íåîáõiäíi íîðìè òà ïðîñòîðè.

Íåõàé c0 � äîäàòíà ñòàëà òàêà, ùî c0 < c , äå c � ñòàëà ç îöiíîê (1.54); a

i T � ôiêñîâàíi ÷èñëà òàêi, ùî a ≥ 0 i 0 < T < Tb, äå Tb := 1
2b ln a+c0

a äëÿ b > 0 i
Tb := 1

2b ln a−c0

a äëÿ b < 0; Π := (0; T ]× Rn.
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

α(t) :=

{
1− e−2bt, b > 0
e−2bt − 1, b < 0

i k(t, a) :=
c0ae2bt

c0 − ae2btα(t)
;

Ec(t, x, ξ) := exp

{
−c
|x− ξe−bt|2

α(t)

}
; Φr(t, x) := exp{rk(t, a)|x|2},

äå t ∈ [0, T ], {x, ξ} ⊂ Rn, c > 0, r ∈ {−1; 1}.
Íåõàé u(t, x), (t, x) ∈ Π, � çàäàíà êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ, ÿêà ¹ âèìið-

íîþ çà Ëåáåãîì ïðè êîæíîìó t ∈ [0, T ]. Äëÿ t ∈ [0, T ] i 1 ≤ p ≤ ∞ îçíà÷èìî
íîðìó

‖u(t, ·)‖k(t,a)
p := ‖u(t, ·)Φ−1(t, ·)‖Lp(Rn).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L
k(t,a)
p i La

p ïðîñòîðè âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié
ϕ(x), x ∈ Rn, äëÿ ÿêèõ ¹ ñêií÷åííèìè âiäïîâiäíî íîðìè ‖ϕ‖k(t,a)

p i ‖ϕ‖a
p :=

‖ϕ‖k(0,a)
p . Ãîâîðèòèìåìî, ùî ôóíêöiÿ u(t, x), (t, x) ∈ Π, íàëåæèòü äî ïðîñòîðó

L
k(·,a)
p , ÿêùî u(t, ·) ∈ L

k(t,a)
p äëÿ êîæíîãî t ∈ (0, T ].

Íåõàé B � σ-àëãåáðà áîðåëüîâèõ ìíîæèí ïðîñòîðó Rn, à M � ñóêóïíiñòü
óñiõ çëi÷åííî àäèòèâíèõ ôóíêöié ν : B −→ C (óçàãàëüíåíèõ áîðåëüîâèõ ìið),
ÿêi ìàþòü ñêií÷åííó ïîâíó âàðiàöiþ |ν| . ×åðåç Ma ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ
óçàãàëüíåíèõ áîðåëüîâèõ ìið µ : B −→ C òàêèõ, ùî ôóíêöiÿ

ν(A) =

∫

A

Φ−1(0, x)dµ(x), A ∈ B,

íàëåæèòü äî ïðîñòîðó M . Ïðè öüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ µ ∈ Ma

‖µ‖a :=

∫

Rn

Φ−1(0, x)d|µ|(x) < ∞,

äå |µ| � ïîâíà âàðiàöiÿ µ.
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Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ùå òàêi ïðîñòîðè: L−k(T,a)
1 � ìíîæèíà âñiõ âèìiðíèõ

çà Ëåáåãîì êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié η(x), x ∈ Rn, äëÿ ÿêèõ ñêií÷åííîþ ¹
íîðìà

‖η(·)Φ1(T, ·)‖L1(Rn),

C
−k(T,a)
0 � ìíîæèíà âñiõ íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié η(x), x ∈ Rn,

òàêèõ, ùî
Φ1(T, x)|η(x)| → 0 |x| → ∞.

Òåîðåìà 1.13. Íåõàé ϕ ∈ La
p, 1 ≤ p ≤ ∞, i µ ∈ Ma. Òîäi ôîðìóëè

u(t, x) =

∫

Rn

Z(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ) dξ, (1.56)

u0(t, x) =

∫

Rn

Z(t, x; 0, ξ) dµ(ξ), (1.57)

(t, x) ∈ Π.

âèçíà÷àþòü ¹äèíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.52) â Π, ÿêi ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:
1) iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíèõ t ∈ (0, T ] ñïðàâäæóþòüñÿ

íåðiâíîñòi
‖u(t, ·)‖k(t,a)

p ≤ C‖ϕ‖a
p, ‖u0(t, ·)‖k(t,a)

1 ≤ C‖µ‖a;

2) ïðè 1 ≤ p < ∞
lim
t→0

‖u(t, ·)− ϕ‖k(t,a)
p = 0;

3) ïðè p = ∞ i äëÿ ôóíêöi¨ (1.57) u(t, ·) −→ ϕ, u0(t, ·) −→ µ, êîëè t → 0,
ñëàáêî, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ η ç ïðîñòîðiâ L

−k(T,a)
1 i C

−k(T,a)
0 âèêîíóþòüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ
lim
t→0

∫

Rn

η(x)u(t, x)dx =

∫

Rn

η(x)ϕ(x)dx,

lim
t→0

∫

Rn

η(x)u0(t, x)dx =

∫

Rn

η(x) dµ(x).

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ â ïåâíîìó ðîçóìiííi îáåðíåíîþ äî òåîðåìè 1.19.
Òåîðåìà 1.14. Íåõàé u � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.52) â Π, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó: iñíóþòü òàêi ñòàëi C > 0 i p ∈ [1,∞], ùî äëÿ âñiõ t ∈ (0, T ] ñïðàâä-
æó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖u(t, ·)‖k(t,a)
p ≤ C. (1.58)
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Òîäi ïðè 1 < p ≤ ∞ iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ ϕ ∈ La
p, à ïðè p = 1 � ¹äèíà

óçàãàëüíåíà ìiðà µ ∈ Ma òàêi, ùî ðîçâ'ÿçîê u çîáðàæó¹òüñÿ âiäïîâiäíî ó
âèãëÿäi (1.56) i (1.57).

Íàñëiäîê 1.4. Ç òåîðåì 1.13 i 1.14 âèïëèâàþòü òàêi òâåðäæåííÿ:
1) ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.52), ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (1.56) i (1.57),

íàëåæàòü âiäïîâiäíî äî ïðîñòîðiâ L
−k(·,a)
p i L

−k(·,a)
1 ;

2) óìîâà (1.58) ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá ïðîñòîðè La
p i Ma

áóëè ìíîæèíàìè ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.52);
3) öÿ óìîâà ¹ òàêîæ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá ðîçâ'ÿçêè

ðiâíÿííÿ (1.52) çîáðàæóâàëèñÿ ó âèãëÿäi iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà (1.56) i (1.57).
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1.3 Êëàñ E6 ñèñòåì ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü Ñîëîííèêîâà�Åéäåëü-
ìàíà

Ïiäðîçäië ìiñòèòü ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i äëÿ íîâîãî
êëàñó E6 ñèñòåì ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ÿêi ïî¹äíóþòü ó ñîái
ñòðóêòóðè ñèñòåì, ïàðàáîëi÷íèõ çà Ñîëîííèêîâèì i çà Åéäåëüìàíîì.

Äëÿ öüîãî êëàñó íàâîäÿòüñÿ îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ êîðåêòíî¨
ðîçâ'ÿçíîñòi ïî÷àòêîâèõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ ñèñòåì.

1.3.1 Ïàðàáîëi÷íi ïî÷àòêîâi çàäà÷i Ñîëîííèêîâà�Åéäåëüìàíà.
Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ùå òàêi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé n, N ,

b1, . . . , bn � çàäàíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, b � íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë b1, . . . ,
bn; m := (m1, . . . , mn), m0 := 2b, mj := 2b/(2bj), j ∈ {1, . . . , n}; ‖α‖ :=

n∑
j=0

mjαj,

ÿêùî α := (α0, α1, . . . , αn) ∈ Zn+1
+ ; ‖α‖ :=

n∑
j=1

mjαj, ÿêùî α := (α1, . . . , αn) ∈

Zn
+; M :=

n∑
j=0

mj; i � óÿâíà îäèíèöÿ; A(t, x, ∂t, ∂x) := (Akj(t, x, ∂t, ∂x))
N
k,j=1; u :=

col(u1, . . . , uN), f := col(f1, . . . , fN) � íåâiäîìà òà çàäàíà âåêòîð-ôóíêöi¨; ΠH :=

{(t, x) ∈ Rn+1
∣∣∣t ∈ H, x ∈ Rn}, ÿêùî H ⊂ R; T � çàäàíå äîäàòíå ÷èñëî.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà sk i tj iç Z, ùî ñòåïiíü âiäíîñíî λ

ìíîãî÷ëåíà Akj(t, x, pλm0, iσλm), σλm := (σ1λ
m1, . . . , σnλ

mn), íå ïåðåâèùó¹ sk+tj

(ÿêùî sk + tj < 0, òî Akj := 0) i
N∑

k=1
(sk + tk) = 2br, äå r � ñòåïiíü det A(t, x, p, iσ)

ÿê ìíîãî÷ëåíà âiä p.
Íåõàé A0 := (A0

kj)
N
k,j=1 � ãîëîâíà ÷àñòèíà A, òîáòî A0

kj(t, x, pλm0, iσλm) =
λsk+tjA0

kj(t, x, p, iσ).
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

A(t, x, ∂t, ∂x)u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ]. (1.59)

Îçíà÷åííÿ 1.6. Ñèñòåìà ðiâíÿíü (1.59) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ïàðàáî-
ëi÷íîþ ñèñòåìîþ Ñîëîííèêîâà�Åéäåëüìàíà íà ìíîæèíi Π[0,T ], ÿêùî iñíó¹ òàêà
ñòàëà δ > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ (t, x) ∈ Π[0,T ] i σ ∈ Rn p-êîðåíi ðiâíÿííÿ
det A0(t, x, p, iσ) = 0 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

Re p(t, x, σ) ≤ −δ

n∑

j=1

σ
2bj

j .

×èñëà tj i sk âèçíà÷àþòüñÿ íåîäíîçíà÷íî, áî òi ñàìi óìîâè áóäóòü
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çàäîâîëüíÿòè i ÷èñëà tj − a i sk + a, àëå òàêi ÷èñëà çàâæäè iñíóþòü. �õíié âèáið
ôiêñóâàòèìåìî óìîâîþ max

k∈{1,...,N}
sk = 0.

×àñòèííèìè âèïàäêàìè âèùåîçíà÷åíèõ ñèñòåì ¹ ñèñòåìè, ïàðàáîëi÷íi çà
Ïåòðîâñüêèì (mk = 1, k ∈ {1, . . . , n}, sj = 0 i tj = 2bnj, nj ∈ N, j ∈ {1, . . . , N}),−→
2b-ïàðàáîëi÷íi çà Åéäåëüìàíîì (mk > 1 äëÿ ïðèíàéìíi îäíîãî k ∈ {1, . . . , n},
sj = 0 i tj = 2bnj, j ∈ {1, . . . , N}) i ïàðàáîëi÷íi çà Ñîëîííèêîâèì îäíîðiäíî¨
ñòðóêòóðè (mk = 1, k ∈ {1, . . . , n}).

Ââàæàòèìåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
A) ñèñòåìà (1.59) ¹ ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íîþ â Π[0,T ] çi ñòàëîþ δ > 0 çãiäíî ç

âèùåíàâåäåíèì îçíà÷åííÿì.
Äëÿ ñèñòåì (1.59) çàäàâàòè ïî÷àòêîâi óìîâè òàê, ÿê äëÿ ñèñòåì

Ïåòðîâñüêîãî, âçàãàëi êàæó÷è, íå ìîæíà. Çàäàâàòèìåìî ¨õ òàê ñàìî, ÿê äëÿ
ñèñòåì Ñîëîííèêîâà ç îäíîðiäíîþ ñòðóêòóðîþ [24].

Íåõàé B(x, ∂t, ∂x) ≡ (Bkj(x, ∂t, ∂x))
r, N

k=1,j=1� ìàòðè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé
âèðàç, ϕ = col(ϕ1, . . . , ϕr) � çàäàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü
òàêi öiëi ÷èñëà pk, ùî ñòåïiíü âiäíîñíî λ ìíîãî÷ëåíà Bkj(x, pλm0, iσλm) íå
ïåðåâèùó¹ pk + tj, à ÿêùî pk + tj < 0, òî Bkl := 0. Òóò tj � òi ñàìi, ùî é ó
ñèñòåìi (1). Ãîëîâíîþ ÷àñòèíîþ âèðàçó B íàçâåìî âèðàç B0≡(B0

kj)
r, N

k=1,j=1 , äå
B0

kj(x, pλm0, iσλm) = λpk+tjB0
kj(x, p, iσ).

Ïî÷àòêîâi óìîâè äëÿ ñèñòåìè (1.59) çàäàìî ó âèãëÿäi

B(x, ∂t, ∂x)u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn. (1.60)

Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ êîðåêòíîñòi çàäà÷i ç óìîâîþ (1.60) ìàòðè÷íèé âèðàç
B ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè òàêó óìîâó äîïîâíÿëüíîñòi òèïó âiäîìî¨ óìîâè
Ëîïàòèíñüêîãî: ðÿäêè ìàòðèöi

C(x, p) := B0(x, p, 0)Â0(0, x, p, 0),

äå Â0 := det A0(A0)−1 � ìàòðèöÿ, âçà¹ìíà äëÿ A0, ëiíiéíî íåçàëåæíi çà ìîäóëåì
îäíî÷ëåíà pr â êîæíié òî÷öi x ∈ Rn.

Öÿ óìîâà äîçâîëÿ¹, ÿê i â [24], äëÿ êîæíî¨ ñèñòåìè (1.59) âèçíà÷èòè
÷èñëà pk i ç òî÷íiñòþ äî äåÿêèõ àëãåáðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ
B0(x, p, 0). Ìàòðèöÿ B′(x, p, iσ) := B0(x, p, iσ) − B0(x, p, 0) âiäiãðà¹ ðîëü
ìîëîäøîãî ÷ëåíà, äëÿ ¨¨ åëåìåíòiâ ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ ëèøå îäíà óìîâà:
ñòåïiíü âiäíîñíî λ ìíîãî÷ëåíà B′

kj(x, pλm0, iσλm) äîðiâíþ¹ pk + tj.
Òàê ñàìî, ÿê ó ïðàöi [24], äîâîäÿòüñÿ òàêi òâåðäæåííÿ:
1) óìîâà äîïîâíÿëüíîñòi ðiâíîñèëüíà óìîâi

det H(p′)(x) 6= 0, x ∈ Rn, (1.61)
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äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi H(p′), âèçíà÷åíî¨ â [24, c. 15, 24];
2) ÿêùî êîìïîíåíòè uj âåêòîð-ôóíêöi¨ u, êîåôiöi¹íòè äèôåðåíöiàëüíèõ

âèðàçiâ A i B, à òàêîæ êîìïîíåíòè fk i ϕs âåêòîð-ôóíêöié f i ϕ ¹ äîñèòü
ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, òî ïðè âèêîíàííi óìîâè (1.61) ñèñòåìà
(1.59) i ïî÷àòêîâà óìîâà (1.60) äàþòü ìîæëèâiñòü çà äîïîìîãîþ îïåðàöi¨
äèôåðåíöiþâàííÿ òà ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì âèçíà÷èòè
çíà÷åííÿ ïðè t = 0 áóäü-ÿêî¨ ïîõiäíî¨ âiä êîæíî¨ iç ñâî¨õ ôóíêöié uj ÷åðåç
fk i ϕs òà ¨õ ïîõiäíi.

Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîìiðíèé âàðiàíò óìîâè äîïîâíÿëü-
íîñòi, à ñàìå óìîâà
B) iñíó¹ òàêà ñòàëà δ1 > 0, ùî äëÿ âñiõ ìàòðèöü H(ρ), H(ρ(k)) i òî÷îê x ∈ Rn

ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

| det H(ρ)(x)| ≥ δ1, | det H(ρ(k))(x)| ≥ δ1.

Çàäà÷ó (1.59), (1.60), äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè A i B, íàçèâàòèìåìî
ïàðàáîëi÷íîþ ïî÷àòêîâîþ çàäà÷åþ Ñîëîííèêîâà�Åéäåëüìàíà.

1.3.2 Êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü â ïðîñòîðàõ Ãåëüäåðà çðîñòàþ÷èõ
ôóíêöié. Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ ïîòðiáíèõ ïðîñòîðiâ Ãåëüäåðà îáìåæåíèõ i
çðîñòàþ÷èõ ôóíêöié. Ôóíêöi¨ ç öèõ ïðîñòîðiâ ìîæóòü çðîñòàòè ïðè |x| → ∞ íå
øâèäøå, íiæ ôóíêöiÿ

Ψ(t, x) := exp{
n∑

j=1

kj(t, aj)|xj|qj}, (t, x) ∈ Π[0,T ],

â ÿêié qj := 2bj/(2bj − 1), kj(t, aj) := c0aj(c
2bj−1
0 − a

2bj−1
j t)1−qj , j ∈ {1, . . . , n},

äå c0, a1, . . . , an � çàäàíi ÷èñëà òàêi, ùî 0 < c0 < c (c � ñòàëà ç îöiíîê (12) iç
[25] äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ detA0(β, y, ∂t, ∂x)u = 0), aj ≥ 0,
j ∈ {1, . . . , n}, T < min

j
(c0/aj)

2bj−1.
Êðiì âèùåââåäåíèõ ïîçíà÷åíü, áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ùå òàêi:
−→a := (a1, . . . , an),

−→
k (t,−→a ) := (k1(t, a1), . . . , kn(t, an));

∆β
t f(t, ·) := f(t, ·)− f(β, ·), ∆

yj
xjf(·, x) := f(·, x)− f(·, x(yj)),

x(yj) := (x1, . . . , xj−1, yj, xj+1, . . . , xn), j ∈ {1, . . . , n};
∂α

t,x := ∂α0
t ∂α

x , ∂α
x := ∂α1

x1
. . . ∂αn

xn
, α := (α0, α) ∈ Zn+1

+ , α := (α1, . . . , αn) ∈ Zn
+.

Íåõàé l i λ � çàäàíi ÷èñëà âiäïîâiäíî ç ìíîæèí Z+ i (0, 1). Áóäåìî
êîðèñòîâóâàòèñÿ òàêèìè ïðîñòîðàìè:

H
−→
k (·,−→a )
l+λ,[0,T ] � ïðîñòið ôóíêöié u: Π[0,T ] → C, ÿêi ìàþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi
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∂α
t,xu, ‖α‖ ≤ l, i ñêií÷åííó íîðìó

‖u‖
−→
k (·,−→a )
l+λ,[0,T ] :=¿uÀ

−→
k (·,−→a )
l+λ,[0,T ] +

l∑
j=0

<u>
−→
k (·,−→a )
j,[0,T ] ,

äå

¿uÀ
−→
k (·,−→a )
l+λ,[0,T ]:=

n∑
j=1

<u>
−→
k (·,−→a )
(l+λ)/mj ,xj ,[0,T ] + <u>

−→
k (·,−→a )
(l+λ)/(2b),t,[0,T ],

<u>
−→
k (·,−→a )
(l+λ)/mj ,xj ,[0,T ]:=

∑

0≤l−‖α‖<mj

< ∂α
t,xu >

−→
k (·,−→a )
(l−‖α‖+λ)/mj , xj ,[0,T ],

<u>
−→
k (·,−→a )
(l+λ)/(2b),t,[0,T ]:=

∑

0≤l−‖α‖<2b

<∂α
t,xu>

−→
k (·,−→a )
(l−‖α‖+λ)/(2b),t,[0,T ],

<u>
−→
k (·,−→a )
λ,xj ,[0,T ]:= sup

(t,x)∈Π[0,T ]
yj∈R, xj 6=yj

(|∆yj
xj

u(t, x)||xj − yj|−λ(Ψ(t, x) + Ψ(t, x(yj)))
−1),

<u>
−→
k (·,−→a )
λ,t,[0,T ]:= sup

{t,β}⊂[0,T ], t 6=β
x∈Rn

(|∆β
t u(t, x)| |t− β|−λ(Ψ(t, x) + Ψ(β, x))−1),

<u>
−→
k (·,−→a )
j,[0,T ] :=

∑

‖α‖=j

sup
(t,x)∈Π[0,T ]

(|∂α
t,xu(t, x)|(Ψ(t, x))−1);

C
−→a
l+λ � ïðîñòið ôóíêöié v: Rn → C, äëÿ ÿêèõ iñíóþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi

∂α
xv, ‖α‖ ≤ l, i ¹ ñêií÷åííîþ íîðìà

|v|−→al+λ := [v]
−→a
l+λ +

l∑
j=0

<v>
−→a
j ,

äå

[v]
−→a
l+λ :=

n∑
j=1

∑

0≤l−‖α‖<mj

<∂α
xv>

−→a
(l−‖α‖+λ)/mj , xj

,

<v>
−→a
λ,xj

:= sup
x∈Rn

yj∈R, xj 6=yj

(|∆yj
xj

v(x)||xj − yj|−λ(Ψ(0, x) + Ψ(0, x(yj)))
−1),

<v>
−→a
j :=

∑

‖α‖=j

sup
x∈Rn

(|∂α
xv(x)|(Ψ(0, x))−1);

Hl+λ,[0,T ] := H
−→
k (·,−→0 )
l+λ,[0,T ], Cl+λ := C

−→
0

l+λ, äå
−→
0 := (0, . . . , 0);

◦
H

−→
k (·,−→a )
l+λ,[0,T ] � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó H

−→
k (·,−→a )
l+λ,[0,T ], åëåìåíòè ÿêîãî ðàçîì ç óñiìà

ñâî¨ìè ïîõiäíèìè äîðiâíþþòü íóëåâi ïðè t = 0;
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N∏
j=1

H
−→
k (·,−→a )
rj+λ,[0,T ],

N∏
j=1

◦
H

−→
k (·,−→a )

rj+λ,[0,T ] i
r∏

j=1

C
−→a
rj+λ � äåêàðòîâi äîáóòêè âiäïîâiäíèõ

ïðîñòîðiâ ç iíäåêñàìè rj ∈ Z1
+.

Çàóâàæèìî, ùî âñi âèùåîçíà÷åíi ïðîñòîðè ¹ áàíàõîâèìè.
Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ ïàðàáîëi÷íî¨ ïî÷àòêîâî¨

çàäà÷i Ñîëîííèêîâà�Åéäåëüìàíà (1.59), (1.60) â ïðîñòîðàõ Ãåëüäåðà
âiäïîâiäíèì ÷èíîì çðîñòàþ÷èõ ôóíêöié. Êðiì óìîâ A òà B ïðèïèñêàòèìåìî
âèêîíàííÿ óìîâè

C) êîåôiöi¹íòè äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ Akj i Bsj íàëåæàòü âiäïîâiäíî äî
ïðîñòîðiâ Hl−sk+λ,[0,T ] i Cl−ps+λ, {k, j} ⊂ {1, . . . , N}, s ∈ {1, . . . , r}.
Òåîðåìà 1.15. Íåõàé l i λ � çàäàíi ÷èñëà iç ìíîæèí

Z+ i (0, 1). ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè A, B òà C), òî äëÿ
áóäü-ÿêèõ f ∈

N∏
j=1

H
−→
k (·,−→a )
l−sj+λ,[0,T ] i ϕ ∈

r∏
s=1

C
−→a
l−ps+λ iñíó¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê u ∈
N∏

j=1
H

−→
k (·,−→a )
l+tj+λ,[0,T ] çàäà÷i (1.59), (1.60), äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ

îöiíêà
N∑

j=1

‖uj‖
−→
k (·,−→a )
l+tj+λ,[0,T ] ≤ C

(
N∑

j=1

‖fj‖
−→
k (·,−→a )
l−sj+λ,[0,T ] +

r∑
s=1

|ϕs|−→al−ps+λ

)
, (1.62)

äå ñòàëà C çàëåæèòü òiëüêè âiä âiäïîâiäíèõ íîðì êîåôiöi¹íòiâ çàäà÷i,
ñòàëèõ δ i δ1 ç óìîâ À i B òà ÷èñåë n, N , bj, tk, sk, ps, l, λ i T .

Ç òåîðåìè 1.15 âèïëèâà¹, ùî óìîâà ïàðàáîëi÷íîñòi ñèñòåìè (1.59) ¹
äîñòàòíüîþ, ùîá ñïðàâäæóâàëàñü îöiíêà (1.62) äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó u ∈
N∏

j=1
H

−→
k (·,−→a )
l+tj+λ,[0,T ] çàäà÷i (1.59), (1.60). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öÿ óìîâà ¹ íåîáõiäíîþ, òàê

ùî ïðàâèëüíîþ ¹ òàêà òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.16. Íåõàé ñèñòåìà (1.59) ìà¹ ñòðóêòóðó ïàðàáîëi÷íî¨

ñèñòåìè Ñîëîííèêîâà�Åéäåëüìàíà ç ïàðàìåòðàìè bj, tk, sk, ps i r, ÷èñëî
ïî÷àòêîâèõ óìîâ (1.60) äîðiâíþ¹ r i äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç B(x, ∂t, ∂x)
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó B, êîåôiöi¹íòè äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ A i B

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó C ç äåÿêèìè ÷èñëàìè l ∈ Z+ i λ ∈ (0, 1). Äëÿ
òîãî, ùîá ñèñòåìà (1.59) çàäîâîëüíÿëà óìîâó A, íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá
iñíóâàëà òàêà ñòàëà C > 0, ùî äëÿ âñiõ âåêòîð-ôóíêöié u ∈

N∏
j=1

H
−→
k (·,−→a )
l+tj+λ,[0,T ]

43



ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
N∑

j=1

‖uj‖
−→
k (·,−→a )
l+tj+λ,[0,T ] ≤ C




N∑

k,j=1

‖Akjuj‖
−→
k (·,−→a )
l−sk+λ,[0,T ] +

r∑

k=1

N∑
j=1

|Bkjuj|t=0|−→al−pk+λ


 .

(1.63)
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.15 ïðîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ â [24] âiäïîâiäíî¨

òåîðåìè äëÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ çà Ñîëîííèêîâèì ñèñòåì. Öåíò-
ðàëüíèì ìîìåíòîì äîâåäåííÿ ¹ âèâ÷åííÿ òàêî¨ çàäà÷i ç íóëüîâèìè ïî÷àòêîâèìè
äàíèìè â øàði Π[t0,t0+τ ], 0 ≤ t0 < t0 + τ ≤ T :

A(t, x, ∂t, ∂x)v(t, x) = g(t, x), (t, x) ∈ Π[t0,t0+τ ], v ∈
N∏

j=1

◦
H

−→
k (·,−→a )

l+tj+λ,[t0,t0+τ ] (1.64)

äå g ∈
N∏

j=1

◦
H

−→
k (·,−→a )

l−sj+λ,[t0,t0+τ ] . Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i äîâîäèòüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.17. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè A, B i C. Òîäi iñíó¹ òàêå ÷èñëî
τ0, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà τ ≤ τ0 çàäà÷à (1.64) îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà i äëÿ ¨¨
ðîçâ'ÿçêó ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

N∑
j=1

‖vj‖
−→
k (·,−→a )
l+tj+λ,[t0,t0+τ ] ≤ C

N∑
j=1

‖gj‖
−→
k (·,−→a )
l−sj+λ,[t0,t0+τ ],

â ÿêié ñòàëà C çàëèøà¹òüñÿ îáìåæåíîþ ïðè τ → 0.
Çà äîïîìîãîþ öi¹¨ òåîðåìè òà òåîðåìè 1 iç [25] ïðî çâåäåííÿ çàäà÷i (1.59),

(1.60) äî çàäà÷i ç íóëüîâèìè ïî÷àòêîâèìè äàíèìè âæå ëåãêî äîâîäèòüñÿ òåîðåìà
1.23.

Ùîá äîâåñòè òåîðåìó 1.25, òðåáà ïîáóäóâàòè òàê çâàíèé ðåãóëÿðèçàòîð
çàäà÷i òà äîñëiäèòè éîãî âëàñòèâîñòi. Äëÿ çàäà÷i (1.64) ðåãóëÿðèçàòîð áóäó¹òüñÿ
çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðiâ, ÿêi ðîçâ'ÿçóþòü âiäïîâiäíi ìîäåëüíi çàäà÷i. Îñòàííi
äåòàëüíî äîñëiäæåíi â [25].

1.3.3 Êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü â óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà.
Ó öüîìó ïóíêòi äëÿ îäíîãî âóæ÷îãî êëàñó ïàðàáîëi÷íèõ ïî÷àòêîâèõ çàäà÷
Ñîëîííèêîâà�Åéäåëüìàíà íàâîäèòüñÿ òåîðåìà ïðî ¨õ êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü ó
âiäïîâiäíèõ óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà.

Ðîçãëÿíåìî ïàðàáîëi÷íó ïî÷àòêîâó çàäà÷ó Ñîëîííèêîâà�Åéäåëüìàíà
(1.59), (1.60) äëÿ âèïàäêó, êîëè sk, tj i pk äiëÿòüñÿ íà 2b.

Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ ïîòðiáíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ. Íåõàé l �
íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî êðàòíå 2b, s � äîäàòíå ÷èñëî i ÷èñëî p > 1.

44



×åðåç W l
p(Π[0;T ]) ïîçíà÷èìî çàìèêàííÿ ìíîæèíè ãëàäêèõ i ôiíiòíèõ ïî x

ôóíêöié u : Π[0;T ] → C çà íîðìîþ

‖u ‖Π[0;T ]

p, l :=
∑

‖α‖≤l

〈 ∂α
t,xu 〉Π[0;T ]

p, 0 ,

äå

〈u 〉Π[0;T ]

p, 0 :=

( ∫

Π[0;T ]

|u(t, x) |pdtdx

)1/p

.

Äèôåðåíöiàëüíi âëàñòèâîñòi "ñëiäiâ"ïðè t = τ ôóíêöié iç ïðîñòîðó
W l

p(Π[0;T ]) îïèñóþòüñÿ â òåðìiíàõ ïðîñòîðó Bs
p(Rn), ÿêèé îçíà÷ó¹òüñÿ ÿê

çàìèêàííÿ ìíîæèíè ãëàäêèõ i ôiíiòíèõ ôóíêöié v : Rn → C çà íîðìîþ

‖ v ‖Rn

p, s :=
∑

‖α‖<s

(∫

Rn

| ∂α
xv(x) |pdtdx

)1/p

+ [ v ]R
n

p, s,

äå

[ v ]R
n

p, s :=
n∑

j=1

∑

0≤s−‖α‖<mj

(∫

Rn

dx

∫

R

|∆yj
xj∂

α
xv(x) |p

|xj − yj|1+p(s−‖α‖)/mj
dyj

)1/p

,

ÿêùî s � äðîáîâå ÷èñëî, i

[ v ]R
n

p, s :=
n∑

j=1

∑

‖α‖=s−1

( ∫

Rn

dx

∫

R

| (∆2)
yj
xj∂

α
xv(x) |p

|xj − yj|1+p
dyj

)1/p

,

ÿêùî s ¹ öiëèì ÷èñëîì. Òóò (∆2)
yj
xjf(x) := f(x)− 2f(x(

xj+yj

2 )) + f(x(yj)),
j ∈ {1, . . . , n}.

Ìíîæèíó åëåìåíòiâ u ∈ W l
p(Π[0;T ]), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íóëüîâi ïî÷àòêîâi

óìîâè
∂j

t u|t=0 = 0, j ∈ {0, 1, . . . , l

2b
− 1},

íàçâåìî ïðîñòîðîì
◦

W
l
p(Π[0;T ]).

×åðåç
N∏

j=1
W lj

p (Π[0;T ]),
N∏

j=1

◦
W

lj
p (Π[0;T ]) i

r∏
j=1

B rj

p (Rn) áóäåìî ïîçíà÷àòè

äåêàðòîâi äîáóòêè âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ ç öiëèìè íåâiä'¹ìíèìè iíäåêñàìè lj,
êðàòíèìè 2b, i äîäàòíèìè iíäåêñàìè rj.

Äëÿ äðîáîâîãî äîäàòíîãî ÷èñëà s êîðèñòóâàòèìåìîñü ïðîñòîðàìè Ãåëüäåðà
îáìåæåíèõ ôóíêöié Cs(Rn).
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Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi
ïàðàáîëi÷íî¨ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i Ñîëîííèêîâà�Åéäåëüìàíà (1.59), (1.60) â
óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà äëÿ âèïàäêó, êîëè sk, tj i pk äiëÿòüñÿ íà 2b.

Òåîðåìà 1.18. Íåõàé l � íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî, êðàòíå 2b; âèêîíóþòüñÿ
óìîâè A i B; êîåôiöi¹íòè äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ Akj, {k, j} ⊂ {1, . . . , N},
ìàþòü íåïåðåðâíi òà îáìåæåíi ïîõiäíi óçàãàëüíåíîãî ïîðÿäêó l− sk, à êîåôi-
öi¹íòè äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ Bkj, k ∈ {1, . . . , r}, j ∈ {1, . . . , N}, íàëåæàòü
äî ïðîñòîðiâ Cl−pk−2b/p+ε(Rn), äå ε � äîñèòü ìàëå äîäàòíå ÷èñëî. Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêèõ f ∈
N∏

j=1
W

l−sj
p (Π[0;T ]) i ϕ ∈

r∏
j=1

B
l−pj−2b/p
p (Rn) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈

N∏
j=1

W
l+tj
p (Π[0;T ]) çàäà÷i (1.59), (1.60), äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

N∑
j=1

‖uj‖Π[0;T ]

p, l+tj
≤ C

(
N∑

j=1

‖fj‖Π[0;T ]

p, l−sj
+

r∑
j=1

‖ϕj‖Rn

p, l−pj−2b/p

)
,

â ÿêié ñòàëà C çàëåæèòü òiëüêè âiä âiäïîâiäíèõ íîðì êîåôiöi¹íòiâ çàäà÷i,
ñòàëèõ δ i δ1 ç óìîâ À i B òà ÷èñåë n, N , bj, tj, sk, pk, l i T .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.18 ïðîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ â [24] âiäïîâiäíî¨
òåîðåìè äëÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ çà Ñîëîííèêîâèì ñèñòåì òà
äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.15 äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ïî÷àòêîâèõ çàäà÷ Ñîëîííèêîâà�
Åéäåëüìàíà â ïðîñòîðàõ Ãåëüäåðà. Öåíòðàëüíèì ìîìåíòîì äîâåäåííÿ ¹ âèâ-
÷åííÿ çàäà÷i ç íóëüîâèìè ïî÷àòêîâèìè äàíèìè â øàði Π[0;τ ] ìàëî¨ òîâùèíè
τ > 0:

A(t, x, ∂t, ∂x)v(t, x) = g(t, x), (t, x) ∈ Π[0;τ ],

v ∈
N∏

j=1

◦
W

l+tj

p (Π[0;τ ]), (1.65)

äå g ∈
N∏

j=1

◦
W

l−sj

p (Π[0;τ ]). Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i äîâîäèòüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.19. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1.26. Òîäi iñíó¹ òàêå
÷èñëî τ0 > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî τ ∈ (0, τ0] çàäà÷à (1.65) îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà i
äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

N∑

j=1

‖vj‖Π[0;τ ]

p, l+tj
≤ C

N∑

j=1

‖gj‖Π[0;τ ]

p, l−sj
,
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â ÿêié ñòàëà C çàëèøà¹òüñÿ îáìåæåíîþ ïðè τ → 0.
Çàóâàæåííÿ 1.2. Ïðàâèëüíîþ ¹ àíàëîãi÷íà äî òåîðåìè 1.19 òåîðåìà ïðî

êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i òèïó (1.65) â Π[t0,t0+τ ] ç íóëüîâèìè ïî÷àòêîâèìè
äàíèìè, ïîñòàâëåíèìè ïðè t = t0, äå 0 ≤ t0 < t0 + τ ≤ T . Ïðè öüîìó âåëè÷èíó
τ0 ìîæíà áðàòè íå çàëåæíîþ âiä t0 .
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2 ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÐÎÇÂ'ßÇÊIÂ
ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÎ-ÐIÇÍÈÖÅÂÈÕ ÐIÂÍßÍÜ ÌÅÒÎÄÎÌ

IÍÒÅÃÐÀËÜÍÈÕ ÌÍÎÃÎÂÈÄIÂ ÒÀ ÌÅÒÎÄÎÌ
ÓÑÅÐÅÄÍÅÍÍß

Ðîçäië ìiñòèòü ðåçóëüòàòè çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ
äëÿ ëiíiéíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ñèñòåì iç çàïiçíåííÿì òà äîñëiäæåííÿ
ñòiéêîñòi äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì óñåðåäíåííÿ.

2.1 Iíòåãðàëüíi ìíîãîâèäè ëiíiéíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ
äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ëiíiéíèõ
ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì iíòåãðàëüíèõ
ìíîãîâèäiâ ó âèïàäêó, êîëè çàïiçíåííÿ ¹ òiëüêè ó øâèäêèõ çìiííèõ. Ðåçóëüòàòè
íàëåæàòü I.Ì. ×åðåâêó òà îïóáëiêîâàíi â [33-37].

Äîñëiäæåííÿ óìîâ iñíóâàííÿ iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ ëiíiéíèõ ñèíãóëÿðíî
çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ìàëèì çàïiçíåííÿì âïåðøå çäiéñíåíî
À. Õàëàíà¹ì [38]. Iñíóâàííÿ ñòiéêèõ iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ âñòàíîâëåíî
â ïðàöi [39]. Ó ïðàöi [40] îäåðæàíî óçàãàëüíåííÿ ëåìè À. Õàëàíàÿ íà
ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ, ùî äîçâîëèëî ïîøèðèòè ìåòîä
iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ íà ñèíãóëÿðíî çáóðåíi äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíi
ðiâíÿííÿ [41, 42].

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ óìîâè iñíóâàííÿ iíòåãðàëüíèõ
ìíîãîâèäiâ ïîâiëüíèõ çìiííèõ, àëãîðèòì ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàäiâ
ìíîãîâèäiâ ñèñòåì ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü, òà
çäiéñíþ¹òüñÿ ðîçùåïëåííÿ ëiíiéíèõ ñèñòåì iç çàïiçíåííÿì íà íåçàëåæíi
ïiäñèñòåìè [33-37].

2.1.1 Iñíóâàííÿ iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ ïîâiëüíèõ çìiííèõ.
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

dx

dt
= A(t)x(t) + L1(t)yt,

ε
dy

dt
= B(t)x(t) + L2(t)yt, (2.1)

äå x ∈ Rn, y ∈ Rm, yt = y(t + θ), t ∈ R, θ ∈ [−ε∆, 0], A(t), B(t) � ìàòðèöi
ðîçìiðíîñòåé n× n, n×m, L1, L2 � ëiíiéíi îïåðàòîðè çi çíà÷åííÿìè â Rn i Rm

âiäïîâiäíî, ∆ > 0, ε � ìàëèé äîäàòíèé ïàðàìåòð.

48



Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ðiñà [43], îïåðàòîðè L1, L2 ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi
iíòåãðàëiâ Ñòiëüòücñà

Li(t)ϕ =

0∫

−∆

[dηi(t, θ)]ϕ(θ),

äå ηi(t, θ) � ìàòðèöi ðîçìiðíîñòåé n × n, n × m âiäïîâiäíî, åëåìåíòè ÿêèõ c
ôóíêöiÿìè îáìåæåíî�� âàðiàöi�� ïî θ äëÿ êîæíîãî t i íåïåðåðâíèìè ïî t ðiâíîìiðíî
âiäíîñíî θ.

Ïðèïóñòèìî, ùî

|Li(t)ϕ| ≤ mi(t)|ϕ|, i = 1, 2 (2.2)

äëÿ âñiõ t ∈ R, ϕ ∈ C.
Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (2.1) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè:
I) ìàòðèöi A,B òà ôóíêöi�� m1,m2 îáìåæåíi ïðè t ∈ R äåÿêîþ äîäàòíîþ

ñòàëîþ M ;
II) âñi êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

Φ(λ) = det


λE −

0∫

−∆

[dη2(t, θ)]e
λθ


 = 0

ëåæàòü ó ëiâié ïiâïëîùèíi Re λ ≤ −2µ < 0 äëÿ âñiõ t ∈ R.
Ïðè âèêîíàííi óìîâè II äëÿ ôóíäàìåíòàëüíî�� ìàòðèöi Y (t, s) óêîðî÷åíîãî

ðiâíÿííÿ
ε
dy

dt
= L2(t)yt, (2.3)

çãiäíî ç [40], ñïðàâäæócòüñÿ íåðiâíiñòü

|Y (t, s)| ≤ Ke−
µ
ε (t−s), t ≥ s, K > 0. (2.4)

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð çñóâó çà ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (2.3)

T (t, s) : C[−ε∆, 0] → C[−ε∆, 0], t ≥ s

ñïiââiäíîøåííÿì
T (t, s)ϕ(θ) = y(t + θ, s, ϕ) = yt(s, ϕ),

äå yt(s, ϕ) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.3) ç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöicþ ϕ(θ) ïðè t = s.
Òîäi ñïðàâäæócòüñÿ ðiâíiñòü

Yt(θ, s) = T (t, s)Y0(θ),
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äå Y0(θ) = 0 äëÿ −ε∆ ≤ θ < 0, Y0(0) = E, à ç óìîâè II âèïëèâàc îöiíêà

|T (t, s)ϕ| ≤ K1e
−µ

ε
(t− s)|ϕ|, K1 > 0, ϕ ∈ C. (2.5)

Çàïèøåìî ñèñòåìó (2.1) â åêâiâàëåíòíié iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíié ôîðìi
[44]

dx

dt
= A(t)x(t) + L1(t)yt,

yt = T (t, t0)yt0 +
1

ε

t∫

t0

T (t, s)Y0B(s)x(s)ds, (2.6)

äå iíòåãðàë ðîçóìicìî ÿê iíòåãðàë ó Rm äëÿ êîæíîãî θ ∈ [−ε∆, 0].
Îçíà÷åííÿ 2.1. Íåïåðåðâíà ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ìàòðèöÿ Pt , t ∈ R,

θ ∈ [−ε∆, 0] îïèñóc iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä ïîâiëüíèõ çìiííèõ ñèñòåìè (2.6),
ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ t0, x0 i ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè

dx

dt
= [A(t) + L1(t)Pt(θ)]x(t)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x(t0) = x0 ôóíêöi�� x(t), yt = Pt(θ)x(t) çàäîâîëüíÿþòü
äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.6).

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè I, II. Òîäi iñíóc ε0 > 0 òàêå, ùî
äëÿ âñiõ 0 < ε ≤ ε0 iñíóc iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä ñèñòåìè (2.6), ÿêèé ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

yt = Pt(θ)x(t). (2.7)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ

P 0
t = 0, P n+1

t =
1

ε

t∫

−∞
T (t, s)Y0B(s)Xn(s, t)ds, n = 0, 1, .... (2.8)

äå Xn(t, s) � ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ðiâíÿííÿ
dx

dt
= [A(t) + L1(t)P

n
t ]x(t). (2.9)

Íà ïiäñòàâi ïðèïóùåííÿ I ìàcìî, ùî ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ X0(t, s)
çàäîâîëüíÿc íåðiâíiñòü

|X0(t, s)| ≤ K0e
α|t−s|, K0 > 0, α ≥ 0. (2.10)
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Òîäi iç (2.5), (2.8), (2.10) äiñòàcìî

|P 1
t | ≤

1

ε

t∫

−∞
K1e

−µ
ε (t−s)MK0e

α(t−s)ds ≤ 2K0K1M

µ
= K2,

ïðè ε <
µ

2α
.

Íåõàé P n
t âèçíà÷åíî i äëÿ íüîãî ñïðàâåäëèâà îöiíêà

|P n
t | ≤ K2.

Òîäi ç (2.9) îäåðæócìî

|Xn(t, s)| ≤ K0e
(α+βK2)|t−s|, β ≥ 0. (2.11)

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (2.5), (2.11), äiñòàcìî îöiíêó

|P n+1
t | ≤ 1

ε

t∫

−∞
K1e

−µ
ε (t−s)MK0e

(α+βK2)(t−s)ds ≤

≤ K0K1M

µ− ε(α + βK2)
≤ K2, (2.12)

ïðè ε <
µ

2(α + βK2)
.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü P n
t âèçíà÷åíà i ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ñòàëîþ K2 äëÿ

âñiõ n = 0, 1, ... ïðè ε ≤ ε1 <
µ

2(α + βK2)
.

Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

P n+1
t − P n

t =
1

ε

t∫

−∞
T (t, s)Y0B(s)[Xn(s, t)−Xn−1(s, t)]ds. (2.13)

Äëÿ ðiçíèöi Xn(t, s)−Xn−1(t, s) çàïèøåìî ðiâíÿííÿ
d

dt
[Xn(t, s)−Xn−1(t, s)] = [A(t) + L1(t)P

n
t ][Xn(t, s)−Xn−1(t, s)]+

+L1(t)(P
n
t − P n−1

t )Xn−1(t, s).

Âðàõîâóþ÷è, ùî Xn(s, s) = Xn−1(s, s) = E, ìàcìî

Xn(t, t0)−Xn−1(t, t0) =

t∫

t0

Xn(t, s)L1(s)(P
n
s − P n−1

s )Xn−1(s, t0)ds.
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Ïðè t ≤ t0 äiñòàcìî îöiíêó

|Xn(t, t0)−Xn−1(t, t0)| ≤
t0∫

t

K0e
(α+βK2)(s−t)M sup

s,θ
|P n

s −P n−1
s |K0e

(α+βK2)(t0−s)ds =

= K2
0M sup

s,θ
|P n

s − P n−1
s |e(α+βK2)(t0−t)(t0 − t). (2.14)

Ïîçíà÷èìî
δn+1 = sup

t,θ
|P n+1

t (θ)− P n
t (θ)|.

Òîäi ç (2.13), âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (2.14), îäåðæèìî

δn+1 ≤ 1

ε

t∫

−∞
Ke−

µ
ε (t−s)MK2

0δne
(α+βK2)(t−s)(t− s)ds.

Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ îñòàííÿ íåðiâíiñòü íàáóâàc âèãëÿäó

δn+1 ≤ εM 2K2
0K

[µ− ε(α + βK2)]
δn.

Âèáèðàþ÷è 0 < ε ≤ ε0 = min

{
ε1,

µ2

8M 2K2
0K

}
, äiñòàcìî

δn+1 ≤ 1

2
δn.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü P n
t ðiâíîìiðíî çáiæíà ïðè n →∞ äëÿ âñiõ ε ∈ (0, ε0].

Ïîêëàäåìî
Pt(θ) = lim

n→∞
P n

t (θ).

Íà îñíîâi íåðiâíîñòi (2.12) ìàcìî

|Pt(θ)| ≤ K2.

Ïîêàæåìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (2.7) âèçíà÷àc iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä
ñèñòåìè (2.6). Íåõàé X(t, t0) � ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè

dx

dt
= [A(t) + L1(t)Pt]x(t). (2.15)

Òîäi äiñòàcìî
X(t, t0) = lim

n→∞
Xn(t, t0),

52



Pt(θ) =
1

ε

t∫

−∞
T (t, s)Y0B(s)X(s, t)ds. (2.16)

Íåõàé x(t) = ϕ(t, t0, x0) ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.15) òàêèé, ùî ϕ(t0, t0, x0) =
x0. Ïðåäñòàâèìî éîãî ó âèãëÿäi

x(t) = X(t, t0)x0.

Ïîçíà÷àþ÷è yt = Pt(θ)x(t), îäåðæèìî

yt =
1

ε

t∫

−∞
T (t, s)Y0B(s)X(s, t)ds · x(t) =

1

ε

t∫

−∞
T (t, s)Y0B(s)x(s)ds. (2.17)

Âðàõîâóþ÷è ïiâãðóïîâó âëàñòèâiñòü îïåðàòîðà T

T (t, s) = T (t, t0)T (t0, s),

ïåðåïèøåìî ðiâíiñòü (2.17) ó âèãëÿäi

yt = T (t, t0)
1

ε

t0∫

−∞
T (t0, s)Y0B(s)x(s)ds +

1

ε

t∫

t0

T (t, s)Y0B(s)x(s)ds.

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.17) ìàcìî

yt = T (t, t0)yt0 +
1

ε

t∫

t0

T (t, s)Y0B(s)x(s)ds.

Îòæå, ôóíêöi�� x(t), yt = Pt(θ)x(t) çàäîâîëüíÿþòü äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè
(2.6), à öå îçíà÷àc, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (2.7) âèçíà÷àc iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä
ñèñòåìè (2.6). Òåîðåìà 2.1 äîâåäåíà.

2.1.2 Àñèìïòîòèêà iíòåãðàëüíîãî ìíîãîâèäó. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
ëiíiéíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü

dx

dt
= A(t)x(t) + B(t)y(t),

ε
dy

dt
= C(t)y(t) + D(t)y(t− ε∆) + F (t)x(t) + G(t)x(t− ε∆), (2.18)

äå t ∈ R, x ∈ Rn, y ∈ Ωρ = {y ∈ Rm, |y| < ρ}, ∆ > 0, ε � ìàëèé äîäàòíèé
ïàðàìåòð.
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Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (2.18) ñïðàâäæóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ:
1) ìàòðèöi A,B, C, D, F,G îáìåæåíi äëÿ âñiõ t ∈ R;
2) âñi êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

det(λE − C −De−λ∆) = 0

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Re λ ≤ −2µ < 0 äëÿ âñiõ t ∈ R.
Ïðè âèêîíàííi óìîâ 1)�2) äîâåäåíî iñíóâàííÿ iíòåãðàëüíîãî ìíîãîâèäó

ïîâiëüíèõ çìiííèõ ñèñòåìè (2.18), ÿêèé ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi [39]

y = P (t, ε)x. (2.19)

Ìàòðèöÿ P (t, ε) ðiâíîìiðíî îáìåæåíà äëÿ t ∈ R, çàäîâîëüíÿc iíòåãðàëüíå
ðiâíÿííÿ

P (t, ε) =
1

ε

t∫

−∞
Y (t, s)[F (s)X(s, t) + G(s)X(s− ε∆, t)]ds

à òàêîæ c îáìåæåíèì ðîçâ'ÿçêîì àíàëîãi÷íîãî äî (2.22) äèôåðåíöiàëüíî-
ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ

ε
dP (t, ε)

dt
= −εP (t, ε)[A(t)+B(t)P (t, ε)]+F (t)+G(t)X(t−ε∆, y)+C(t)P (t, ε)+

+D(t)P (t− ε∆, ε)X(t− ε∆, t), (2.20)

äå X(t, s), Y (t, s) � ôóíäàìåíòàëüíi ìàòðèöi òàêèõ ðiâíÿíü:
dx

dt
= [A(t) + B(t)P (t, ε)]x(t),

dy

dt
= C(t)y(t) + D(t)y(t− ε∆).

ßêùî ìàòðèöi A,B, C,D, F, G � ñòàëi, òîäi ìàòðèöÿ P òàêîæ íå çàëåæèòü âiä
t, à ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ X(t, s) ìàc âèãëÿä

X(t, s) = e(A+BP )(t−s).

Ó öüîìó âèïàäêó ìàòðèöÿ P çàäîâîëüíÿc ðiâíÿííÿ

εP (A + BP ) = FGe−ε(A+BP )∆ + CP + DPe−ε(A+BP )∆,

ÿêå ïðè ∆ = 0 çáiãàcòüñÿ iç ìàòðè÷íèì ðiâíÿííÿì Ðiêêàòi [45]

εP (A + BP ) = F + G + (C + D)P,
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ùî âèçíà÷àc iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä ïîâiëüíèõ çìiííèõ äëÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü áåç çàïiçíåííÿ.

Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (2.18), êðiì íàâåäåíèõ âèùå, âèêîíócòüñÿ óìîâà:
3) ìàòðèöi A,B, C, D, F, G ðiâíîìiðíî îáìåæåíi äëÿ t ∈ R ðàçîì iç ñâî��ìè

ïîõiäíèìè äî k + 1-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî.
Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç

T (u) = C(t)u(t, x, ε) + D(t)u(t− ε∆, x(t− ε∆), ε) + F (t)x(t) + G(t)x(t− ε∆)−

−ε
∂u

∂t
− ε

∂u

∂x
[A(t)x(t) + B(t)u(t, x, ε)]. (2.21)

Ïîêàæåìî, ùî iñíóc ôóíêöiÿ u(t, x, ε), ÿêó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

u(t, x, ε) = P0(t, ε)x(t) = [p0(t) + εp1(t) + ... + εkpk(t)]x(t) (2.22)

(äå pi(t), i = 0, 1, ..., k � ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ôóíêöi�� ðàçîì iç ñâî��ìè (k− i+1)-
ìè ïîõiäíèìè) òàêà, ùî

T (P0(t, ε)x) = O(εk+1).

Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíi ðîçêëàäè

P0(t− ε∆, ε) = P0(t, ε) + εp̄1(t, p0) + ε2p̄2(t, p0, p1) + ...+

+εkp̄k(t, p0, ..., pk−1) + εk+1p̄k+1(t− εθ∆, p0, ..., pk, ε), (2.23)

x(t− ε∆) = [x0(t) + εx1(t) + ... + εkxk(t)]x(t) + εk+1xk+1(t− εθ∆), (2.24)

äå

p̄i =
i∑

j=1

(−1)j∆j

j!

djpi−j(t)

dtj
, x0 = 1,

xi =
(−1)i∆i

i!

dix(t)

dti
, i = 1, 2, ..., k + 1, 0 < θ < 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàäè (2.23), (2.24), îäåðæócìî

P0(t− ε∆, ε)x(t− ε∆) = P0(t, ε)x(t) + [εp̃1 + ε2p̃2 + ... + εkp̃k]x(t)+

+εk+1{l1(t, p0, ..., pk, ε)x(t) + l2(t, p0, ..., pk, ε)x(t− εθ∆)}, (2.25)

äå
p̃i = p̄0xi + p̄1xi−1 + ... + p̄ix0, i = 1, 2, ..., k,

à ôóíêöi�� l1(t, p0, ..., pk, ε), l2(t, p0, ..., pk, ε) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ iç
ðîçêëàäiâ (2.23), (2.24).
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Ïiäñòàâèìî âèðàçè (2.24), (2.25) ó (2.21) i ïiäáåðåìî ôóíêöi�� pi(t), i =
0, 1, ..., k òàê, ùîá ó (2.21) ïåðåòâîðèëèñü íà íóëü óñi ÷ëåíè, ùî ìiñòÿòü ε â
ñòåïåíi, ìåíøîìó íiæ k+1. Îáãðóíòóâàííÿ ìîæëèâîñòi òàêîãî âèáîðó íåâàæêî
ïðîâåñòè çà iíäóêöicþ.

Äëÿ êîåôiöicíòiâ ðîçêëàäó (2.22) ñïðàâåäëèâi òàêi àëãåáðà��÷íi
ñïiââiäíîøåííÿ:

p0(t) = −[C(t) + D(t)]−1[F (t) + G(t)],

pi(t) = −[C(t) + D(t)]−1

[
D(t)pi + G(t)xi − dpi−1

dt
− p0B(t)pi−1 − ...−

−pi−1B(t)p0 − pi−1A(t)

]
, i = 1, 2, ..., k. (2.26)

Îáìåæåíiñòü ôóíêöié pi(t) òà ��õ ïîõiäíèõ äî (k− i + 1)-ãî ïîðÿäêó âèïëèâàc iç
óìîâ, íàêëàäåíèõ íà êîåôiöicíòè ñèñòåìè (2.18).

ßêùî ôóíêöi�� pi(t) âèáðàíi çà ôîðìóëàìè (2.26), òî äèôåðåíöiàëüíå
ñïiââiäíîøåííÿ (2.21) íàáóäå âèãëÿäó

T (P0(t, ε)x) = εk+1[β1(t, ε)x(t) + β2(t, ε)x(t− εθ∆)],

äå β1(t, ε), β2(t, ε) � ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ôóíêöi��.
ßêùî ó âèõiäíié ñèñòåìi (2.18) çäiéñíèòè çàìiíó

y = P0(t, ε)x + εk+1z,

òî äëÿ çìiííèõ x i z äiñòàíåìî ñèñòåìó
dx(t)

dt
= [A(t) + B(t)P0(t, ε)]x(t) + εk+1B(t)z(t),

ε
dz

dt
= [C(t)− εP0(t, ε)B(t)]z(t) + D(t)z(t− ε∆)+

+β1(t, ε)x(t) + β2(t, ε)x(t− εθ∆). (2.27)

Ðîçãëÿíåìî óêîðî÷åíå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.27)

ε
dz

dt
= [C(t)− εP0(t, ε)B(t)]z(t) + D(t)z(t− ε∆). (2.28)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Z(t, s) ôóíäàìåíòàëüíó ìàòðèöþ ðiâíÿííÿ (2.28), à ÷åðåç
Z0(t, s) � ôóíäàìåíòàëüíó ìàòðèöþ âiäïîâiäíîãî (2.28) íåçáóðåíîãî ðiâíÿííÿ

ε
dz

dt
= C(t)z(t) + D(t)z(t− ε∆). (2.29)
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Ïðè âèêîíàííi óìîâè 2), çãiäíî ç ëåìîþ À.Õàëàíàÿ, äëÿ ôóíäàìåíòàëüíî��
ìàòðèöi Z0(t, s) ñïðàâäæócòüñÿ îöiíêà

|Z0(t, s)| ≤ Ke−
µ
ε (t−s), t ≥ s, K > 0. (2.30)

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó âàðiàöi�� ñòàëèõ äëÿ ôóíäàìåíòàëüíî�� ìàòðèöi Z(t, s)
ñèñòåìè (2.28), äiñòàcìî

Z(t, s) = Z0(t, s)−
t∫

s

Z0(t, ξ)P0(ξ, ε)B(ξ)Z(ξ − ε∆, s)dξ.

Âðàõîâóþ÷è, ùî Z0(t, s) = Z(t, s) = 0 ïðè t < s, ïåðåïèøåìî îñòàííþ íåðiâíiñòü
ó âèãëÿäi

Z(t, s) = Z0(t, s)−
t+ε∆∫

s+ε∆

Z0(t, ξ)P0(ξ, ε)B(ξ)Z(ξ − ε∆, s)dξ =

= Z0(t, s)−
t∫

s

Z0(t, ξ + ε∆)P0(ξ + ε∆, ε)B(ξ + ε∆)Z(ξ, s)dξ.

Îöiíþþ÷è ïðàâó ÷àñòèíó ïîïåðåäíüî�� ðiâíîñòi, äiñòàíåìî

|Z(t, s)| ≤ Ke−
µ
ε (t−s) + KMM0e

µ∆

t∫

s

e−
µ
ε (t−s)|Z(ξ, s)|dξ, t ≥ s,

äå M0 = sup
t,ε
|P0(t, ε)|.

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãðîíóîëëà-Áåëìàíà, îäåðæócìî îöiíêó

|Z(t, s)| ≤ Ke−(µ
ε−KMM0e

µ∆)(t−s) ≤
≤ Ke−

µ
2ε (t−s), t ≥ s, (2.31)

ïðè ε <
KMM0e

µ∆

2
.

Iç îöiíêè (2.31) âèïëèâàc, ùî ñèñòåìà (2.27) � öå ñèñòåìà òèïó (2.18). Òîìó
ïðè âèêîíàííi óìîâ 1)�3) òà äîñèòü ìàëîìó ε iñíóc iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä
ñèñòåìè (2.27)

Z(t) = P̄ (t, ε)x(t), (2.32)

äå P̄ (t, ε) � ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ìàòðèöÿ.
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ßêùî ñèñòåìà (2.27) ìàc iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä (2.32), òîäi ñèñòåìà (2.18)
ìàc iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä âèãëÿäó

y(t) = [P0(t, ε) + εk+1P̄ (t, ε)]x(t),

äëÿ ÿêîãî ñïðàâåäëèâèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä

y(t) = p0(t)x(t) + εp1(t)x(t) + ... + εkpk(t)x(t) + εk+1P̄ (t, ε)x(t). (2.33)

Ñôîðìóëþcìî öå òâåðäæåííÿ ó âèãëÿäi òåîðåìè.
Òåîðåìà 2.2. Íåõàé âiäíîñíî ñèñòåìè (2.18) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè

1)�3). Òîäi äëÿ äîñèòü ìàëèõ ε ñèñòåìà (2.18) ìàc iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä
âèãëÿäó (2.33), äå êîåôiöicíòè pi(t) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ iç àëãåáðà��÷íèõ
ñïiââiäíîøåíü (2.26).

2.1.3 Ðîçùåïëåííÿ ëiíiéíèõ ñèñòåì iç çàïiçíåííÿì. Ðîçãëÿíåìî
òåïåð ëiíiéíó ñèíãóëÿðíî çáóðåíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü
(2.18). Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (2.18) âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1)�2). Òîäi
iñíóc ε2 > 0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ 0 < ε ≤ ε2 iñíóc iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä øâèäêèõ
çìiííèõ ñèñòåìè (2.18), ÿêèé ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

x = Q(t, y, ε), (2.34)

äå Q(t, ϕ, ε) � ëiíiéíèé ïî ϕ ôóíêöiîíàë, äëÿ ÿêîãî ìàc ìiñöå îöiíêà

|Q(t, ϕ, ε)| ≤ εK3|ϕ|, K3 > 0. (2.35)

Çäiéñíèìî â ñèñòåìi (2.18) çàìiíó çìiííèõ

y = v + P (t, ε)x, (2.36)

äå P (t, ε) � ìàòðèöÿ, ùî âèçíà÷àc iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä (2.19) ïîâiëüíèõ
çìiííèõ. Îäåðæèìî ñèñòåìó

dx

dt
= [A(t) + B(t)P (t, ε)]x(t) + B(t)v(t),

εv̇(t) = [C(t)− εP (t, ε)B(t)]v(t) + Dv(t− ε∆). (2.37)

Çàìiíà (2.36) ðîçïðàâëÿc iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä ñèñòåìè (2.18) äî n-
âèìiðíî�� ïëîùèíè v = 0.
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Äëÿ ôóíäàìåíòàëüíî�� ìàòðèöi V (t, s) äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.37) ïðè
äîñèòü ìàëèõ ε, àíàëîãi÷íî (2.31), îäåðæócìî îöiíêó

|V (t, t0)| ≤ Ke−
µ
2ε (t−t0), t ≥ t0. (2.38)

Íåðiâíiñòü (2.38) çàáåçïå÷óc iñíóâàííÿ iíòåãðàëüíîãî ìíîãîâèäà øâèäêèõ
çìiííèõ ñèñòåìè (2.37). Çäiéñíèìî òåïåð ó ñèñòåìi (2.37) çàìiíó çìiííèõ

x = u + Q(t, v, ε), (2.39)

äå Q(t, v, ε) � ôóíêöiÿ, ùî âèçíà÷àc iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä øâèäêèõ çìiííèõ
ñèñòåìè (2.37). Ó ðåçóëüòàòi äiñòàíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

du

dt
= [A(t) + B(t)P (t, ε)]u(t),

ε
dv

dt
= [C(t)− εP (t, ε)B(t)]v(t) + D(t)v(t− ε∆), (2.40)

ÿêà ïîâíiñòþ ðîçùåïëåíà íà äâà íåçàëåæíèõ ðiâíÿííÿ, ïåðøå ç ÿêèõ c
ðåãóëÿðíèì ïî ε.

ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (2.18) ó âèïàäêó, êîëè ���� êîåôiöicíòè ñòàëi
dx

dt
= Ax(t) + By(t),

ε
dy

dt
= Cy(t) + Dy(t− ε∆) + Fx(t) + Gx(t− ε∆). (2.41)

ßêùî âñi êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

det(λE − C −De−λ∆) = 0 (2.42)

ëåæàòü ó ëiâié ïiâïëîùèíi Re λ < −2µ < 0, òîäi iñíóc iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä
ñèñòåìè (2.42)

y = P (ε)x,

äå P (ε) � ñòàëà ìàòðèöÿ, ÿêà c ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

εP (A + BP ) = F + Ge−ε(A+BP )∆ + CP + DPe−ε(A+BP )∆. (2.43)

Çäiéñíþþ÷è â ñèñòåìi (2.41) çàìiíó çìiííèõ

v = y + Px,

îäåðæèìî ñèñòåìó
dx

dt
= (A + BP )x(t) + Bv(t),
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ε
dv

dt
= (C − εPB)v(t) + Dv(t− ε∆). (2.44)

ßêùî òåïåð ó ñèñòåìi (2.44) çðîáèòè çàìiíó çìiííèõ

u = x + z,

äå

z = −
∞∫

t

e(A+BP )(t−s)Bv(s)ds,

îäåðæèìî äâà íåçàëåæíèõ ðiâíÿííÿ
du

dt
= (A + BP )u(t),

ε
dv

dt
= (C − εBP )v(t) + Dv(t− ε∆).

Îñêiëüêè λ = 0 íå c êîðåíåì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (2.42), òî det(C+
D) 6= 0 i ìàòðèöþ P (ε) ìîæíà øóêàòè ó âèãëÿäi ðÿäó

P (ε) =
∞∑
i=0

εiPi. (2.45)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.45) ó ðiâíÿííÿ (2.43), äiñòàcìî

P0 = −(C + D)−1(F + G),

P1 = (C + D)−1(P0 + G∆ + DP0∆)(A + BP0), ... .
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2.2 Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåíííÿ äî äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi
äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ïî çàñòîñóâàííþ ìåòîäó óñåðåä-
íåííÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì.
Ðåçóëüòàòè íàëåæàòü I.I. Êëåâ÷óêó i îïóáëiêîâàíi [46-51].

2.2.1 Äðóãå íàáëèæåííÿ â ìåòîäi óñåðåäíåííÿ äëÿ ñèñòåìè
äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

dx

dt
= εX(t, x, x(t−∆)), (2.46)

äå ε � ìàëèé äîäàòíèé ïàðàìåòð, x ∈ Rn, ôóíêöiÿ X(t, x, y) òðè÷i íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíà çà âñiìà çìiííèìè.

Íåõàé
X(t, x, x) =

∑
ν

eiνtXν(x).

Òîäi óñåðåäíåíà ñèñòåìà äëÿ (2.46) íàáóäå âèãëÿäó
dx

dt
= εX0(x),

äå X0(x) � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ X(t, x, x) çà çìiííîþ t, X0(x) =
M{X(t, x, x)}. Ó ñòàòòi Õåéëà [52] äîâåäåíî óçàãàëüíåííÿ äðóãî¨ òåîðåìè
Áîãîëþáîâà ïðî óñåðåäíåííÿ äëÿ ñèñòåìè âèãëÿäó (2.46). Ó öié ñòàòòi ïîáóäó¹ìî
äðóãå íàáëèæåííÿ â ìåòîäi óñåðåäíåííÿ i çàñòîñó¹ìî éîãî äëÿ äîñëiäæåííÿ
ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè.

Ó ñèñòåìi (2.46) çðîáèìî çàìiíó x = ξ + εX̃(t, ξ), äå

X̃(t, ξ) =
∑

ν 6=0

eiνt

iν
Xν(ξ).

Âðàõîâóþ÷è, ùî
∂X̃(t, x)

∂t
= X(t, x, x)−X0(x),

îäåðæèìî ñèñòåìó

dξ

dt
+ εX(t, ξ, ξ)− εX0(x) + ε

∂X̃(t, ξ)

∂ξ

dξ

dt
=

= εX(t, ξ + εX̃(t, ξ), ξ(t−∆) + εX̃(t−∆, ξ(t−∆))). (2.47)
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Îñêiëüêè çãiäíî ç [52]
dξ

dt
= εX0(ξ) + O(ε2),

òî ξ(t−∆) = ξ(t)−∆
dξ

dt
+ O(ε2) = ξ(t)− ε∆X0(ξ) + O(ε2).

Òîìó

X(t, ξ + εX̃(t, ξ), ξ(t−∆) + εX̃(t−∆, ξ(t−∆))) =

= X(t, ξ, ξ) + εY (t, ξ)X̃(t, ξ) + εZ(t, ξ)[X̃(t−∆, ξ)−∆X0(ξ)] + O(ε2),

äå
Y (t, ξ) =

∂X(t, x, ξ)

∂x

∣∣∣
x=ξ

, Z(t, ξ) =
∂X(t, ξ, y)

∂y

∣∣∣
y=ξ

.

Îòæå, ñèñòåìà (2.47) íàáóäå âèãëÿäó

dξ

dt
= εX0(ξ)− ε2∂X̃(t, ξ)

∂ξ
X0(ξ) + ε2Y (t, ξ)X̃(t, ξ)+

+ε2Z(t, ξ)[X̃(t−∆, ξ)−∆X0(ξ)] + O(ε3). (2.48)

Ìè îäåðæàëè ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêà àïðîêñèìó¹
ñèñòåìó (2.47) iç òî÷íiñòþ äî O(ε3). Òîìó çãiäíî ç [53, 54], ðiâíÿííÿ äðóãîãî
íàáëèæåííÿ â ìåòîäi óñåðåäíåííÿ äëÿ ñèñòåìè (2.48) íàáóäóòü âèãëÿäó

dξ

dt
= εX0(ξ) + ε2M{Y (t, ξ)X̃(t, ξ) + Z(t, ξ)[X̃(t−∆, ξ)−∆X0(ξ)]}.

2.2.2 Äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ñëàáêî çâ'ÿçàíèõ
îñöèëÿòîðiâ. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ñëàáêî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ iç çàïiçíåííÿì

y′′ + L2y + εP (t)y(t− h) = 0, (2.49)

äå ε � ìàëèé äîäàòíèé ïàpàìåòp, y = (y1, . . . , yq)
T , L � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ

ç äîäàòíèìè ðiçíèìè äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè, L = diag{λ1, . . . , λq}, λs > 0,
λk 6= λs ïðè k 6= s, h > 0, P (t) � ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè

Pjs(t) =
n∑

m=1

(bjsmeiamt + b̄jsme−iamt), bjsm ∈ C, am ≥ 0. (2.50)

Ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ó êðèòè÷íî-
ìó âèïàäêó âèâ÷àëàñÿ ó [44, 55, 56] òà ií. Äàëi âèêîðèñòà¹ìî ìåòîäèêó öèõ ðîáiò
i çíàéäåìî óìîâè ñòiéêîñòi ñèñòåìè (2.49) â òåðìiíàõ ¨¨ êîåôiöi¹íòiâ.
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Ñèñòåìó (2.49) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

y′′j = −λ2
jyj − ε

q∑
s=1

Pjs(t)ys(t− h), j ∈ {1, . . . , q}.

Ïîçíà÷èìî zj = y′j/λj, òîäi îäåðæèìî ñèñòåìó

y′j = λjzj, z′j = −λjyj − ε

λj

q∑
s=1

Pjs(t)ys(t− h).

Ïåðåéäåìî äî êîìïëåêñíèõ çìiííèõ uj = yj + izj, òîäi çíàõîäèìî

u′j = −iλjuj − εi

2λj

q∑
s=1

Pjs(t)(us(t− h) + ūs(t− h)).

Çðîáèâøè çàìiíó uj = xj exp(−iλjt), îäåðæèìî ñèñòåìó â ñòàíäàðòíié
ôîðìi

x′ = εF (t)x(t− h) + εG(t)x̄(t− h), (2.51)

äå x = (x1, ..., xq)
T , F (t) òà G(t) � ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè

Fjs(t) = − i

2λj
Pjs(t)e

i(λj−λs)teiλsh, Gjs(t) = − i

2λj
Pjs(t)e

i(λj+λs)te−iλsh (2.52)

âiäïîâiäíî.
Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.50) ó (2.52), îäåðæèìî

Fjs(t) = − i

2λj
eiλsh

n∑
m=1

(bjsmei(λj−λs+am)t + b̄jsmei(λj−λs−am)t),

Gjs(t) = − i

2λj
e−iλsh

n∑
m=1

(bjsmei(λj+λs+am)t + b̄jsmei(λj+λs−am)t).

Ïîçíà÷èìî cj = bjj1 + b̄jj1.
Òåîðåìà 2.4. Íåõàé a1 = 0, am > 0 ïðè m ≥ 2 i âiäñóòíié ðåçîíàíñ,

òîáòî λj − λs + am 6= 0 ïðè |j − s| + |m − 1| > 0, λj + λs − am 6= 0 äëÿ âñiõ
j, s, m. Òîäi íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.49) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé, ÿêùî
cj sin(λjh) < 0 ïðè j ∈ {1, . . . , q}, i íåñòiéêèé, ÿêùî cj sin(λjh) 6= 0 äëÿ âñiõ j

òà iñíó¹ k, äëÿ ÿêîãî ck sin(λkh) > 0.
Äîâåäåííÿ. Ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (2.49) ðiâíîñèëüíà ñòiéêîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (2.51). Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè óñåðåäíåíà ñèñòåìà
äëÿ ñèñòåìè (2.51) ìàòèìå âèãëÿä x′ = εAx, äå A = diag{γ1, . . . , γq}, γj =
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−i exp(iλjh)cj/(2λj) = (cj sin(λjh) − icj cos(λjh))/(2λj), j ∈ {1, . . . , q}. Iç
òåîðåìè Õåéëà [52] âèïëèâà¹, ùî ÿêùî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé (íåñòiéêèé), òî i íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.51) áóäå
âiäïîâiäíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì (íåñòiéêèì). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íåõàé òåïåð am > 0 äëÿ âñiõ m. Òîäi ïåðøå íàáëèæåííÿ â ìåòîäi
óñåðåäíåííÿ íå äà¹ âiäïîâiäi íà ïèòàííÿ ïðî ñòiéêiñòü.

Ïîçíà÷èìî ds = Re{δs},

δs =

q∑

k=1

n∑
m=1

(
bskmb̄ksm exp(i(2λs + am)h)

i(λk − λs − am)(λs + λk + am)
+

+
b̄skmbksm exp(i(2λs − am)h)

i(λk − λs + am)(λs + λk − am)
).

Ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi P (t) ìà¹ìî bksm = bskm, îòæå,

ds =

q∑

k=1

n∑
m=1

|bskm|2
(

sin((2λs + am)h)

(λk − λs − am)(λs + λk + am)
+

+
sin((2λs − am)h)

(λk − λs + am)(λs + λk − am)

)
.

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé am > 0 äëÿ âñiõ m i âiäñóòíié ðåçîíàíñ, òîáòî
λj−λs +am−ak 6= 0 ïðè |j−s|+ |m−k| > 0, λj +λs−am 6= 0, λj−λs +am 6= 0,
λj +λs+am−ak 6= 0, λj +λs−am−ak 6= 0, λj−λs+am+ak 6= 0 äëÿ âñiõ j, s,m, k.
Òîäi íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.49) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé, ÿêùî ds > 0
ïðè s ∈ {1, . . . , q} i íåñòiéêèé, ÿêùî ds 6= 0 äëÿ âñiõ s òà iñíó¹ k, äëÿ ÿêîãî
dk < 0.

Äîâåäåííÿ. Ó ñèñòåìi (2.51) çðîáèìî çàìiíó x(t) = ξ(t) + εF̃ (t)ξ(t) +
εG̃(t)ξ̄(t), äå F̃ (t) òà G̃(t) � ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè

F̃js(t) = − i

2λj
eiλsh

n∑
m=1

(
bjsm

i(λj − λs + am)
ei(λj−λs+am)t+

+
b̄jsm

i(λj − λs − am)
ei(λj−λs−am)t

)
,

G̃js(t) = − i

2λj
e−iλsh

n∑
m=1

(
bjsm

i(λj + λs + am)
ei(λj+λs+am)t+
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+
b̄jsm

i(λj + λs − am)
ei(λj+λs−am)t

)
.

Òîäi x(t − h) = ξ − hξ′ + εF̃ (t − h)ξ(t) + εG̃(t − h)ξ̄(t) + O(ε2) = ξ + εF̃ (t −
h)ξ(t) + εG̃(t− h)ξ̄(t) + O(ε2), îñêiëüêè ξ′ = O(ε2).

Ïiäñòàâëÿþ÷è â ñèñòåìó (2.51), îäåðæèìî

ξ′ + εF (t)ξ + εF̃ (t)ξ′ + εG(t)ξ̄ + εG̃(t)ξ̄′ = εF (t)ξ + ε2F (t)F̃ (t− h)ξ+

+ε2F (t)G̃(t− h)ξ̄ + εG(t)ξ̄ + ε2G(t) ¯̃F (t− h)ξ̄ + ε2G(t) ¯̃G(t− h)ξ + O(ε3),

àáî
ξ′ = ε2F (t)F̃ (t− h)ξ + ε2F (t)G̃(t− h)ξ̄ + ε2G(t) ¯̃F (t− h)ξ̄+

+ε2G(t) ¯̃G(t− h)ξ + O(ε3). (2.53)

Ó ñèñòåìi (2.53) ìîæíà ùå ðàç çàñòîñóâàòè ìåòîä óñåðåäíåííÿ [52, 53] i îäåðæàòè
óñåðåäíåíó ñèñòåìó

ξ′ = ε2M{F (t)F̃ (t− h)}ξ + ε2M{F (t)G̃(t− h)}ξ̄ + ε2M{G(t) ¯̃F (t− h)}ξ̄+

+ε2M{G(t) ¯̃G(t− h)}ξ.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç fss(t) òà gss(t) äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöü F (t)F̃ (t−h)

òà G(t) ¯̃G(t− h) âiäïîâiäíî i çíàéäåìî ¨õ ñåðåäíi çíà÷åííÿ

M{fss(t)} = M{
q∑

k=1

Fsk(t)F̃ks(t− h)} = M{ i

2λs

q∑

k=1

eiλkh
n∑

m=1

(bskmei(λs−λk+am)t+

+b̄skmei(λs−λk−am)t)
i

2λk
eiλsh

n∑
m=1

(
bksm

i(λk − λs + am)
ei(λk−λs+am)(t−h)+

+
b̄ksm

i(λk − λs − am)
ei(λk−λs−am)(t−h))} = M{− 1

2λs
eiλsh

q∑

k=1

1

2λk
eiλkh

n∑
m=1

(bskmeiamt+

+b̄skme−iamt)
n∑

m=1

(
bksm

i(λk − λs + am)
eiamtei(λs−λk−am)h +

b̄ksm

i(λk − λs − am)
e−iamt×

×ei(λs−λk+am)h)} = − 1

2λs

q∑

k=1

1

2λk

n∑
m=1

(
bskmb̄ksm

i(λk − λs − am)
ei(2λs+am)h+

+
b̄skmbksm

i(λk − λs + am)
ei(2λs−am)h),
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M{gss(t)} = M{
q∑

k=1

Gsk(t)
¯̃Gks(t− h)} = M{ i

2λs

q∑

k=1

e−iλkh
n∑

m=1

(bskmei(λs+λk+am)t+

+b̄skmei(λs+λk−am)t)
i

2λk
eiλsh

n∑
m=1

(
b̄ksm

i(λs + λk + am)
e−i(λs+λk+am)(t−h)+

+
bksm

i(λs + λk − am)
e−i(λs+λk−am)(t−h))} =

= M{− 1

2λs
eiλsh

q∑

k=1

1

2λk
e−iλkh

n∑
m=1

(bskmeiamt + b̄skme−iamt)×

×
n∑

m=1

(
b̄ksm

i(λs + λk + am)
e−iamtei(λs+λk+am)h +

bksm

i(λs + λk − am)
eiamtei(λs+λk−am)h)} =

= − 1

2λs

q∑

k=1

1

2λk

n∑
m=1

(
bskmb̄ksm

i(λs + λk + am)
ei(2λs+am)h +

b̄skmbksm

i(λs + λk − am)
ei(2λs−am)h).

Îòæå,
M{fss(t)}+ M{gss(t)} = − δs

2λs
.

ßêùî âiäñóòíié ðåçîíàíñ, òî ñåðåäíi çíà÷åííÿ âñiõ åëåìåíòiâ ìàòðèöü
F (t)G̃(t − h), G(t) ¯̃F (t − h), à òàêîæ âñiõ ïîçàäiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöü
F (t)F̃ (t − h) òà G(t) ¯̃G(t − h) äîðiâíþþòü íóëåâi, îòæå çà äîïîìîãîþ ëiíiéíî¨
çàìiíè ñèñòåìó (2.53) ìîæíà çâåñòè äî ñèñòåìè ξ′ = ε2Dξ + O(ε3), äå D =
diag{−δ1/(2λ1), . . . , −δq/(2λq)}. ßêùî ds = Re{δs} > 0 ïðè s ∈ {1, . . . , q}, òî,
çãiäíî ç [52], íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.50) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé, à ÿêùî
ds 6= 0 ïðè s ∈ {1, . . . , q}, àëå iñíó¹ k, äëÿ ÿêîãî dk < 0, òî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè (2.49) íåñòiéêèé. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåì 1 i 2 ïðî íåñòiéêiñòü ïðàâèëüíi é áåç
ïðèïóùåííÿ ïðî âiäìiííiñòü âiä íóëÿ âåëè÷èí cj sin(λjh) òà ds. Öå ìîæíà
ïîêàçàòè, âèêîíàâøè â ñèñòåìi (2.53) ëiíiéíó çàìiíó i âèêîðèñòàâøè ñõåìó
äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî ñòiéêiñòü çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì [57].

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
x′ = εF (t)x(t− h), (2.54)

äå ε � ìàëèé äîäàòíèé ïàðàìåòð, h > 0, x ∈ Rp, F (t) =
n∑

m=1
(Ameibmt +Ame−ibmt),

bm � äiéñíi äîäàòíi ðiçíi ÷èñëà, Am � ìàòðèöi ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè.
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Ó ñèñòåìi (2.54) çðîáèìî çàìiíó x(t) = ξ(t) + εF̃ (t)ξ(t), äå F̃ (t) =
n∑

m=1

( 1

ibm
Ameibmt− 1

ibm
Ame−ibmt

)
. Òîäi x(t− h) = ξ − hξ′ + εF̃ (t− h)ξ + O(ε2) =

ξ + εF̃ (t − h)ξ + O(ε2), îñêiëüêè ξ′ = O(ε2). Ïiäñòàâëÿþ÷è â ñèñòåìó (2.54),
îäåðæèìî

ξ′ + εF (t)ξ + εF̃ (t)ξ′ = εF (t)ξ + ε2F (t)F̃ (t− h)ξ + O(ε2),

àáî
ξ′ = ε2F (t)F̃ (t− h)ξ + O(ε2). (2.55)

Ó ñèñòåìi (2.55) ìîæíà ùå ðàç çàñòîñóâàòè ìåòîä óñåðåäíåííÿ [54] i

îäåðæàòè óñåðåäíåíó ñèñòåìó ξ′ = ε2Bξ, äå B = −
n∑

m=1

1

bm
sin(bmh)(AmAm +

AmAm).
Òåîðåìà 2.6. ßêùî âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi B ìàþòü âiä'¹ìíi

äiéñíi ÷àñòèíè, òî ñèñòåìà (2.54) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà, à ÿêùî iñíó¹
âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi B ç äîäàòíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ, òî ñèñòåìà (2.54)
íåñòiéêà.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Õåéëà ïðî óñåðåäíåííÿ [52].
ßêùî iñíóþòü âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi B ç íóëüîâîþ òà äîäàòíîþ äiéñíèìè
÷àñòèíàìè, òî òðåáà âèêîðèñòàòè ñõåìó äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî ñòiéêiñòü çà
ïåðøèì íàáëèæåííÿì.
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3 ÇÀÄÀ×À ÊÎØI ÄËß ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÈÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÈÕ ÒÀ
ÏÑÅÂÄÎÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ ÒÀ ÑÈÑÒÅÌ

Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, ïîâ'ÿçàíi ç îçíà÷åííÿì íîâèõ
êëàñiâ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì ðiâíÿíü ÿê
ç ãëàäêèìè, òàê i òî÷êîâî-íåãëàäêèìè ñèìîâëàìè ïñåâäîäèôåðåíöiþâàííÿ,
çàëåæíèìè ëèøå âiä ÷àñîâîãî ïàðàìåòðà, òà îïèñîì ÿêîìîãà øèðøèõ ìíîæèí
¨õ ãëàäêèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ñòîñîâíî ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ ìàþòü âëàñòèâîñòi, ùî
¹ õàðàêòåðíèìè äëÿ ¨õ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à òàêîæ ç ðîçâèíåííÿì
òåîði¨ ïðîñòîðiâ îñíîâíèõ i óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó Ôðåøå, ÿê ñåðåäîâèùà
äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi òà áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì.
Íàâåäåíi òóò ðåçóëüòàòè íàëåæàòü Â.À.Ëiòîâ÷åíêó (ï. 3.1.1�3.1.2, 3.2.1�3.2.2),
Ä.I.Ñïiæàâêî ñïiëüíî ç Â.Â.Ãîðîäåöüêèì (ï. 3.1.3, 3.2.3) i Ò.I.Ãîòèí÷àí (ï. 3.1.4);
îïóáëiêîâàíi â [58�76].

3.1 Cåðåäîâèùå äîñëiäæåííÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i
ñèñòåì

3.1.1 Óçàãàëüíåííÿ ïðîñòîðiâ Ãóðåâè÷à.
a) Ïðîñòîðè W

{αk}
Ω i WM

{αk}. Íåõàé −→
M(·),−→Ω(·) � îïóêëi âíèç âåêòîð-

ôóíêöi¨, ïîáóäîâàíi ðàíiøå (òóò ïîçíà÷àòèìåìî ¨õ ÷åðåç M(·) i Ω(·) âiäïîâiäíî),
à {αk := (α1,k1

, . . . , αn,kn
) >

−→
0 , k ∈ Zn

+} � ïîñëiäîâíiñòü ç Rn (íàäàëi
ìàòèìåìî ñïðàâó ëèøå ç òàêèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè, ïðè÷îìó ïîçíà÷àòèìåìî ¨õ
{αk, k ∈ Zn

+}). Ãîâîðèòèìåìî, ùî öÿ ïîñëiäîâíiñòü çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó A, ÿêùî
äëÿ êîæíîãî ν ∈ Nn:

1) 0 < αν,kν
< αν,kν+1, kν ∈ Z+;

2) lim
kν→∞

αν,kν
= +∞;

3) ∃cν > 0 ∃Aν > 0 ∀kν ∈ Z+:
αν,kν+2

αν,kν

≤ cνA
kν
ν ;

4) ∃Lν > 0 ∀{kν; mν} ⊂ Z+: αν,kν
αν,mν

≤ Lkν+mν
ν αν,(kν+mν).

Ïðèêëàäîì òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ¹ ïîñëiäîâíiñòü iç çàãàëüíèì ÷ëåíîì αk =
(kβ1k1

1 , . . . , kβnkn
n ), βν > 0, kν ∈ Z+, ν ∈ Nn.

Ïîêëàäåìî

W
{αk}
Ω := {ϕ ∈ C∞(Rn)

∣∣∣∃c > 0∃A > 0∃δ > 0 ∀k ∈ Zn
+ ∀x ∈ Rn :

|Dk
xϕ(x)| ≤ cA|k|∗ _

αk exp{−(
−→
1 , Ω(δx))}};
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WM
{αk} := {ϕ ∈ C∞(Cn)

∣∣∣∃c > 0∃B > 0 ∃b > 0∀k ∈ Zn
+ ∀z = x + iy ∈ Cn :

|zkϕ(z)| ≤ cB|k|∗ _
αk exp{(−→1 ,M(by))}, _

αk :=
n∏

ν=1

αν,kν
.

×åðåç W
{αk},A
Ω,a i WM,b

{αk},B ïîçíà÷èìî ñóêóïíîñòi âñiõ òèõ ôóíêöié ϕ ∈ W
{αk}
Ω

i ψ ∈ WM
{αk} âiäïîâiäíî, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|Dk
xϕ(x)| ≤ cÂ|k|∗ _

αk exp{−(
−→
1 , Ω(âx))}, x ∈ Rn,

|zkψ(z)| ≤ cB̌|k|∗ _
αk exp{(−→1 ,M(b̌y))}, z = x + iy ∈ Cn,

äëÿ âñiõ Â ≥ A, â ≤ a, B̌ ≥ B, b̌ ≥ b òà k ∈ Zn
+. ßêùî äëÿ ϕ ∈ W

{αk},A
Ω,a i

ψ ∈ WM,b
{αk},B ïîêëàñòè

‖ϕ‖δρ := sup
x∈Rn,k∈Zn

+

{
|Dk

xϕ(x)|/
(
(A + δ)|k|∗

_
αk exp{−(

−→
1 , Ω(a(1− ρ)x))}

)}
,

‖ψ‖δρ := sup
z=x+iy∈Cn,k∈Zn

+

{
|zkψ(z)|/

(
(B + δ)|k|∗

_
αk exp{(−→1 ,M(b(1 + ρ)y))}

)}
,

{δ, ρ} ⊂ {1/n; n ≥ 2},
òî ìiðêóþ÷è òàê, ÿê ó âèïàäêó ïðîñòîðiâ òèïó S i W [78, 79] çà óìîâè,
ùî ïîñëiäîâíiñòü {αk, k ∈ Zn

+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó A, ïåðåêîíó¹ìîñü,
ùî ç öèìè íîðìàìè ïðîñòîðè W

{αk},A
Ω,a i WM,b

{αk},B ¹ ïîâíèìè äîñêîíàëèìè
çëi÷åííî-íîðìîâàíèìè; W

{αk}
Ω =

⋃
A,a>0

W
{αk},A
Ω,a , WM

{αk} =
⋃

B,b>0
WM,b
{αk},B, ïðè÷îìó

ïîñëiäîâíiñòü {ϕν, ν ≥ 1} ⊂ W
{αk}
Ω (WM

{αk}) çáiãà¹òüñÿ äî ϕ ∈ W
{αk}
Ω (WM

{αk}) ïðè
ν → +∞ ó öüîìó ïðîñòîði òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè: à) {ϕν, ν ≥ 1} ïðàâèëüíî
çáiæíà íà Rn (Cn); á) âîíà îáìåæåíà â W

{αk}
Ω (âiäïîâiäíî â WM

{αk}).
Âèêîíàííÿ óìîâè A äëÿ {αk, k ∈ Zn

+} ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ òà íåïåðåðâíiñòü
îïåðàöié äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ, äèôåðåíöiþâàííÿ, à òàêîæ çñóâó â
ïðîñòîðàõ W

{αk}
Ω i WM

{αk}. Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè çàçíà÷åíi ïðîñòîðè äîñêîíàëi,
òî îïåðàöiÿ çñóâó â íèõ íå ëèøå íåïåðåðâíà, àëå é íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà
[79].

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî â çàëåæíîñòi âiä {αk, k ∈ Zn
+} ó W

{αk}
Ω ìîæóòü

ìiñòèòèñÿ íå ëèøå öiëi ôóíêöi¨, ÿê öå âèìàãà¹òüñÿ äëÿ ïðîñòîðó WM
Ω Ãóðåâè÷à

[79], à inf
kν∈Z+

{cBkναν,kν

|zν|kν

}
íå çàâæäè ¹ ôóíêöi¹þ ç âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ e−Ων(zν),

ν ∈ Nn, ùî ¹ îáîâ'ÿçêîâèì äëÿ ïðîñòîðó WΩ
M . ßêùî Mν(·) = | · |1/α, 0 < α < 1, à
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αν,kν
= kβkν

ν , kν ∈ Z+, ν ∈ Nn, β > 0, òî W
{αk}
M = Sβ

α, äå Sβ
α � âiäïîâiäíèé ïðîñòið

òèïó S Ãåëüôàíäà i Øèëîâà [78].
Ëåìà 3.1 Íåõàé {αk, k ∈ Zn

+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó A, K(r) = {x ∈ Rn :

‖x‖ ≤ r}, r > 0, à Ψ � îäèí ç ïðîñòîðiâ W
{αk}
Ω , WM

{αk}. Òîäi ÿêùî {ϕ, ψ} ⊂ Ψ,
òî äëÿ âñiõ ξ ∈ Rn:

1) Jr(ξ) :=

∫

K(r)

ϕ(x)ψ(x− ξ)dx
Ψ−→

r→+∞
J(ξ) :=

∫

Rn

ϕ(x)ψ(x− ξ)dx ;

2) ôóíêöiÿ ϕ(·)ψ(· − ξ) iíòåãðîâíà íà ìíîæèíi K(r) ó ñåíñi òîïîëîãi¨
ïðîñòîðó Ψ.

Ç öi¹¨ ëåìè, ÿê íàñëiäîê, îäåðæó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 3.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïîïåðåäíüî¨ ëåìè, òîäi äëÿ âñiõ

{ϕ; ψ} ⊂ Ψ ôóíêöiÿ ϕ(·)ψ(· − ξ) ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ξ ∈ Rn iíòåãðîâíà
íà Rn ó ñåíñi òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó Ψ.

Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçóþòü âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
åëåìåíòiâ ïðîñòîðiâ W

{αk},B
Ω,b i WM,b

{αk},B.
Òåîðåìà 3.2. ßêùî âåêòîð-ôóíêöiÿ M(·) äâî¨ñòà çà Þíãîì ç Ω(·), à

ïîñëiäîâíiñòü {αk, k ∈ Zn
+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó A, òî F [W

{αk},B
Ω,b ] ⊂ W

M, 1b
{αk},B i

F [WM,b
{αk},B] ⊂ W

{αk},B
Ω, 1b

.
Òåîðåìà 3.3. ßêùî âåêòîð-ôóíêöi¨ M(·) i Ω(·) � âçà¹ìíî äâî¨ñòi çà

Þíãîì, à ïîñëiäîâíiñòü {αk, k ∈ Zn
+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó A, òî

F [W
{αk}
Ω ] = WM

{αk}, F [WM
{αk}] = W

{αk}
Ω .

Öi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ é ó âèïàäêó îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹,
ïðè÷îìó îïåðàòîðè ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F , F−1 ¹ íåïåðåðâíèìè é âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íèìè âiäîáðàæåííÿìè ó öèõ ïðîñòîðàõ.

Äàëi äàìî òàêå
Îçíà÷åííÿ 3.3. Ïîñëiäîâíiñòü {αk, k ∈ Zn

+} íàçèâà¹òüñÿ óçãîäæåíîþ
ç {k!, k ∈ Zn

+}, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ν ∈ Nn iñíó¹ òàêà äîäàòíà ñòàëà Bν,
ùî äëÿ âñiõ iν, jν, . . . , hν�öiëî÷èñëîâèõ íåâiä'¹ìíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ kν =
1 · iν + 2 · jν + · · ·+ Lν · hν, {Lν, kν} ⊂ Z+, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(αν,1

1!

)iν (αν,2

2!

)jν · · ·
(

αν,Lν

Lν!

)hν

≤ Bkν
ν

αν,kν

kν!
, kν ∈ Z+.

Íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçóþòü åëåìåíòè ïðîñòîðiâ W
{αk}
Ω i

WM
{αk} íà C

n òà Rn âiäïîâiäíî.
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Òåîðåìà 3.4. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {αk, k ∈ Zn
+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó A i

¹ òàêîþ, ùî äëÿ âñiõ ν ∈ Nn lim
kν→+∞

kν
√

αν,kν

kν
= Lν < +∞, òîäi âñi åëåìåíòè

W
{αk}
Ω ¹ àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè, ïðè÷îìó öiëèìè, ÿêùî Lν ≡ 0. Ó âèïàäêó,

êîëè äëÿ êîæíîãî ν ∈ Nn iñíó¹ β > 1 òàêå, ùî lim
kν→+∞

kν
√

αν,kν

kβ
ν

= +∞, òî ñåðåä

åëåìåíòiâ ïðîñòîðó W
{αk}
Ω ¹ âæå ôiíiòíi ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 3.5. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {αk, k ∈ Zn
+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó A é

óçãîäæåíà ç {k!, k ∈ Zn
+}, òî ôóíêöiÿ f ∈ C∞(Rn) íàëåæàòèìå äî ïðîñòîðó

WM
{αk} òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
∃c > 0∃A > 0 ∃B > 0∀k ∈ Zn

+ ∃ρk = {ρk1
, . . . , ρkn

}, ρkν
∈ [0, kν), ν ∈ Nn,

∀x ∈ Rn : |Dk
xf(x)| ≤ cA|k|∗k!

n∏
ν=1

(eMν(ρkν )

ρkν

kν

· inf
m≥0

{Bmαν,m

|xν|m
})

,

äå ρkν
� ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ρµν(ρ) = kν, kν ∈ Z+, ν ∈ Nn (òóò µν(·) � ôóíêöiÿ,

çà ÿêîþ áóäó¹òüñÿ Mν(·)).
á) Ïðîñòîðè (W

{αk}
Ω )′ i (WM

{αk})
′. ×åðåç (W

{αk}
Ω )′ òà (WM

{αk})
′ ïîçíà÷èìî

ñóêóïíîñòi âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ,
âèçíà÷åíèõ âiäïîâiäíî íà W

{αk}
Ω i WM

{αk}. Îñêiëüêè â ïðîñòîðàõ W
{αk}
Ω , WM

{αk}
ââåäåíi òîïîëîãi¨ iíäóêòèâíèõ ãðàíèöü:

W
{αk}
Ω = lim

A→∞, a→+0
ind W

{αk},A
Ω,a ; WM

{αk} = lim
B→∞, b→∞

ind WM,B
{αk},b,

òî
(W

{αk}
Ω )′ = lim

A→∞, a→+0
pr (W

{αk},A
Ω,a )′, (WM

{αk})
′ = lim

B→∞, b→∞
pr(WM,B

{αk},b)
′,

äå (W
{αk},A
Ω,a )′, (WM,B

{αk},b)
′ � òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi ïðîñòîðè ç âiäïîâiäíèìè

ïðîñòîðàìè îñíîâíèõ ôóíêöié.
Ðåãóëÿðíèìè óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè àáî ðåãóëÿðíèìè ôóíêöiîíàëàìè

íàçèâàòèìåìî ëiíiéíi íåïåðåðâíi ôóíêöiîíàëè, äiÿ ÿêèõ íà îñíîâíi ôóíêöi¨ ϕ ∈
Ψ ∈ {W {αk}

Ω ; WM
{αk}} âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ 〈f, ϕ〉 =

∫
Rn

f(x)ϕ(x)dx. Êîæíà
ëîêàëüíî iíòåãðîâíà íà Rn ôóíêöiÿ f , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∀ε > 0∃cε > 0∀x ∈ Rn : |f(x)| ≤ cεe
(
−→
1 ,Ω(εx)) (|f(x)| ≤ cε(γ(εx))−1), (3.1)

äå γ(x) :=
n∏

j=1








1, |xj| < 1,

inf
m

(
αj,m

|xj|m
)

, |xj| ≥ 1


 , ïîðîäæó¹ ðåãóëÿðíó óçàãàëüíåíó

ôóíêöiþ Ff ç (W
{αk}
Ω )′ (àáî ç (WM

{αk})
′): 〈Ff , ϕ〉 =

∫
Rn

f(x)ϕ(x)dx, ϕ ∈ Ψ (òóò Ψ
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� âiäïîâiäíèé ïðîñòið îñíîâíèõ ôóíêöié), ÿêùî äëÿ {αk, k ∈ Zn
+} âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà A.
Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 3.6. Íåõàé äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {αk, k ∈ Zn

+} âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
A. Òîäi ÿêùî ëîêàëüíî iíòåãðîâíi íà Rn ôóíêöi¨ f i g, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó (3.1), íå çáiãàþòüñÿ íà ìíîæèíi äîäàòíî¨ ìiðè Ëåáåãà, òî iñíó¹
ôóíêöiÿ ϕ0 ∈ Ψ òàêà, ùî 〈f, ϕ0〉 6= 〈g, ϕ0〉, òîáòî Ff 6= Fg. Íàâïàêè, ÿêùî
Ff 6= Fg, òî ôóíêöi¨ f i g íå çáiãàþòüñÿ íà ìíîæèíi äîäàòíî¨ ìiðè Ëåáåãà.

Öÿ òåîðåìà äîçâîëÿ¹ îòîòîæíþâàòè ëîêàëüíî iíòåãðîâíi ôóíêöi¨, ùî
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3.1), ç ïîðîäæóâàíèìè íèìè óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè
Ff ç ïðîñòîðó Ψ′ ∈ {(W {αk}

Ω )′; (WM
{αk})

′}. Ç âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëà Ëåáåãà
âèïëèâà¹, ùî âêëàäåííÿ Ψ 3 f −→ Ff ∈ Ψ′ ¹ íåïåðåðâíèì.

Ó ïðîñòîði Ψ âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ τh çâè÷àéíîãî çñóâó àðãóìåíòó, òîìó
çãîðòêó óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Ψ′ ç îñíîâíîþ ôóíêöi¹þ ϕ oçíà÷èìî òàê:
(f ∗ ϕ)(·) := 〈f(ξ), ϕ(· − ξ)〉.

Ëåìà 3.2. Íåõàé f ∈ Ψ′ i ϕ ∈ Ψ. Òîäi ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü {αk, k ∈ Zn
+}

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó A, òî çãîðòêà (f ∗ ϕ)(·) ∈ C∞(Rn), ïðè öüîìó

Dq
x(f ∗ ϕ)(x) = (f ∗Dq

xϕ)(x), x ∈ Rn, q ∈ Zn
+.

Ç âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi îïåðàöi¨ çñóâó àðãóìåíòó â ïðîñòîði Ψ,
âèïëèâà¹ âëàñòèâiñòü íåïåðåðâíîñòi çãîðòêè f ∗ ϕ, f ∈ Ψ′, ϕ ∈ Ψ.

Ç îãëÿäó íà òåîðåìó 3.12, ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ç
(W

{αk}
Ω )′ (àáî ç (WM

{αk})
′) îçíà÷èìî ñïiââiäíîøåííÿì

∀ϕ ∈ W Ω̃
{αk} (∀ϕ ∈ W

{αk}
M̃

) : 〈F [f ], ϕ〉 = 〈f, F [ϕ]〉

(òóò, ÿê i ðàíiøå, Õ(·) � âåêòîð-ôóíêöiÿ, äâî¨ñòà çà Þíãîì ç O(·)).
Òåîðåìà 3.7. Íåõàé äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {αk, k ∈ Zn

+} âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
A, à Ψ ∈ {W {αk}

Ω ; WM
{αk}}. Òîäi ÿêùî f ∈ Ψ′ � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði Ψ, òî

F [f ∗ ϕ](·) = F [f ](·)F [ϕ](·), ϕ ∈ Ψ.

Çàóâàæåííÿ 3.1. Ç òåîðåìè 3.7 âèïëèâà¹, ùî ÿêùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ
f � çãîðòóâà÷ ó Ψ, òî ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ � ìóëüòèïëiêàòîð ó F [Ψ].

Îá'¹äíóþ÷è çàóâàæåííÿ 3.1 ç òâåðäæåííÿì òåîðåìè 1 ç [80], îäåðæèìî
òàêèé êðèòåðié çãîðòóâà÷à â ïðîñòîðàõ W

{αk}
Ω i WM

{αk}.
Òåîðåìà 3.8 (êðèòåðié çãîðòóâà÷à). Íåõàé Ψ ∈ {W {αk}

Ω ; WM
{αk}}

i ïîñëiäîâíiñòü {αk, k ∈ Zn
+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó A. Òîäi äëÿ òîãî ùîá
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óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ∈ Ψ′ áóëà çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði Ψ, íåîáõiäíî é
äîñòàòíüî, ùîá ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ áóëî ìóëüòèïëiêàòîðîì ó F [Ψ].

Ïðàâèëüíi òàêi ëàíöþæêè íåïåðåðâíèõ âêëàäåíü:

W
{αk}
Ω ⊂ W

{βk}
Ω ⊂ WΩ ⊂ S ⊂ W ′

Ω ⊂ (W
{βk}
Ω )′ ⊂ (W

{αk}
M )′;

WM
{αk} ⊂ WM

{βk} ⊂ WM ⊂ S ⊂ (WM)′ ⊂ (WM
{βk})

′ ⊂ (WM
{αk})

′

(òóò ïîñëiäîâíîñòi {αk, k ∈ Zn
+}, {βk, k ∈ Zn

+} çàäîâîëüíÿþòü óìîâó A i òàêi,
ùî αν,kν

≤ βν,kν
, kν ∈ Z+, ν ∈ Nn, à WΩ, WM � âiäïîâiäíi ïðîñòîðè òèïó W

Ãóðåâè÷à [79]).

3.1.2 Ïðîñòîðè Φγ
h i (Φγ

h)
′.

á) Ïðîñòið Φγ
h îñíîâíèõ ôóíêöié. Íåõàé γ � ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî,

Mp(·) = (1 + ‖ · ‖)n+γ− 1
p , p ∈ N; Ωα,h(·) = ((1 + ‖ · ‖)−1 + ‖h‖)−α, α > 0,

i h � ôiêñîâàíà òî÷êà ç Rn. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Φγ
h ñóêóïíiñòü óñiõ ôóíêöié ϕ ∈

C∞(Rn) òàêèõ, ùî

∀q ∈ Zn
+ ∃cq = cq(ϕ) > 0∀x ∈ Rn : |Dq

xϕ(x)| ≤ cq(1 + ‖x‖)−(n+γ)Ω−|q|∗,h(x).

Çàäàìî â Φγ
h çëi÷åííó ñèñòåìó ïiâíîðì

‖ϕ‖p := sup
x∈Rn, |q|∗≤p

{Mp(x)Ω|q|∗,h(x)|Dq
xϕ(x)|}, p ∈ N, (3.2)

é îçíà÷èìî â öüîìó ïðîñòîði çáiæíiñòü ó òàêèé ñïîñiá: ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié
{ϕν, ν ≥ 1} ⊂ Φγ

h çáiãà¹òüñÿ â Φγ
h äî ϕ ∈ Φγ

h ïðè ν → +∞, ÿêùî ‖ϕν −
ϕ‖p −→

ν→+∞
0, p ∈ N.

Ñèìâîëîì Φγ
p,h ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié ϕ, ÿêi ìàþòü íåïåðåðâíi

ïîõiäíi äî p-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî i äëÿ ÿêèõ âèðàçè Mp(x)Ω|q|∗,h(x)|Dq
xϕ(x)|,

|q|∗ ≤ p, íåïåðåðâíi é îáìåæåíi â Rn. Ç ïiâíîðìàìè (3.2) ïðîñòið Φγ
h ñòà¹

ëiíiéíèì çëi÷åííî-íîðìîâàíèì, ïðè÷îìó Φγ
h =

∞⋂
p=1

Φγ
p,h.

Íàñòóïíi äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ïðè
âñòàíîâëåííi ïîâíîòè ïðîñòîðiâ Φγ

p,h.
Ëåìà 3.3. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {ϕν, ν ≥ 1} ⊂ Φγ

p,h ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ
íà êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ Rn ðàçîì çi ñâî¨ìè ïîõiäíèìè äî ïîðÿäêó p. Òîäi
¨¨ ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ϕ òàêîæ ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ äî p-ãî ïîðÿäêó,
ïðè öüîìó ÿêùî ‖ϕν‖p < c, ν ≥ 1, òî ϕ ∈ Φγ

p,h i ‖ϕ‖p < c.
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Ëåìà 3.4. Íåõàé {ϕν, ν ≥ 1} ⊂ Φγ
p,h ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ â Rn

i ôóíäàìåíòàëüíà çà ïiâíîðìîþ ‖ · ‖p, òîäi âîíà çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ i çà öi¹þ
ïiâíîðìîþ.

Çâiäñè áåçïîñåðåäíüî îäåðæó¹ìî
Íàñëiäîê 3.1. Ó ïðîñòîði Φγ

h ïiâíîðìè ‖ · ‖p ïîïàðíî óçãîäæåíi.
À, âiäòàê i òåîðåìó ïðî ïîâíîòó êîæíîãî iç ïðîñòîðiâ Φγ

p,h.
Òåîðåìà 3.9. Ïðîñòið Φγ

p,h ïîâíèé âiäíîñíî ïiâíîðìè ‖ · ‖p.
Êðèòåðié çáiæíîñòi â ïðîñòîði Φγ

h õàðàêòåðèçó¹
Òåîðåìà 3.10. Äëÿ òîãî ùîá ïîñëiäîâíiñòü {ϕν, ν ≥ 1} ⊂ Φγ

h çáiãàëàñÿ
â Φγ

h, íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá âîíà áóëà îáìåæåíà â öüîìó ïðîñòîði òà
ïðàâèëüíî çáiãàëàñÿ íà Rn.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ãðóíòó¹òüñÿ íà òàêié ëåìi.
Ëåìà 3.5. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {ϕν, ν ≥ 1} ⊂ Φγ

h îáìåæåíà çà êîæíîþ ç
ïiâíîðì ‖·‖p i ïðàâèëüíî çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ϕ íà Rn, òî ϕ íàëåæèòü
äî Φγ

h i ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi {ϕν, ν ≥ 1} çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó Φγ
h.

Íåõàé äàëi D := D(Rn) � ïðîñòið ôiíiòíèõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ
íà Rn ôóíêöié. Òîäi D ⊂ Φγ

h, ïðè÷îìó ùiëüíî.
Òåîðåìà 3.11. Ïðîñòið Φγ

h äîñêîíàëèé.
Î÷åâèäíî, ùî ïðîñòið S Øâàðöà ¹ ùiëüíèì ó Φγ

h, îñêiëüêè ïðîñòið D
ùiëüíî âêëàäà¹òüñÿ â S òà Φγ

h.
Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî â ïðîñòîði Φγ

h âèçíà÷åíi òà íåïåðåðâíi
îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ, çâè÷àéíîãî çñóâó àðãóìåíòó òà
äèôåðåíöiþâàííÿ. Ïðè÷îìó îïåðàöiÿ çñóâó àðãóìåíòó ¹ íå ëèøå íåïåðåðâíîþ,
àëå é íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ.

Ó öüîìó ïðîñòîði òàêîæ âèçíà÷åíà é íåïåðåðâíà îïåðàöiÿ çãîðòêè ç
åëåìåíòîì ψ ïðîñòîðó S:

(ϕ ∗ ψ)(·) =

∫

Rn

ϕ(x)ψ(· − x)dx, ϕ ∈ Φγ
h.

Îñêiëüêè îïåðàöiÿ çãîðòêè ìà¹ âëàñòèâiñòü êîìóòàòèâíîñòi, à îïåðàöiÿ
çñóâó àðãóìåíòó ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ, òî ïðàâèëüíà òàêà ðiâíiñòü:

Dk
x(ϕ ∗ ψ)(x) = ((Dk

xϕ) ∗ ψ)(x) = (ϕ ∗Dk
xψ)(x).

Î÷åâèäíî, ùî åëåìåíòè ïðîñòîðó Φγ
h ¹ àáñîëþòíî iíòåãðîâíèìè íà Rn, òîìó

íà íèõ âèçíà÷åíèé îïåðàòîð ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F :

F [ϕ](·) =

∫

Rn

ei(x,·)ϕ(x)dx, ϕ ∈ Φγ
h.
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Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçó¹ ïîâåäiíêó Ôóð'¹-îáðàçiâ åëåìåíòiâ
ïðîñòîðó Φγ

h â îêîëi íåñêií÷åííî âiääàëåíèõ òî÷îê.
Òåîðåìà 3.12. Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ åëåìåíòà ϕ ∈ Φγ

h ñïàäà¹ íà
íåñêií÷åííîñòi øâèäøå, íiæ ñòåïåíåâî.

Íà çàâåðøåííÿ çàçíà÷èìî òóò, ùî ôóíêöiÿ

ϕ(x, h) = e−ixh(1 + x2)−1, {x, h} ⊂ R,

ÿê ôóíêöiÿ çìiííî¨ x, ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Φ1
h. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó,

ùî
F [ϕ](ξ, h) = πe−|ξ−h|, ξ ∈ R.

Öåé ïðèêëàä õàðàêòåðèçó¹ åëåìåíòè Φγ
h ÿê ïðîîáðàçè Ôóð'¹ íåãëàäêèõ ó

òî÷öi h ôóíêöié.
á) Ïðîñòið (Φγ

h)
′ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Ñèìâîëîì (Φγ

h)
′ ïîçíà÷èìî

ñóêóïíiñòü óñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ, âèçíà÷åíèõ íà Φγ
h çi

ñëàáêîþ çáiæíiñòþ. Çðîçóìiëî, ùî

(Φγ
h)
′ = ( lim

p→+∞
pr Φγ

h,p)
′ = lim

p→+∞
ind (Φγ

h,p)
′,

äå (Φγ
h,p)

′ � ïðîñòið, òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèé ç Φγ
h,p.

Îòæå, ÿêùî f ∈ (Φγ
h)
′, òî f ∈ (Φγ

h,p)
′ ïðè äåÿêîìó p ∈ N. Íàéìåíøå ç

òàêèõ p íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì f , òîáòî êîæíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ∈ (Φγ
h)
′

ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê. Iíàêøå êàæó÷è, f äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ íà Φγ
h ÿê

ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë çi ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó (Φγ
h,p)

′ ; ïðè öüîìó
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|〈f, ϕ〉| ≤ c‖ϕ‖p, ϕ ∈ Φγ
h,

äå c := ‖f‖p � íîðìà ôóíêöiîíàëa f ó ïðîñòîði (Φγ
h,p)

′.
Oñêiëüêè Φγ

h � äîñêîíàëèé ïðîñòið, òî ó âiäïîâiäíîìó òîïîëîãi÷íî
ñïðÿæåíîìó ïðîñòîði (Φγ

h)
′ ñëàáêà çáiæíiñòü çáiãà¹òüñÿ iç ñèëüíîþ.

Ïðîñòið (Φγ
h)
′ ¹ ïîâíèì.

ßêùî ϕ : Rn → Cn � ëîêàëüíî iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∃c > 0 ∃m ∈ (0, γ) ∀x ∈ Rn : |ϕ(x)| ≤ c(1 + ‖x‖)m, (3.3)

òî âîíà âèçíà÷à¹ ðåãóëÿðíèé ôóíêöiîíàë fϕ ∈ (Φγ
h)
′ çà ôîðìóëîþ

〈fϕ, ψ〉 =

∫

Rn

ϕ(x)ψ(x)dx, ψ ∈ Φγ
h,
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òîáòî ïðîñòið Φγ
h íåïåðåðâíî âêëàäà¹òüñÿ â (Φγ

h)
′. Ç âiäîìî¨ ëåìè äþ

Áóà Ðàéìîíà âèïëèâà¹, ùî êîæíà ðåãóëÿðíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ç (Φγ
h)
′

âèçíà÷à¹òüñÿ îäíi¹þ (ç òî÷íiñòþ äî çíà÷åíü íà ìíîæèíi ìiðè íóëü) ëîêàëüíî
iíòåãðîâíîþ íà Rn ôóíêöi¹þ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.3). Îòæå, ìiæ ëîêàëüíî
iíòåãðîâíèìè íà Rn ôóíêöiÿìè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3.3), òà ðåãóëÿðíèìè
óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè ç (Φγ

h)
′ iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü.

Íåõàé f � ôiíiòíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ç (Φγ
h)
′, à η � ôiíiòíà ôóíöiÿ ç Φγ

h

òàêà, ùî η = 1 ó äåÿêîìó îêîëi supp f . Òîäi

< f, ϕ >=< f, ηϕ > + < f, (1− η)ϕ >, ϕ ∈ Φγ
h.

Îñêiëüêè supp f
⋂

supp((1 − η)ϕ) = ∅, òî < f, (1 − η)ϕ >= 0. Òàêèì ÷èíîì,
êîæåí ôiíiòíèé ôóíêöiîíàë f ∈ (Φγ

h)
′ äi¹ íà îñíîâíi ôóíêöi¨ çãiäíî ç ôîðìóëîþ

< f, ϕ >=< f, ηϕ >, ϕ ∈ Φγ
h, (3.4)

ïðè÷îìó ÷èñëî < f, ϕ > íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ôóíêöi¨ η.
Ôîðìóëà (3.4) çàäà¹ ïðîäîâæåííÿ ôiíiòíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ ç D′ íà

(Φγ
h)
′ (òóò D′ � ïðîñòið, òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèé ç D). Òîìó ñóêóïíiñòü E ′ óñiõ

ôiíiòíèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ç D′ çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ ôiíiòíèõ
óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ç (Φγ

h)
′. Òàêèì ÷èíîì, E ′ ìiñòèòüñÿ â (Φγ

h)
′, ïðè÷îìó

ùiëüíî.
Ó ïðîñòîði (Φγ

h)
′ òàêîæ âèçíà÷åíi é íåïåðåðâíi îïåðàöi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ

òà çâè÷àéíîãî çñóâó àðãóìåíòó (áî òàêèìè ¹ öi îïåðàöi¨ â Φγ
h). Êðiì öüîãî,

ïðàâèëüíi òàêi óìîâè iñíóâàííÿ çãîðòêè.
i) Íåõàé f ∈ (Φγ

h)
′ i {ϕ, η} ⊂ D, ïðè÷îìó η(ξ) = 1, ξ ∈ suppϕ. Òîäi

〈f, ϕ〉 = 〈f, ηϕ〉+ 〈f, (1− η)ϕ〉.
Îñêiëüêè (1 − η)ϕ = 0 íà Rn, òî 〈f, ϕ〉 = 〈f, ηϕ〉, ïðè÷îìó 〈f, ϕ〉 íå çàëåæèòü
âiä âèáîðó η. Âçÿâøè öå äî óâàãè, îçíà÷èìî çãîðòêó f ∗ ϕ òàê:

〈f ∗ ϕ, φ〉 := 〈f(ξ), η(ξ)〈ϕ(y), φ(ξ + y)〉〉, φ ∈ Φγ
h.

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî f ∗ ϕ ∈ (Φγ
h)
′.

Äëÿ òàê oçíà÷åíî¨ çãîðòêè ïðàâèëüíå iíøå, åêâiâàëåíòíå âèõiäíîìó
çîáðàæåííÿ, à ñàìå:

(f ∗ ϕ)(x) = 〈f(ξ), ϕ(x− ξ)〉.
Êðiì öüîãî,

Dq
x(f ∗ ϕ) = (Dq

xf) ∗ ϕ = f ∗Dq
xϕ, q ∈ Zn

+.
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ii) Íåõàé f ∈ (Φγ
h)
′, à g � óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì. Òîäi

â (Φγ
h)
′ iñíó¹ çãîðòêà f ∗ g, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

〈f ∗ g, φ〉 = 〈f(ξ), 〈g(y), φ(ξ + y)〉〉, φ ∈ Φγ
h.

iii) Íåõàé òåïåð f ∈ (Φγ
h)
′, à ϕ ∈ Φγ

h. Òîäi ôîðìóëà

f ∗ ϕ = 〈f(ξ), ϕ(x− ξ)〉,
âèçíà÷à¹ çãîðòêó â ïðîñòîði (Φγ

h)
′.

Çàçíà÷èìî, ùî â óñiõ íàâåäåíèõ âèïàäêàõ çãîðòêà f ∗ g ìà¹ âëàñòèâiñòü
ëiíiéíîñòi é íåïåðåðâíîñòi (âiäíîñíî f òà g îêðåìî).

Íåõàé äàëi Fh � ñóêóïíiñòü óñiõ çãîðòóâà÷iâ ó ïðîñòîði Φγ
h. Êîæíà

óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì íàëåæèòü äî Fh. Êðiì öüîãî, êîæåí
åëåìåíò f ∈ S � ðåãóëÿðíèé ôóíêöiîíàë ç Fh (òîáòî S ⊂ Fh).

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçó¹ êðèòåðié çãîðòóâà÷à â ïðîñòîði Φγ
h.

Òåîðåìà 3.13. Äëÿ òîãî ùîá óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ∈ (Φγ
h)
′ áóëà

çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði Φγ
h, íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ

Ôóð'¹ áóëî ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði F [Φγ
h]. Ïðè öüîìó çàâæäè

âèêîíóâàòèìåòüñÿ ðiâíiñòü

F [f ∗ ϕ](·) = F [f ](·)F [ϕ](·) (∀f ∈ Fh ∀ϕ ∈ Φγ
h).

3.1.3 Ïðîñòîðè
◦
Φ i (

◦
Φ)′. Íåõàé γ � ôiêñîâàíå ÷èñëî ç ìíîæèíè

(1; +∞)\{2, 3, 4, . . .}, ν � ôiêñîâàíå ÷èñëî ç ìíîæèíè
{3

2 ,
5
2 ,

7
2 , . . .

}
, p0 := 2ν+1,

γ0 := 1 + [γ] + p0, M(x) := 1 + |x|, x ∈ R. Ñèìâîëîì Φ ïîçíà÷èìî ïðîñòið,
åëåìåíòàìè ÿêîãî, çà îçíà÷åííÿì, ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíi íà R ôóíêöi¨
ϕ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

|Dk
xϕ(x)| ≤ ck

(1 + |x|)γ0+k
, ck > 0, x ∈ R, k ∈ Z+.

Ó Φ ââîäèòüñÿ ñòðóêòóðà çëi÷åííî-íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó çà äîïîìîãîþ íîðì

‖ϕ‖p := sup
x∈R

p∑

k=0

M(x)γ0+k|Dk
xϕ(x)|, ϕ ∈ Φ, p ∈ Z+,

ïðè öüîìó âêàçàíèé ïðîñòið ¹ ïîâíèì äîñêîíàëèì ïðîñòîðîì.
Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {ϕj, j ≥ 1} ⊂ Φ ó ïðîñòîði Φ äî ôóíêöi¨ ϕ ∈ Φ

ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè òàêèì ÷èíîì: {ϕj, j ≥ 1} ⊂ Φ çáiãà¹òüñÿ çà òîïîëîãi¹þ
ïðîñòîðó Φ äî ôóíêöi¨ ϕ ∈ Φ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà:
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1) îáìåæåíà â Φ, òîáòî
∀p ∈ Z+ ∃c = c(p) > 0 ∀j ≥ 1 : ‖ϕj‖p ≤ c;

2) ïðàâèëüíî çáiãà¹òüñÿ â Φ íà R.
Ó ïðîñòîði Φ âèçíà÷åíi é íåïåðåðâíi îïåðàöi¨ çñóâó àðãóìåíòó òà

äèôåðåíöiþâàííÿ.
Ñèìâîëîì

◦
Φ ïîçíà÷àòèìåìî ñóêóïíiñòü óñiõ ïàðíèõ ôóíêöié ç ïðîñòîðó Φ

ç âiäïîâiäíîþ òîïîëîãi¹þ. Öåé ïðîñòið íàçèâàòèìåìî îñíîâíèì, à éîãî åëåìåíòè
� îñíîâíèìè ôóíêöiÿìè.

Ó ïðîñòîði
◦
Φ âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà îïåðàöiÿ óçàãàëüíåíîãî çñóâó

àðãóìåíòó T ξ
x :

T ξ
xϕ(x) = bν ·

π∫

0

ϕ
(√

x2 + ξ2 − 2xξ cos ω
)

sin2ν ωdω, ϕ ∈ ◦
Φ,

äå bν = Γ (ν + 1) / (Γ (1/2) Γ (ν + 1/2)). Çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà T ξ
x ó ïðîñòîði

◦
Φ âèçíà÷à¹òüñÿ çãîðòêà äâîõ ôóíêöié:

(ϕ ∗ ψ) (x) =

∞∫

0

T ξ
xϕ(x)ψ(ξ)ξ2ν+1dξ, {ϕ, ψ} ⊂ ◦

Φ .

Íà ôóíêöiÿõ ç ïðîñòîðó
◦
Φ âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ ïåðåòâîðåííÿ Áåññåëÿ FBν

:

FBν
[ϕ](x) :=

∞∫

0

ϕ(σ)jν(σx)σ2ν+1dσ, ϕ ∈ ◦
Φ,

äå jν � íîðìîâàíà ôóíêöiÿ Áåññåëÿ, a Bν = d2/dx2+(2ν+1)x−1d/dx, ν > −1/2,
� îïåðàòîð Áåññåëÿ. Ïðè öüîìó FBν

[ϕ] � ïàðíà, îáìåæåíà, íåïåðåðâíà íà R
i íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà íà R \ {0} ôóíêöiÿ. Ó ïðîñòîði

◦
Ψ := FBν

[ ◦
Φ

]

ââîäèòüñÿ ñòðóêòóðà çëi÷åííî-íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè
íîðì:

‖ψ‖p := sup
x∈(0;∞)

{
p∑

s=0

x2s|D2s
x ψ(x)|

}
, ψ ∈ ◦

Ψ, s ∈ Z+.

Ïåðåòâîðåííÿ Áåññåëÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî i íåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹
◦
Φ íà

◦
Ψ, ïðè öüîìó F−1

Bν
âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

F−1
Bν

[ψ](σ) = cν

∞∫

0

ψ(x)jν(σx)x2ν+1dx, ψ ∈ ◦
Ψ, cν =

(
22νΓ2 (ν + 1)

)−1
.
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Ñèìâîëîì
( ◦
Φ

)′
ïîçíà÷àòèìåìî ïðîñòið óñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ

ôóíêöiîíàëiâ íàä âiäïîâiäíèì ïðîñòîðîì îñíîâíèõ ôóíêöié çi ñëàáêîþ
çáiæíiñòþ. Åëåìåíòè ïðîñòîðó

( ◦
Φ

)′
íàçèâàòèìåìî óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè.

Îñêiëüêè â îñíîâíîìó ïðîñòîði
◦
Φ âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ óçàãàëüíåíîãî çñóâó

àðãóìåíòó, òî çãîðòêó óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ∈
( ◦
Φ

)′
ç îñíîâíîþ ôóíêöi¹þ

çàäàìî ôîðìóëîþ

(f ∗ ϕ)(x) =< fξ, T
ξ
xϕ(x) >≡< fξ, T

x
ξ ϕ(ξ) >, ϕ ∈ ◦

Φ,

äå fξ ïîçíà÷à¹ äiþ ôóíêöiîíàëó f çà çìiííîþ ξ; ïðè öüîìó f ∗ ϕ ¹ íåñêií÷åííî
äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ.

Ïåðåòâîðåííÿ Áåññåëÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ∈
( ◦
Φ

)′
âèçíà÷èìî çà

äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

< FBν
[f ] , ϕ >=< f, F−1

Bν
[ϕ] >, ∀ϕ ∈ ◦

Ψ .

Iç âëàñòèâîñòi ëiíiéíîñòi i íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiîíàëó f òà ïåðåòâîðåííÿ
Áåññåëÿ (ïðÿìîãî òà îáåðíåíîãî) âèïëèâà¹ ëiíiéíiñòü i íåïåðåðâíiñòü
ôóíêöiîíàëó FBν

[f ] íàä ïðîñòîðîì
◦
Ψ.

Óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ∈
( ◦
Φ

)′
íàçèâà¹òüñÿ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði

◦
Φ,

ÿêùî f ∗ ϕ ∈ ◦
Φ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ ◦

Φ òà iç ñïiââiäíîøåííÿ ϕn → 0 ó
ïðîñòîði

◦
Φ âèïëèâà¹ çáiæíiñòü f ∗ ϕn → 0 ó ïðîñòîði

◦
Φ.

Äëÿ ïåðåòâîðåííÿ Áåññåëÿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ç ïðîñòîðó
( ◦
Φ

)′

ïðàâèëüíèì ¹ òàêå òâåðäæåííÿ [81]: ÿêùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ∈
( ◦
Φ

)′

� çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði
◦
Φ, òî äëÿ äîâiëüíî¨ îñíîâíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ ◦

Φ
ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà FBν

[f ∗ ϕ] = FBν
[f ] · FBν

[ϕ].
Êëàñ óñiõ çãîðòóâà÷iâ ó ïðîñòîði

◦
Φ ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì

( ◦
Φ∗

)′
.

3.1.4 Îêðåìi òåîðåìè ïðî âëàñòèâîñòi åëåìåíòiâ äåÿêèõ ïðîñòîðiâ
òèïó S òà ¨õ óçàãàëüíåíü. Íåõàé WM ,WΩ,WΩ

M � âiäïîâiäíi ïðîñòîðè òèïó W

Ãóðåâè÷à íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà R ôóíêöié, ïîáóäîâàíi çà îïóêëèìè
ôóíêöiÿìè Ω i M ç ï. 3.1.1 (ïðè n = 1) [79].

Ó ïðàöi [82] äîâåäåíî, ùî WΩ
M = WM

⋂
WΩ i ïðîñòið WΩ

M ¹ íåòðèâiàëüíèì
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òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∃C0 > 0 ∃d > 0 ∀x ∈ R+ : Ω(x) ≥ C0M(dx) (3.5).

Íàäàëi òóò ðîçãëÿäàòèìåìî ôóíêöi¨ Ω i M, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (3.5)
i

∃C̃0 > 0 ∃v > 0 ∀x ∈ R+ : Ω(x) ≤ C̃0e
vx.

Ïðàâèëüíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 3.14. ßêùî öiëà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

∃C1 > 0 ∃b > 0∀z ∈ C : |ϕ(z)| ≤ C1e
Ω(b|z|);

∃C2 > 0 ∃a > 0∀x ∈ R : |ϕ(x)| ≤ C2e
±M(ax),

òî iñíó¹ îáëàñòü G ≡
{

z = x + iy ∈ C
∣∣∣∣∣ |y| ≤ L

M(a|x|+ 1)

Ω′(b|x|+ 1)
, L > 0

}
, â ÿêié

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(z)| ≤ C3e
±M(ãx), C3 ≥ max{C1, C2},

ïðè÷îìó ñòàëó ã (0 < ã < a) ìîæíà âèáðàòè ÿê çàâãîäíî áëèçüêîþ äî a.
Çàóâàæåííÿ 3.2. Îòæå, äëÿ åëåìåíòiâ òà ìóëüòèïëiêàòîðiâ ïðîñòîðó

WΩ
M iñíó¹ îáëàñòü çàçíà÷åíîãî âèãëÿäó, íà ÿêó ïîøèðþþòüñÿ îöiíêè ôóíêöi¨

ç äiéñíî¨ îñi.
Çàóâàæåííÿ 3.3. ßêùî M(x) = xh, Ω(x) = xp, x ≥ 0, 1 < h ≤ p, òî

îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çáiãàþòüñÿ ç íàâåäåíèìè ó [78].
Ïðàâèëüíå é îáåðíåíå òâåðäæåííÿ
Òåîðåìà 3.15. ßêùî öiëà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

∃C1 > 0 ∃b > 0∀z ∈ C : |ϕ(z)| ≤ C1e
Ω(b|z|);

∃C2 > 0 ∃a > 0∀z ∈ G : |ϕ(z)| ≤ C2e
±M(ax),

äå G ≡
{

z = x + iy ∈ C
∣∣∣∣∣ |y| ≤ L

M(a|x|+ 1)

Ω′(b|x|+ 1)
, L > 0

}
, òîäi ϕ ∈ WΩ0

M (ϕ ¹

ìóëüòèïëiêàòîðîì ïðîñòîðó WΩ0

M ), äå

∃ γ1 > 0 ∃ γ2 > 0 ∀x ≥ x0 > 0 : Ω(γ1x) ≤ Ω0(γ2x).

Äàëi ðîçãëÿíåìî ïðîñòîðè Sβ,+
α,+, α ≥ 0, β ≥ 0, α + β ≥ 1, çi

ñòàíäàðòíîþ òîïîëîãi¹þ, îçíà÷åíi â [82]. Ïðîñòið óñiõ àíòèëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ
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ôóíêöiîíàëiâ, âèçíà÷åíèõ íà Sβ,+
α,+ iç ñëàáêîþ çáiæíiñòþ ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì

(Sβ,+
α,+)′.

ßê i äëÿ ïðîñòîðiâ Sβ
α âñòàíîâëþ¹òüñÿ òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.16. Äëÿ ôóíêöi¨ ϕ ∈ Sβ,+
α,+, 1/2 ≤ β < 1, α ≥ 1/2, íàñòóïíi

òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:
1) ∃C > 0 ∃a > 0 ∃b > 0 ∀z = x + iy ∈ C+ : |ϕ(z)| ≤ Ce−ax1/(2α)+by1/(2−2β)

;

2) ∃C1 > 0 ∃a1 > 0 ∃B1 > 0 ∀n ∈ Z+ ∀x ≥ 0 : |ϕn(x)| ≤
C1n

(2β−1)nBn
1 e−a1x

1/(2α)

.
Äëÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ (Sβ,+

β,+)′, β ≥ 1/2, ïîáóäó¹ìî ôîðìàëüíèé

ðÿä Ôóð'¹-Ëàãåððà f =
+∞∑
k=0

ck(f)lk, äå ck(f) =< f, lk >, k ∈ Z+.

Ïåðåòâîðåííÿì òèïó Λ = {λk, k ∈ Z+} ðÿäó Ôóð'¹-Ëàãåððà óçàãàëüíåíî¨
ôóíêöi¨ f íàçâåìî ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó

+∞∑
k=0

λkck(f)lk, à ôóíêöiþ fΛ =

+∞∑
k=0

λklk(x)lk(y), {x, y} ⊂ (0; +∞), � ÿäðîì öüîãî ïåðåòâîðåííÿ.

Çîêðåìà, ÿêùî Λt,γ = {e−t(4k+1)γ

, k ∈ Z+}, äå t > 0, γ > 0 � ôiêñîâàíi
ïàðàìåòðè, òî ìà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ òèïó Ãàóññà-Âåé¹ðøòðàññà. Âèêîðèñòîâóþ÷è
òåîðåìó 3.25 i îöiíêè ìíîãî÷ëåíiâ Ëàãåððà, ìîæíà óòî÷íèòè âèãëÿä i îöiíêè
ÿäåð òèïó Ãàóññà-Âåé¹ðøòðàññà [82].

Òåîðåìà 3.17. Äëÿ f ∈ (Sβ,+
β,+)′ (β = 1/2 ïðè γ ≥ 1; β = 1/(2γ) ïðè

0 < γ < 1):
1) fΛt,γ,x

∈ (Sβ,+
β,+), ïðè÷îìó

|Dn
yfΛt,γ,x

(y)| ≤ C0Cte
−(y/4)th(t/2)((5/8)cth(t/2))n, n ∈ Z+,

äå C0 > 1, Ct = max{eπ−1/2; (π(e2t − 1))−1/4}(e3t − 1)−1e5t/2, äëÿ γ > 1;

2) fΛt,1,x
(y) = (2πsh(2t))−1/2e(−1/2)(x+y)cth(2t)cos((sh(2t)−1/2)

√
xy) ∈ S

1/2,+
1/2,+ ,

ïðè÷îìó

|Dn
yfΛt,1,x

(y)| ≤ C0Ct,x,εe
−(y/2)cth(t/2)((1/4)(ε + 2)cth(t/2))n, n ∈ Z+,

äå C0 > 1, Ct,x,ε = (2πsh(2t))−1/2e(−x2/2)cth(2t)ex2/(εsh(4t)), ε > 0.
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3.2 Ìíîæèíè ãëàäêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì

3.2.1 Ïàðàáîëi÷íi ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi ñèñòåìè ç òî÷êîâî-íå-
ãëàäêèìè ñèìâîëàìè

à) Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé m � ôiêñîâàíèé åëåìåíò ìíîæèíè N, Φ �
äåÿêèé ïðîñòið îñíîâíèõ ôóíêöié, à Φ′ � âiäïîâiäíèé, òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèé
ïðîñòið. ×åðåç Φ, Φ′ ïîçíà÷èìî äåêàðòîâi ñòåïåíi ç ïîêàçíèêîì m ïðîñòîðiâ Φ
i Φ′ ç ïîêîìïîíåíòíîþ çáiæíiñòþ âiäïîâiäíî â Φ òà Φ′; ÷åðåç P(Φ) � ìíîæèíó
âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó m, ñòîâïöÿìè ÿêèõ ¹ åëåìåíòè Φ (òàêîæ ç
ïîåëåìåíòíîþ çáiæíiñòþ â ïðîñòîði Φ). Ãîâîðèòèìåìî, ùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ
f := (f1; . . . ; fm) ç Φ′ çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði Φ, ÿêùî:

1) ∀p ∈ P(Φ): (f ∗ p)(·) :=

(
m∑

j=1

〈fj(ξ), pij(· − ξ)〉
)m

i=1

∈ Φ;

2) ∀{p; pν, ν ≥ 1} ⊂ P(Φ), pν
P(Φ)−→

ν→+∞
p: f ∗ pν

Φ−→
ν→+∞

f ∗ p.
Íåõàé äàëi Λ([0; T ]) � ñóêóïíiñòü óñiõ ôóíêöié aα: [0; T ]× Rn → R, α > 0,

òàêèõ, ùî:
1)∀t ∈ [0; T ] ∀s ≥ 0 ∀x ∈ Rn: aα(t, sx) = sαaα(t, x) ;
2) aα(t, ·) ∈ C∞(Rn \ {0}), t ∈ [0; T ];
3) ∀k ∈ Zn

+ ∃ck > 0 ∀t ∈ [0; T ] ∀x ∈ M(k): |Dk
xaα(t, x)| ≤ ck‖x‖α−|k|∗, äå

M(k) :=

{
Rn, |k|∗ = 0,
Rn \ {0}, |k|∗ 6= 0,

k ∈ Zn
+.

Çà ôóíêöi¹þ aα ç êëàñó Λ([0; T ]) ïîáóäó¹ìî îïåðàòîð Aaα,h, ÿêèé ïðè
êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t ∈ [0; T ] äi¹ ç ïðîñòîðó Φγ

h â (Φγ
h)
′ çãiäíî ç ïðàâèëîì

(Aaα,hϕ)(t, ·) = F−1[aα(t, ξ − h)F [ϕ]](t, ·), ϕ ∈ Φγ
h,

äå h � ôiêñîâàíèé åëåìåíò Rn. Çàçíà÷èìî, ùî çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.21 òà
âëàñòèâîñòÿìè åëåìåíòiâ êëàñó Λ([0; T ]), òàêå îçíà÷åííÿ Aaα,h ó ïðîñòîði Φγ

h

¹ êîðåêòíèì.
ßêùî aα(t, ·) ≡ ‖ · ‖α, òî îïåðàòîð Aaα,0 çáiãà¹òüñÿ ç âiäîìèì îïåðàòîðîì

Ðiññà äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ [84].
Ç îçíà÷åííÿ Aaα,h i òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.12 îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ ϕ ∈ Φγ

h,
x ∈ Rn i t ∈ [0; T ]

|(Aaα,hϕ)(t, x)| ≤ c1

∫

Rn

|aα(t, ξ − h)| |F [ϕ](ξ)|dξ ≤ cϕ < +∞
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(òóò cϕ íå çàëåæèòü âiä t òà x).
Çâiäñè ïðèõîäèìî äî òàêîãî òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 3.18. Äëÿ ÏÄÎ Aaα,h ó ïðîñòîði Φγ

h iñíó¹ ñïðÿæåíèé îïåðàòîð
A∗

aα,h òàêèé, ùî

(A∗
aα,hf)(t, ·) = F [aα(t, ξ − h)F−1[f ](ξ)](t, ·), t ∈ [0; T ], f ∈ Φγ

h.

Ïîçíà÷èìî òåïåð ÷åðåç AAt,h
= (Aaij ,h)

m
i,j=1 � ìàòðè÷íèé ÏÄÎ â ïðîñòîði

Φγ
h ç ïàðàìåòðîì t ∈ [0; T ], ïîáóäîâàíèé çà ìàòðèöåþ�ñèìâîëîì

At,h(·) =

(
aij(t, · − h) := aij

α (t, · − h) +

g(i,j)∑

l=1

aij
αl(i,j)

(t, · − h)

)m

i,j=1

,

äå g(i, j) ∈ N⋃{0}, 0 < α1(i, j) ≤ α2(i, j) ≤ · · · ≤ αg(i,j)(i, j) < α < +∞ �
äîâiëüíi ôiêñîâàíi âåëè÷èíè; aij

α , aij
αl(i,j)

� åëåìåíòè êëàñó Λ([0; T ]), {i, j} ⊂ Nm

i ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

∂tu(t, x) = (AAt,h
u)(t, x), (t, x) ∈ Πn

0,T , (3.6)

â ÿêié u := col(u1, . . . , um).
Ïîäàìî ñèìâîë At,h ìàòðè÷íîãî ÏÄÎ öi¹¨ ñèñòåìè ó âèãëÿäi At,h = A0

t,h +
A1

t,h, äå A0
t,h := (aij

α (t, · − h))m
i,j=1. Ââàæàòèìåìî, ùî äëÿ (3.6) âèêîíóþòüñÿ òàêi

óìîâè:
À) aij

αl(i,j)
(·, ξ) ∈ C([0; T ]), l ∈ Ng(i,j), {i, j} ⊂ Nm, ξ ∈ Rn;

B) ∀{i, j} ⊂ Nm ∃c ≥ 0 ∀t ∈ [0; T ] ∃η ∈ (0; 1) ∀ε ∈ (0; η) ∃ν(ε) > 0,
ν(ε)−→

ε→+0
0, ∀ξ ∈ Rn: |aij

α (t + ε, ξ)− aij
α (t, ξ)| ≤ ν(ε)(‖ξ‖α + c);

C) ∃δ∗ > 0 ∀t ∈ [0; T ] ∀ξ ∈ Rn: max
j∈Nm

Re λj(t, ξ) ≤ −δ∗‖ξ‖α,
äå λj, j ∈ Nm, � âëàñíi ÷èñëà A0

t,h.
Ïîêëàäåìî γ := min

{i,j}⊂Nm

{γ(i, j)}, äå γ(i, j) = α1(i, j), ÿêùî g(i, j) 6= 0, i
γ(i, j) = α ïðè g(i, j) = 0, {i, j} ⊂ Nm.

á) ÔÌÐ òà ¨¨ âëàñòèâîñòi. Ïîäiÿâøè ôîðìàëüíî íà (3.6) ïåðåòâîðåííÿì
Ôóð'¹ ñòîñîâíî çìiííî¨ x, îäåðæèìî ëiíiéíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

∂tv(t, ξ) = (At,hv)(t, ξ), (t, ξ) ∈ Πn
0,T , (3.7)

äå v := col(v1; . . . ; vm), à At,h � ìàòðè÷íèé ñèìâîë îïåðàòîðà AAt,h
.

Íåõàé θh(t; ξ, τ) := (θij
h (t; ξ, τ))m

i,j=1 � ìàòðèöàíò ñèñòåìè (3.7), ÿêèé ó
çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó

θh(t; ξ, τ)|t=τ = E, 0 ≤ τ < t ≤ T, ξ ∈ Rn
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(òóò E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ).
Çðîáëåíi ïðèïóùåííÿ íà åëåìåíòè ìàòðèöi At,h çàáåçïå÷óþòü iñíóâàííÿ

òàêîãî ìàòðè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó, ïðè÷îìó áóäü-ÿêèé iíøèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.7)
ìà¹ âèãëÿä v = θhc, äå c � äîâiëüíà ìàòðèöÿ-ñòîâïåöü ç åëåìåíòàìè, çàëåæíèìè
ëèøå âiä ξ.

Ïðàâèëüíi òàêi äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ, ÿêi âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ïðè
îöiíþâàííi ïîõiäíèõ âiä ÔÌÐ ñèñòåìè (1.4).

Ëåìà 3.6. Iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi c i δ òàêi, ùî äëÿ âñiõ t ∈ (τ ; T ],
τ ∈ [0; T ) i ξ ∈ Rn

|θ(t; ξ, τ)| ≤ c exp{−δ(t− τ)‖ξ‖α}.
Ëåìà 3.7. Ìàòðèöàíò θ ñèñòåìè (3.7) ïðè h = 0 íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíèé çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ íà Rn \ {0}, ïðè÷îìó
∃δ > 0 ∀k ∈ Zn

+ \ {0} ∃ck > 0 ∀τ ∈ [0; T ) ∀t ∈ (τ ; T ] ∀ζ ∈ Rn \ {0}

∀t0 ∈ (0; T ] : |Dk
ζ θ(t; t

− 1
α

0 ζ, τ)| ≤ ck‖ζ‖−|k|∗



|k|∗∑

l=1

((t− τ)t
− γ̂

α
0 ‖ζ‖γ̂)l




× exp{−δ(t− τ)t−1
0 ‖ζ‖α},

äå γ̂ :=

{
α, ‖ζ‖ ≥ 1,
γ, ‖ζ‖ < 1.

Ëåìà 3.8. Íåõàé

Pr(t; ·, τ) :=

t∫

τ

t1∫

τ

. . .

tr−1∫

τ

(
r∏

j=1

Atj(·)
)

dtr . . . dt2dt1,

à Hr(t; ·, τ) � òàêà ìàòðèöÿ, ùî

θ(t; ·, τ) = E +
r−1∑
j=1

Pj(t; ·, τ) + Hr(t; ·, τ).

Òîäi äëÿ âñiõ r ∈ N, k ∈ Zn
+, ζ ∈ M(k), t ∈ (τ ; T ] i τ ∈ [0; T )

|Dk
ζHr(t; t

− 1
α

0 ζ, τ)| ≤ c‖ζ‖rγ̂−|k|∗eBtα̌0 ‖ζ‖γ̂

(tα̌0B)r/r!, t0 := t− τ,

äå α̌ =

{
0, t0 ∈ (0; 1),
1− γ/α, t0 ≥ 1

, à âåëè÷èíè c i B íå çàëåæàòü âiä t, ζ i τ .
Çàçíà÷åíi òâåðäæåííÿ äîçâîëÿþòü ðîçâèíóòè iäåþ À.Í.Êî÷óáåÿ

äîñëiäæåííÿ ïàðàìåòðèêñà ÏÄÐ ç òî÷êîâî-íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè, i ðîçâ'ÿçàòè
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âiäîìó ïðîáëåìó, ïîâ'ÿçàíó iç îöiíþâàííÿì ÔÌÐ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ
ÏÄÑ iç íåãëàäêèìè â íóëi ñèìâîëàìè, ïîðÿäîê îäíîðiäíîñòi ãîëîâíîãî
ìàòðè÷íîãî ñèìâîëó ÿêèõ ¹ ìåíøèì çà îäèíèöþ.

Òåîðåìà 3.19. Íåõàé Gh(t; x, τ) := F−1[θh](t; x, τ), t ∈ (τ ; T ], τ ∈ [0; T ),
x ∈ Rn. Òîäi äëÿ âñiõ ν ∈ Zn

+

|Dν
xGh(t; x, τ)| ≤ c1t

γ
α

0 (t
1
α

0 + ‖x‖)−(n+γ)((t
1
α

0 + ‖x‖)−1 + ‖h‖)|ν|∗;

|∂tD
ν
xGh(t; x, τ)| ≤ c2t

γ−γ∗
α

0 (t
1
α

0 + ‖x‖)−(n+γ)((t
1
α

0 + ‖x‖)−1 + ‖h‖)|ν|∗,

äå c1, c2 � äîäàòíi âåëè÷èíè, íåçàëåæíi âiä t, τ i x; t0 = t − τ , γ∗ ={
α, t0 ∈ (0; 1),
γ, t0 ≥ 1.
Íàñëiäîê 3.2. Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t ∈ (τ ; T ], τ ∈ [0; T ), ìàòðè÷íà

ôóíêöiÿ Gh(t; ·, τ) íàëåæèòü äî êëàñó P(Φγ
h).

Âëàñòèâîñòi ÔÌÐ Gh(t; x, τ) ñòîñîâíî çìiííî¨ t õàðàêòåðèçóþòü íàñòóïíi
òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.9. Êîæåí åëåìåíò ìàòðèöi Gh(t; x, τ) ñèëüíî äèôåðåíöiéîâíèé
çà t ∈ (τ ; T ] ó ïðîñòîði Φγ

h.
Íàñëiäîê 3.3. Äëÿ êîæíîãî f ç Fh, t ∈ (τ ; T ] i τ ∈ [0; T ) ôóíêöi¨ (f ∗

Gij
h )(t; ·, τ) äèôåðåíöiéîâíi çà t ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi (òóò Gij

h � åëåìåíòè
ìàòðèöi Gh).

Ëåìà 3.10. Ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ Gh(t; ·, τ) ïðÿìó¹ äî δ(·)E ïðè t → τ + 0
ó ïðîñòîði P((Φγ

h)
′), äå δ(·) � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà.

â) Çàäà÷à Êîøi òà ïðèíöèï ëîêàëiçàöi¨. Òâåðäæåííÿ ëåìè 3.10
ïiäêàçó¹, ùî çâè÷àéíi ðîçâ'ÿçêè ÏÄÑ (3.6) ìîæóòü ó òî÷öi t = 0 ìàòè, âçàãàëi
êàæó÷è, óçàãàëüíåíi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ. Ç îãëÿäó íà öå çàäàìî äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè
ïî÷àòêîâó óìîâó òàê:

u(t, ·)|t=0 = f, f ∈ (Φγ
h)
′. (3.8)

Îçíà÷åííÿ 3.4. Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (3.6), (3.8) íàçèâàòèìåìî òàêó
âåêòîð-ôóíêöiþ u, ÿêà äèôåðåíöiéîâíà çà t íà (0; T ], ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó
t ç (0; T ] íàëåæèòü äî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà AAt,h

,
çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó (3.6) ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi, à ïî÷àòêîâó óìîâó (3.8) � ó
ñåíñi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â (Φγ

h)
′.

Êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi (3.6), (3.8) õàðàêòåðèçó¹ íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.20. Çàäà÷à Êîøi (3.6), (3.8) êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà äëÿ
óçàãàëüíåíèõ ïî÷àòêîâèõ âåêòîð-ôóíêöié ç êëàñó Fh

m (òóò Fm
h � âiäïîâiäíèé
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äåêàðòîâèé ñòåïiíü Fh, à Fh � ñóêóïíiñòü óñiõ çãîðòóâà÷iâ ó Φγ
h). �¨ ðîçâ'ÿçîê

çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìóëîþ

u(t, x) = (f ∗Gh)(t; x, 0), (t, x) ∈ Πn
0,T ,

ïðè öüîìó u(t, ·) ∈ Φγ
h äëÿ êîæíîãî t ∈ (0; T ].

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (3.6), (3.8) ïðè t → +0 ïðÿìó¹ äî
óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ó ñëàáêîìó ðîçóìiííi çáiæíîñòi. Îäíàê ìîæå òðàïèòèñÿ,
ùî f çáiãà¹òüñÿ íà äåÿêié ÷àñòèíi Rn ç ãëàäêîþ âåêòîð-ôóíêöi¹þ. Âèíèêà¹
çàïèòàííÿ, ÷è áóäå â öüîìó âèïàäêó âiäáóâàòèñÿ ëîêàëüíå ïiäñèëåííÿ çáiæíîñòi
âêàçàíîãî ðîçâ'ÿçêó?

Âiäïîâiäü íà öå çàïèòàííÿ äà¹ íàñòóïíà
Òåîðåìà 3.21 (ïðèíöèï ëîêàëiçàöi¨). Íåõàé f ∈ Fh

m, u � ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i Êîøi (3.6), (3.8), ïîáóäîâàíèé çà f . Òîäi ÿêùî óçàãàëüíåíà âåêòîð-
ôóíêöiÿ f çáiãà¹òüñÿ â äåÿêié îáëàñòi Q ⊂ Rn ç íåïåðåðâíîþ âåêòîð-ôóíêöi¹þ
g, òî u(t, x)−→

t→+0
g(x) ðiâíîìiðíî ùîäî x íà êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ Q.

3.2.2 Ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi ñèñòåìè ç ãëàäêèìè íà Rn

cèìâîëàìè.
a) Îïèñ êëàñó L

{αk}
Ω . Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé M(·) i Ω(·) � îïóêëi

âíèç âåêòîð-ôóíêöi¨, ÿêi ¹ äâî¨ñòèìè çà Þíãîì, à {αk, k ∈ Zn
+} � ÷èñëîâà

ïîñëiäîâíiñòü (ùî îçíà÷åíi â ï. 3.1.1). Ãîâîðèòèìåìî, ùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi
{αk, k ∈ Zn

+} âèêîíó¹òüñÿ óìîâà B, ÿêùî äëÿ íå¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1)�3) ç
îïèñàííÿ óìîâè A (äèâ. ï. 3.1.1) i

∀ν ∈ Nn ∃cν > 0 ∀{kν; mν} ⊂ Z+ : γν,kν
γν,mν

≤ cνγν,(kν+mν),

äå γk :=

(
α1,k1

k1!
; . . . ;

αn,kn

kn!

)
. Ïðèêëàäîì òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ¹ ïîñëiäîâíiñòü iç

çàãàëüíèì ÷ëåíîì αk = (kβ1k1

1 , . . . , kβnkn
n ), βν ≥ 1, kν ∈ Z+, ν ∈ Nn. Çàçíà÷èìî

òàêîæ, ùî êîæíà ïîñëiäîâíiñòü, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà B ¹ óçãîäæåíîþ ç
{k!, k ∈ Zn

+}.
Çà âåêòîð-ôóíêöi¹þ Ω(·) i ïîñëiäîâíiñòþ {αk, k ∈ Zn

+} ïîáóäó¹ìî êëàñ
L
{αk}
Ω (L), ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òèõ åëåìåíòiâ a(·, ·): L × Rn → C òàêèõ,

ùî:
1) a(t, ·) ∈ C∞(Rn), t ∈ L;
2) ∀k ∈ Zn

+ ∀t ∈ L: Dk
xa(t+ τ, x)

x∈K
⇒
τ→0

Dk
xa(t, x) äëÿ êîæíîãî êîìïàêòà K ç Rn;
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3) ∃c > 0 ∀k ∈ Zn
+ ∀t ∈ L ∀x ∈ Rn: |Dk

xa(t, x)| ≤ c|A(k, x)|, ïðè÷îìó âèðàç
A(k, ·) òàêèé, ùî äëÿ âñiõ δ, 0 < δ ¿ 1,

sup
x∈Rn

{|A(k, x)|e−δ(
−→
1 ,Ω(x))} ≤ c0B

|k|∗δ−τ _
αk

,

äå c0, B � äîäàòíi ñòàëi, ÿêi íå çàëåæàòü âiä k i δ;

4) ∃c ≥ 0 ∀t ∈ L ∃η ∈ (0; 1) ∀ε ∈ (0; η) ∃ν(ε) > 0, ν(ε)−→
ε→0

0, ∀x ∈ Rn :

|a(t + ε, x)− a(t, x)| ≤ ν(ε)(|A(0, x)|+ c).

Këàñ L
{αk}
Ω ([0; T ]) çàìêíåíèé âiäíîñíî îïåðàöié âiäíiìàííÿ, äîäàâàííÿ òà

ìíîæåííÿ íà íåïåðåðâíó ôóíêöiþ b(t), t ∈ [0, T ]. Áiëüøå òîãî, ÿêùî α̂k ≤
αk, k ∈ Zn

+, à îïóêëi âåêòîð-ôóíêöi¨ Ω̂(·) i Ω(·) òàêi, ùî Ω̂j(·) ≤ Ωj(·), j ∈ Nn,
òî L

{α̂k}
Ω̂

([0; T ]) ⊂ L
{αk}
Ω ([0; T ]).

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

∂tu(t, x) = (AAt
u)(t, x), (t, x) ∈ Πn

0,T , (3.9)

äå u := col(u1; . . . ; um), à AAt
= (Aaij

)m
i,j=1 � ìàòðè÷íèé ÏÄÎ ç ïàðàìåòðîì

t ∈ [0; T ], ïîáóäîâàíèé çà ìàòðèöåþ-ñèìâîëîì At(·) := (aij(t, ·))m
i,j=1, êîæåí

åëåìåíò ÿêî¨ íàëåæèòü äî êëàñó L
{αk}
Ω ([0; T ]). Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî äëÿ (3.9)

âèêîíó¹òüñÿ àíàëîã ðiâíîìiðíî¨ óìîâè ïàðàáîëi÷íîñòi:

∃δ∗ > 0∃c∗ ∈ R ∀t ∈ [0; T ]∀ξ ∈ Rn : max
j∈Nm

Reλj(t, ξ) ≤ −δ∗(
−→
1 , Ω(ξ)) + c∗, (3.10)

äå λj, j ∈ Nm, � âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi At � ñèìâîëó îïåðàòîðà AAt
.

á) Äîñòàòíi óìîâè êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi. Çíàéäåìî
ÔÌÐ Gt(·), t ∈ (0; T ], ñèñòåìè (3.9) i äîñëiäèìî ¨¨ âëàñòèâîñòi. Äëÿ öüîãî ïîäi¹ìî
ôîðìàëüíî íà (3.9) ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹ ñòîñîâíî çìiííî¨ x. Îäåðæèìî ëiíiéíó
ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

∂tV (t, ξ) = (AtV )(t, ξ), (t, ξ) ∈ Πn
0,T , V := col(v1; . . . ; vm). (3.11)

Íåõàé θ(t; ξ, τ) := (θij(t; ξ, τ))m
i,j=1 � ìàòðèöàíò ñèñòåìè (3.11).

Ïðàâèëüíå òàêå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 3.11. Iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi c i δ òàêi, ùî äëÿ âñiõ t ∈ (τ ; T ],

τ ∈ [0; T ) i ξ ∈ Rn |θ(t; ξ, τ)| ≤ c exp{−(t− τ)δ(
−→
1 , Ω(ξ))}.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçó¹ ìàòðèöàíò θ ñòîñîâíî ïðîñòîðîâî¨
çìiííî¨, ÿê åëåìåíò êëàñó P(W

{αk}
Ω ).
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Ëåìà 3.12. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {αk, k ∈ Zn
+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó B. Òîäi

ìàòðèöàíò θ ñèñòåìè (3.11) ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèì çà ïðîñòîðîâîþ
çìiííîþ íà Rn, ïðè÷îìó

∃{c, δ, B} ⊂ (0; +∞) ∀k ∈ Zn
+ \ {0} ∀τ ∈ [0; T ) ∀t ∈ (τ ; T ] ∀ξ ∈ Rn :

|Dk
ξ θ(t; ξ, τ)| ≤ cB|k|∗ _

αke
−(t−τ)δ(

−→
1 ,Ω(ξ)).

Íàñëiäîê 3.4. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {αk, k ∈ Zn
+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó B.

Òîäi ÔÌÐ Gt(·) := F−1[θ(t; σ, 0)](t, ·) ∈ P(WM
{αk}

)
, t ∈ (0; T ].

Äàëi, íåõàé WΩ � âiäïîâiäíèé ïðîñòið òèïó W Ãóðåâè÷à [79], Φ ∈
{WΩ; W

{βk}
Ω , βk ≥ αk, k ∈ Zn

+}, à ïîñëiäîâíîñòi {βk, k ∈ Zn
+} i {αk, k ∈ Zn

+}
òàêi, ùî äëÿ íèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà B.

Íàñòóïíi äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçóþòü âëàñòèâîñòi θt(·) çà
çìiííîþ t, äå θt(·) := θ(t; ·, 0).

Ëåìà 3.13. Êîæåí åëåìåíò ìàòðèöàíòà θt(·) ñèëüíî äèôåðåíöiéîâíèé
çà t ∈ (0; T ] ó ïðîñòîði Φ.

Íàñëiäîê 3.5. F−1[∂tθt(·)] = ∂tF
−1[θt(·)], t ∈ (0; T ].

Ëåìà 3.14. θtϕ
Φ−→

t→+0
ϕ, ϕ ∈ Φ.

Ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ ëåìè 3.14 ïiäêàçó¹, ïî÷àòêîâó óìîâó äëÿ (3.9)
çàäàìî òàê:

u(t, ·)|t=0 = f, f ∈ Φ̃′, (3.12)

äå Φ̃ := {F−1[ϕ](·), ϕ ∈ Φ}.
Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçó¹ ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi (3.9), (3.12).
Òåîðåìà 3.22. Íåõàé åëåìåíòè ìàòðè÷íîãî ñèìâîëó At ñèñòåìè (3.9)

íàëåæàòü äî êëàñó L
{αk}
Ω ([0; T ]), M(·) � âåêòîð-ôóíêöiÿ, ðàçîì ç ÿêîþ Ω(·)

¹ âçà¹ìíî äâî¨ñòèìè çà Þíãîì; Φ̃ ∈ {WM ;WM
{βk}, βk ≥ αk, k ∈ Zn

+}, {βk, k ∈
Zn

+} � ïîñëiäîâíiñòü, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà B. Òîäi ÿêùî åëåìåíò f ∈ Φ̃′

� òàêèé, ùî F [f ] � ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði Φ, òî çàäà÷à Êîøi (3.9),
(3.12) êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà, ïðè÷îìó äëÿ âñiõ t ç (0; T ]: 1) u(t, ·) ∈ Φ̃; 2)
F [∂tu(t, ·)] = ∂t(F [u(t, ·)]); 3) u(t, ·) = Gt(·) ∗ f .

â) Êðèòåðié ìóëüòèïëiêàòîðà òà íåîáõiäíi óìîâè êîðåêòíî¨
ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi. Ïðè äåÿêèõ äîäàòêîâèõ ïðèïóùåííÿõ íà ñèñòåìó
(3.9) òà âåêòîð-ôóíêöiþ Ω ñôîðìóëüîâàíi óìîâè â òåîðåìi 3.31 ¹ íå ëèøå
äîñòàòíèìè, àëå é íåîáõiäíèìè äëÿ êîðåêòíî¨ ðîç'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi (3.9),
(3.12). Îïèøåìî öi ïðèïóùåííÿ.
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C: ôóíêöi¨ Ωj(·), j ∈ Nn, îêðiì ðàíiøå îïèñàíèõ âëàñòèâîñòåé, ìàþòü ùå
é òàêó:

Ωj(δx) ≥ f̂1j(δ)Ωj(x) + f̂2j(δ), δ ∈ (0; 1), x ∈ R,

äå f̂1j(·), f̂2j(·) � äîâiëüíi ôóíêöi¨, îáìåæåíi íà (0; 1), ïðè÷îìó f̂1j(·) > 0.
Ä: ñèñòåìà (3.9) çàäîâîëüíÿ¹ íå ëèøå óìîâó (3.10), à ¹ òàêîþ, ùî

∃δ∗0 > 0∃c∗0 ∈ R ∀t ∈ [0; T ]∀ξ ∈ Rn : min
j∈Nm

Reλj(t, ξ) ≥ −δ∗0(
−→
1 , Ω(ξ)) + c∗0,

äå λj, j ∈ Nm, � âëàñíi ÷èñëà ìàòðè÷íîãî ñèìâîëó At.
Ïðàâèëüíi òàêi äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 3.15. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (3.9) âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ Ä;

ïîñëiäîâíiñòü {αk, k ∈ Zn
+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó B, à θ−1(t; ·, τ) � îáåðíåíà

ìàòðèöÿ äî ìàòðèöàíòà θ(t; ·, τ) ñèñòåìè (3.11) ïðè τ ∈ [0; t), t ∈ (0; T ].
Òîäi θ−1(t; ·, τ) íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ íà Rn,
ïðè÷îìó

∃{c, δ, B} ⊂ (0; +∞) ∀k ∈ Zn
+ ∀t ∈ (0; T ] ∀τ ∈ [0; t) ∀ξ ∈ Rn :

|Dk
ξ θ
−1(t; ξ, τ)| ≤ cB|k|∗_αke

(t−τ)δ(
−→
1 ,Ω(ξ)).

Ëåìà 3.16. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ Ñ i Ä, Φ ∈ {WΩ; W
{βk}
Ω ,

βk ≥ αk, k ∈ Zn
+}, à ïîñëiäîâíiñòü {βk, k ∈ Zn

+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó B. Òîäi äëÿ
êîæíîãî åëåìåíòà P (·) ∈ P(Φ) iñíó¹ t0 ∈ (0; 1) òàêå, ùî äëÿ âñiõ t ∈ (0; t0)
äîáóòîê P (·)θ−1

t (·) íàëåæèòü äî P(Φ) (òóò θ−1
t (·) := θ−1(t; ·, 0)).

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçó¹ ìóëüòèïëiêàòîðè â ïðîñòîðàõ, ùî ¹
ñåðåäîâèùåì äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè (3.9).

Òåîðåìà 3.23 (êðèòåðié ìóëüòèïëiêàòîðà). ßêùî âèêîíóþòüñÿ âñi
óìîâè ç ëåìè 3.16, òî äëÿ òîãî ùîá µ(·) ∈ C∞(Rn) áóëà ìóëüòèïëiêàòîðîì
ó Φ, íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá

∀0 < δ ¿ 1∀k ∈ Zn
+ ∃cδ,k > 0 ∀ξ ∈ Rn : |Dk

ξµ(ξ)| ≤ cδ,ke
δ(
−→
1 ,Ω(ξ)), (3.13)

ïðè÷îìó cδ,k := cδB
|k|∗
δ

_

βk ó âèïàäêó Φ = W
{βk}
Ω , äå cδ i Bδ � äîäàòíi ñòàëi,

çàëåæíi ëèøå âiä δ.
Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 3.24. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè ç ëåìè 3.16 i a ∈

L
{αk}
Ω ([0; T ]). Òîäi ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t ∈ [0; T ] ôóíêöiÿ a(t, ·) ¹

ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði Φ.
Îòæå, ÿêùî ñèìâîë a(·, ·) íàëåæèòü äî êëàñó L

{αk}
Ω ([0; T ]), òî ïðè êîæíîìó

ôiêñîâàíîìó t ∈ [0; T ]:
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1) ÏÄÎ Aa íåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹ ïðîñòið Φ̃ â ñåáå;
2) ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ñèìâîëó a(t, ·) (òîáòî ã(t, ·)) ¹ çãîðòóâà÷åì ó Φ̃;
3) Aaf = ã ∗ f , f ∈ Φ̃.
Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 3.25. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ Ñ i Ä, åëåìåíòè

ìàòðèöi At íàëåæàòü äî êëàñó L
{αk}
Ω ([0; T ]); âåêòîð-ôóíêöi¨ M(·) i Ω(·) �

âçà¹ìíî äâî¨ñòi çà Þíãîì, à ïîñëiäîâíiñòü {βk, k ∈ Zn
+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

B. Òîäi äëÿ òîãî ùîá çàäà÷à Êîøi (3.9), (3.12) áóëà êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíîþ â
ïðîñòîði Φ̃ ∈ {WM ;WM

{βk}, βk ≥ αk, k ∈ Zn
+} i âèêîíóâàëàñü óìîâà ∂tF [u] =

F [∂tu], t ∈ (0; T ], íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá F [f ] áóâ ìóëüòèïëiêàòîðîì ó
Φ. Ïðè öüîìó çàâæäè u(t, x) = Gt(x) ∗ f , (t, x) ∈ Πn

0,T .
Íàñëiäîê 3.6. Ñóêóïíiñòü óñiõ çãîðòóâà÷iâ ó ïðîñòîði Φ̃, äå Φ̃ ∈ {WM ;

WM
{βk}, βk ≥ αk, k ∈ Zn

+}, òîáòî òàêèõ óçàãàëüíåíèõ âåêòîð-ôóíêöié ç
Φ′, äëÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ âiäïîâiäíi îöiíêè (3.13), ¹
ìàêñèìàëüíèì êëàñîì ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, ç ÿêèìè âiäïîâiäíà çàäà÷à Êîøi äëÿ
ñèñòåìè (3.9) êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà, ïðè÷îìó êîìïîíåíòè ¨¨ ðîçâ'ÿçêó ìàþòü
òàêi ñàìi âëàñòèâîñòi çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ, ùî é åëåìåíòè ÔÌÐ öi¹¨
ñèñòåìè (â ðàìêàõ ïðîñòîðiâ WM i WM

{γk} ).
ã) Ïðèêëàäè.
10. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó




∂tu1(t, x) = −1
2

γ∫
−∞

(Bτ
au1)(t, x)dτ − b(t)u2(t, x),

∂tu2(t, x) = b(t)u1(t, x)− 1
2

γ∫
−∞

(Bτ
au2)(t, x)dτ, (t, x) ∈ Π1

0,T ,
(3.14)

äå γ > 0, a > 1, Bτ
a = (aE − ∂2

x)
τ/2 � îïåðàòîð Áåññåëÿ äðîáîâîãî iíòåãðî-äèôå-

ðåíöiþâàííÿ ç ïàðàìåòðîì a, à b(·) �íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà [0; T ].
Çà óìîâè, ùî u := col(u1, u2) ∈ S, öÿ ñèñòåìà åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi (3.9) ç

ìàòðè÷íèì ñèìâîëîì

At(ξ) =

(
− (a+ξ2)γ/2

ln(a+ξ2) −b(t)

b(t) − (a+ξ2)γ/2

ln(a+ξ2)

)
.

Äëÿ âëàñíèõ ÷èñåë λj ìàòðèöi At î÷åâèäíå âèêîíàííÿ òàêèõ ðiâíîñòåé:

Reλ1(t, ξ) = Reλ2(t, x) = −(a + ξ2)γ/2

ln(a + ξ2)
, (t, ξ) ∈ Π1

0,T .
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Óçãîäèìî òåïåð γ > 0 i a > 1 òàê, ùîá âèðàç (a + (·)2)γ/2

ln(a + (·)2)
áóâ îïóêëèì

âíèç i ïîêëàäåìî Ω(·) :=
(a + (·)2)γ/2

ln(a + (·)2)
− aγ/2

ln a
.

Îñêiëüêè äëÿ k ∈ Z+ i ξ ∈ R
∣∣∣∣Dk

ξ

(
(a + ξ2)γ/2

ln(a + ξ2)

)∣∣∣∣ ≤ k!(ln a)−ν(k)(26(γ + 2)e2)k (a + ξ2)γ/2

ln(a + ξ2)
,

à ïðè 0 < δ ≤ 1

(a + ξ2)γ/2

ln(a + ξ2)
e−δΩ(ξ) =

(
Ω(ξ) +

aγ/2

ln a

)
e−δΩ(ξ) ≤ δ−1

(
sup
y>0
{ye−y}+

aγ/2

ln a

)
,

òî ïîêëàâøè αk = k!, k ∈ Z+, îäåðæèìî âèêîíàííÿ óìîâè 3) äëÿ åëåìåíòiâ
ìàòðèöi At ç îïèñàííÿ êëàñó L

{k!}
Ω ([0; T ]) (ùîäî ðåøòè óìîâ ç öüîãî îïèñó, òî

âèêîíàííÿ ¨õ î÷åâèäíå).
Ç îãëÿäó íà òå, ùî ïîñëiäîâíiñòü {k!, k ∈ Z+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

B i âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ Ñ, Ä, âðàõóâàâøè òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.25,
îäåðæó¹ìî, ùî çàäà÷à Êîøi (3.14), (3.12) áóäå êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíîþ ç
ðîçâ'ÿçêàìè â Φ̃, äå Φ ∈ {WΩ; W

{(k!)β}
Ω , β ≥ 1}, òîäi i ëèøå òîäi, êîëè F [f ] �

ìóëüòèïëiêàòîð ó êëàñi Φ.
20. Ïîêëàäåìî n = 1, m = 2 i ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

{
∂tu1 = −((aE − ∂2

x)
α/2 − ∂x)u1 + ((bE − ∂2

x)
α/2 − (aE − ∂2

x)
α/2)u2,

∂tu2 = (i cos(i∂x)− ∂x)u1 + (i cos(i∂x)− (bE − ∂2
x)

α/2)u2,
(3.15)

äå {a; b} ⊂ (0; +∞), α > 1, à cos(i∂x) =
∞∑

r=0
(−∂2

x)
r
/(2r)! � ôîðìàëiçîâàíèé

îïåðàòîð Ïîñòà ç ñèìâîëîì cos(·), ïîðîäæåíèé âèðàçîì i∂x.
ßêùî øóêàòè ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.15) ëèøå â ðàìêàõ ïðîñòîðiâ Sγ, 0 <

γ < 1, òî ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öÿ ñèñòåìà ¹ ñèñòåìîþ (3.9) ç ìàòðè÷íèì
ñèìâîëîì

At(ξ) =

( −((a + ξ2)α/2 + iξ) (b + ξ2)α/2 − (a + ξ2)α/2

i(cos ξ + ξ) i cos ξ − (b + ξ2)α/2

)
, ξ ∈ R, t ∈ [0; T ];

äëÿ âëàñíèõ ÷èñåë λj ìàòðèöi At(·) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
−(max{a; b}+ ξ2)α/2 ≤ Re λj(t, ξ) ≤ −(min{a; b}+ ξ2)α/2, j ∈ N2, (t, ξ) ∈ Π1

0,T .

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ åëåìåíòiâ ìåòðèöi At(·) âèêîíóâàòèìóòüñÿ âñi óìîâè ç
îïèñàííÿ êëàñó L

{k!}
Ω ([0; T ]), ÿêùî Ω(ξ) = (min{a; b} + ξ2)α/2 − (min{a; b})α/2,

ξ ∈ R.
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Óðàõóâàâøè òåïåð òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.25, îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ òîãî ùîá
ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.15) ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t ∈ (0; T ] íàëåæàâ äî êëàñó
Φ, äå Φ ∈ {S1/α; S

1/α
β , β ≥ 1}, íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá éîãî ãðàíè÷íå

çíà÷åííÿ ïðè t → +0 (ó ñåíñi çáiæíîñòi â Φ′) áóëî çãîðòóâà÷åì ó Φ (òóò Sα i
Sα

β � âiäïîâiäíi ïðîñòîðè òèïó S Ãåëüôàíäà i Øèëîâà).

3.2.3 Áàãàòîòî÷êîâà çàäà÷à äëÿ ñèíãóëÿðíèõ åâîëþöiéíèõ
ðiâíÿíü. Íåõàé γ, ν, p0, γ0 i M(·) � âåëè÷èíè iç ï. 3.1.3; a : R → [0, +∞) �
íåïåðåðâíà, ïàðíà íà R ôóíêöiÿ, îäíîðiäíà ïîðÿäêó γ, ÿêà:

1) íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà ïðè x 6= 0;
2) ïîõiäíi ôóíêöi¨ a çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∀k ∈ N ∃ck > 0 ∀x ∈ R \ {0} : |Dk
xa(x)| ≤ ck|x|γ−k;

3) ∃δ̃ > 0 ∀x ∈ R: a(x) ≥ δ̃|x|γ.
Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiÿ a ¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði

◦
Ψ. Çà öi¹þ

ôóíêöi¹þ ïîáóäó¹ìî ó
◦
Φ ïñåâäî-Áåññåëåâèé îïåðàòîð A = F−1

Bν
[aFBν

] i
ðîçãëÿíåìî ç öèì îïåðàòîðîì ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
+ Au = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R+ ≡ (0; +∞), (3.16)

äëÿ ÿêîãî çàäàìî áàãàòîòî÷êîâó óìîâó

µu(t, ·)|
t=0
− µ1u(t, ·)|

t=t1
− . . .− µmu(t, ·)|

t=tm
= ϕ, (3.17)

äå ϕ ∈
( ◦

Φ∗

)′
⊂ (

◦
Φ)′, µ > µ1 > . . . > µm > 0, µ >

m∑
k=1

µk, 0 < t1 < . . . < tm = T .
Îçíà÷åííÿ 3.6. Çàäà÷ó (3.16), (3.17) íàçèâàòèìåìî áàãàòîòî÷êîâîþ

çàäà÷åþ; ïiä ¨¨ ðîçâ'ÿçêîì ðîçóìiòèìåìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.16), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.17) â òîìó ñåíñi, ùî

µ lim
t→+0

u(t, ·)− µ1 lim
t→t1

u(t, ·)− . . .− µm lim
t→tm−0

u(t, ·) = ϕ,

äå ãðàíèöi ðîçãëÿäàþòüñÿ ó ïðîñòîði (
◦
Φ)′.

Ïðè äîñëiäæåííi çàäà÷i (3.16), (3.17) âàæëèâó ðîëü âiäiãðàþòü ôóíêöi¨

Q(t, σ) = exp{−ta(σ)}
(

µ−
m∑

k=1

µk exp{−tka(σ)}
)−1

, t ∈ (0, T ], σ ∈ R,

Γ(t, t1, . . . , tm, x) ≡ Γ(t, x) := F−1
Bν

[Q(t, σ)](x), t ∈ (0, T ], x ∈ R.
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Âëàñòèâîñòi ôóíêöié Q(t, σ) òà Γ(t, x) õàðàêòåðèçóþòü íàñòóïíi
òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.17. Ïðè ôiêñîâàíîìó t > 0 ôóíêöiÿ Q(t, σ) � íåñêií÷åííî
äèôåðåíöiéîâíà ïî σ ∈ R \ {0}; äëÿ ¨¨ ïîõiäíèõ ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|Ds
σQ(t, σ)| ≤ γsϕs(t)e

−ta(σ)|σ|ω, s ∈ N, σ 6= 0, (3.18)

äå γs > 0 � ñòàëà, íå çàëåæíà âiä t, ϕs(t) =
s∑

p=0
tp,

ω =

{
s(γ − 1) , |σ| ≥ 1,

γ − s , |σ| ≤ 1, σ 6= 0.

Iç îöiíîê (3.18) âèïëèâà¹, ùî Q(t, σ), ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòó σ, ïðè êîæíîìó
t > 0 ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó

◦
Ψ. Òîäi ôóíêöiÿ Γ(t, x) = F−1

Bν
[Q(t, σ)] (x), ÿê

ôóíêöiÿ x, ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó
◦
Φ = F−1

Bν

[ ◦
Ψ

]
(ïðè êîæíîìó t > 0).

Ëåìà 3.18. Äëÿ ôóíêöi¨ Γ òà ¨¨ ïîõiäíèõ ïðàâèëüíèìè ¹ îöiíêè

|Dm
x Γ(t; x)| ≤ αmt−(γ0+m−[γ]/γ)(1 + |x|)−(m+γ0), t ∈ (0; T ], x ∈ R, m ∈ Z+,

ñòàëà αm > 0 íå çàëåæèòü âiä t.
Òåîðåìà 3.26. Ó ïðîñòîði

( ◦
Φ

)′
ñïðàâäæóþòüñÿ ãðàíè÷íi

ñïiââiäíîøåííÿ:
1) lim

t→+0
Γ(t, ·) = δ

µ−µ0
, µ0 =

m∑
k=1

µk;
2) µ lim

t→+0
Γ(t, ·) − µ1 lim

t→t1
Γ(t, ·) − . . . − µm lim

t→tm−0
Γ(t, ·) = δ(·) (òóò δ(·) �

äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà).

Ëåìà 3.19. Íåõàé ω(t, x) = (ϕ ∗Γ)(t; x), ϕ ∈
( ◦

Φ∗

)′
. Òîäi â ïðîñòîði (

◦
Φ)′

ñïðàâäæó¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

ω(t, ·)− µ1 lim
t→t1

ω(t, ·)− . . .− µm lim
t→tm−0

ω(t, ·) = ϕ.

Òåîðåìà 3.27. Ôóíêöiÿ Γ(t, ·), t ∈ (0; T ], ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ
ïàðàìåòðà t iç çíà÷åííÿìè ó ïðîñòîði

◦
Φ, äèôåðåíöiéîâíà ïî t, òîáòî ãðàíè÷íå

ñïiââiäíîøåííÿ
1

∆t
[Γ(t + ∆t, x)− Γ(t, x)] → ∂

∂t
Γ(t; x), ∆t → 0,

âèêîíó¹òüñÿ ó ðîçóìiííi çáiæíîñòi ó ïðîñòîði
◦
Φ.
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Íàñëiäîê 3.7. Ïðàâèëüíîþ ¹ ôîðìóëà
∂

∂t
(ϕ ∗ Γ)(t, ·) = ϕ ∗ ∂Γ(t, ·)

∂t
, ∀ϕ ∈ (

◦
Φ)′, t ∈ (0, T ].

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî Γ(t, x) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3.16).
Êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (3.16), (3.17) îïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì

òâåðäæåííÿì.
Òåîðåìà 3.28. Çàäà÷à (3.16), (3.17) êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà â êëàñi

óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié (
◦

Φ∗)′. Ðîçâ'ÿçîê ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè:

u(t, x) = (ϕ ∗ Γ)(t, x), ϕ ∈
( ◦

Φ∗

)′
, (t, x) ∈ (0; T ]× (0; +∞).

Ãðàíè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ

u(t, ·) = (ϕ ∗ Γ) (t, x)−→
t→ti

(ϕ ∗ Γ) (ti, x) = u(ti, ·), ti ∈ (0, T ], i ∈ Nm,

ñïðàâäæóþòüñÿ ó ïðîñòîði
◦
Φ, îñêiëüêè Γ(t, ·) −→ Γ(ti, ·) ïðè t → ti çà

òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó
◦
Φ. Çîêðåìà, u(t, ·) −→ u(ti, ·) ïðè t → ti, ti ∈ (0, T ],

i ∈ Nm, ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíîìó âiäðiçêó [a, b] ⊂ R. Âêàçàíó çáiæíiñòü ó
ñïiââiäíîøåííi (3.17) iñòîòíî ïîãiðøó¹ ïåðøèé äîäàíîê; öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì,
ùî äëÿ ôóíêöi¨ Γ(t, ·) òî÷êà t = 0 ¹ îñîáëèâîþ. Êðiì òîãî

u(t, ·) = (ϕ ∗ Γ) (t, x) −→
t→+0

ϕ ∗ δ

µ− µ0
=

ϕ

µ− µ0
, µ0 =

m∑

k=1

µk,

òîáòî âêàçàíå ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ ñïðàâäæó¹òüñÿ ó ïðîñòîði
( ◦
Φ

)′
. Ïðîòå,

ïðè ïåâíèõ îáìåæåííÿõ íà ãðàíè÷íó óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ ϕ ∈
( ◦
Φ∗

)′
, ìîæíà

îòðèìàòè ëîêàëüíå ïîñèëåííÿ çáiæíîñòi çãîðòêè (ϕ ∗ Γ) (t, x) ïðè t → +0.
Òåîðåìà 3.29. Íåõàé ϕ ∈

( ◦
Φ0,∗

)′
, u(t, x) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.16), (3.17)

ç ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ ϕ. ßêùî ϕ = 0 íà âiäêðèòié ìíîæèíi Q ⊂ R, òî
ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− . . .− µm lim
t→tm−0

u(t, x) = 0

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x íà âiäðiçêó [a, b] ⊂ Q.
Òåîðåìà 3.30. Íåõàé ϕ ∈

( ◦
Φ0,∗

)′
, u(t, x) � âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(3.16), (3.17), Q ⊂ R � âiäêðèòà ìíîæèíà, [a, b] ⊂ Q. ßêùî óçàãàëüíåíà
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ôóíêöiÿ ϕ çáiãà¹òüñÿ â Q ç ôóíêöi¹þ g, ÿêà ¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði
◦
Φ, òî ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− . . .− µm lim
t→tm−0

u(t, x) = g(x),

ñïðàâäæó¹òüñÿ ó êîæíié òî÷öi âiäðiçêà [a, b].
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4 ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÒÀ ÎÁÃÐÓÍÒÓÂÀÍÍß ÑÕÅÌ ÀÏÐÎÊÑÈÌÀÖI�
ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÎ-ÐIÇÍÈÖÅÂÈÕ ÐIÂÍßÍÜ

Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ñõåì àïðîêñèìàöi¨ ñèñòåì
ÄÐÐ çàïiçíþþ÷îãî òà íåéòðàëüíîãî òèïiâ, à òàêîæ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíî-ðiç-
íèöåâîãî òà ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ ç áàãàòüìà çàïiçíåííÿìè.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó íàëåæàòü I.Ì. ×åðåâêó, Ë.À. Ïiääóáíié, Î.Â. Ìàòâiþ,
Ñ.À. Ïåðíàé i îïóáëiêîâàíi â [85-88, 91-92].

4.1 Àïðîêñèìàöiÿ åëåìåíòà çàïiçíåííÿ â Rn

Ðîçãëÿíåìî àïðîêñèìàöiþ åëåìåíòà çàïiçíåíÿ äëÿ âåêòîðíî¨ âõiäíî¨
ôóíêöi¨ x(t) ∈ Rn òà âåêòîðíî¨ àïåðiîäè÷íî¨ ëàíêè. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè áóäóòü
çàëåæàòè âiä âëàñòèâîñòåé âõiäíî¨ ôóíêöi¨ x(t).

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè m åëåìåíòiâ çàïiçíåííÿ, ùî ïîñëiäîâíî ìiæ ñîáîþ
ç'¹äíàíi

y1(t) = x(t− τ

m
), y2(t) = x(t− 2τ

m
), . . . , ym = x(t− τ), x ∈ Rn, m, n ∈ N.

Ïîñòàâèìî ¨ì ó âiäïîâiäíiñòü ïîñëiäîâíiñòü àïåðiîäè÷íèõ ëàíîê, ùî îïèñóþòüñÿ
ñèñòåìîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó [89]

τ

m

dz1

dt
+ z1 = x(t),

τ

m

dzj

dt
+ zj = zj−1(t), j = 2,m, t ∈ [t0, T ], (4.1)

zj(t0) = x(t0 − jτ

m
), j = 1,m, (4.2)

äå x(t) âõiäíà ôóíêöiÿ ïåðøîãî åëåìåíòà çàïiçíåííÿ, T, τ > 0. Áóäåìî
äîñëiäæóâàòè çâ'ÿçîê ìiæ ôóíêöiÿìè yj(t) òà zj(t), j = 1,m â çàëåæíîñòi âiä
ãëàäêîñòi âõiäíî¨ ôóíêöi¨ x(t).

Äîñëiäèìî òî÷íiñòü àïðîêñèìàöi¨ åëåìåíòà çàïiçíåííÿ ó âèïàäêàõ, êîëè
ôóíêöiÿ x : [t0 − τ, T ] → Rn â cèñòåìi (4.1)-(4.2) ¹ òiëüêè êóñêîâî-
íåïåðåðâíîþ àáî íåïåðåðâíîþ, ÿêi îõîïëþþòü ïðèðîäíi ïîñòàíîâêè çàäà÷ äëÿ
äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü.

Íåõàé x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), zj(t) = (zj1(t), . . . , zjn(t)), j = 1,m. Òîäi
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ñèñòåìà (4.1)-(4.2) â êîîðäèíàòíié ôîðìi ìà¹ âèãëÿä
τ

m

dz1i

dt
+ z1i = xi(t),

τ

m

dzji

dt
+ zji = zj,i−1(t), j = 2,m, t ∈ [t0, T ], (4.3)

zji(t0) = xi(t0 − jτ

m
), j = 1,m, (4.4)

äå i = 1, n, m ∈ N , τ > 0.
Ïðîäîâæèìî ôóíêöiþ xi(t) íà iíòåðâàë [−h+t0−τ, T +h], h > 0, ïîêëàâøè

xi(t) = 0 ïðè t 6∈ [t0 − τ, T ].
Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ôóíêöi¨

xhi(t) =
1

2h

t+h∫

t−h

xi(s)ds, i = 1, n,

ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè íà [t0 − τ, T ].
Âiäîìî, ÿêùî p ≥ 1 i x(t) ∈ Lp[t0 − τ, T ], òî

lim
h→0

T∫

t0−τ

|xhi(t)− xi(t)|pdt = 0, i = 1, n. (4.5)

Ïîçíà÷èìî α1i(h) =

T∫

t0−τ

|xhi(t)− xi(t)|dt, i = 1, n. Iç ñïiââiäíîøåííÿ (4.5)

âèïëèâà¹, ùî α1i(h) → 0 ïðè h → 0.
Ïðåäñòàâèìî ôóíêöiþ xi(t) ó âèãëÿäi xi(t) = x1i(t) + x2i(t), äå

x1i(t) = xhi(t), x2i(t) = xi(t)− xhi(t).
Çãiäíî ç ëiíiéíiñòþ ñèñòåìè (4.3)-(4.4) ¨¨ ðîçâ'ÿçîê áóäå ñóìîþ ôóíêöié, ÿêi

¹ ðîçâ'ÿçêàìè òàêèõ ñèñòåì
τ

m

dz1i

dt
+ z1i = x1i(t),

τ

m

dzji

dt
+ zji = zj,i−1(t), j = 2,m, t ∈ [t0, T ],

zji(t0) = xi(t0 − jτ

m
), j = 1,m, (4.6)
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τ

m

dz1i

dt
+ z1i = x2i(t),

τ

m

dzji

dt
+ zji = zj,i−1(t), j = 2,m, t ∈ [t0, T ],

zji(t0) = 0, j = 1,m, (4.7)

Îöiíèìî ðiçíèöi zji(t)−yji(t), j = 1,m, i = 1, n. Âðàõîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ
ôóíêöi¨ x(t) ó âèãëÿäi ñóìè, ìà¹ìî íåðiâíiñòü

T∫

t0

|zji(t)− yji(t)|dt ≤
T∫

t0

(|zji
(1)(t)− yji

(1)(t)|+ |yji
(2)(t)|+ |zji

(2)(t)|)dt. (4.8)

Îöiíèìî ðiçíèöi |zji
(1)(t)−yji

(1)(t)|, îñêiëüêè ôóíêöiÿ xhi(t) ¹ íåïåðåðâíîþ
íà [t0 − τ, T ].

Iç ðiâíîñòi yji
(2)(t) = x2i(t− j

τ

m
) âèïëèâà¹ îöiíêà

T∫

t0

|yji
(2)(t)|dt ≤ α1i(h). (4.9)

Äîñëiäèìî òðåòié äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (4.8). Iç ïåðøîãî
ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (4.7) çíàõîäèìî

z1i
(2)(t) =

m

τ

t∫

t0

e−
m
τ (t−s)x2i(s)ds. (4.10)

Îöiíþþ÷è (4.10), äiñòà¹ìî
T∫

t0

|z1i
(2)(t)|dt ≤ m

τ

T∫

t0

T∫

s

e−
m
τ (t−s)|x2i(s)|dtds =

=

T∫

t0

(1− e−
m
τ (T−s))|x2i(s)|ds ≤ α1i(h). (4.11)

Àíàëîãi÷íà îöiíêà ïðàâèëüíà i äëÿ zji
(2)(t), j = 2,m.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (4.9)-(4.11) ó íåðiâíiñòü (4.8), ìà¹ìî
T∫

t0

|zji(t)− yji(t)|dt ≤ (T − t0)β4i(
τ√
m

) + 2α1i(h),
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äå β4i(
τ√
m

) = 4K2i
τ√
m

+ 2ω(xi,
τ√
m

), K2i � ñòàëà Ëiïøèöà ôóíêöi¨ x
(1)
i (t).

Ïîêëàäàþ÷è h =
τ√
m
, îäåðæó¹ìî îöiíêó

T∫

t0

|zji(t)− yji(t)|dt ≤ (T − t0)β4i(
τ√
m

) +

+2α1i(
τ√
m

) = β5i(
τ√
m

), m ∈ N, i = 1, n. (4.12)

Äîäàþ÷è íåðiâíîñòi (4.12) òà ïîçíà÷àþ÷è β6(
τ√
m

) = n max
i

(β5i(
τ√
m

)),
äiñòà¹ìî

n∑

i=1

T∫

a

|zji(t)− yji(t)|dt ≤ β6(
τ√
m

). (4.13)

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèðàæà¹ òî÷íiñòü àïðîêñèìàöi¨ åëåìåíòà çàïiçíåííÿ
äëÿ êóñêîâî-íåïåðåðâíî¨ âåêòîðíî¨ âõiäíî¨ ôóíêöi¨.

ßêùî æ âõiäíà ôóíêöiÿ x : [t0 − τ, T ] → Rn ¹ òiëüêè íåïåðåðâíîþ, òî
àíàëîãi÷íî ìîæíà äiñòàòè îöiíêó

n∑
i=1

|zji(t)− yji(t)|dt ≤ 4
τ√
m

n∑
i=1

K2i + 2nω(xi,
τ√
m

) = β7(
τ√
m

). (4.14)

Ïiäñóìó¹ìî íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ ïðî àïðîêñèìàöiþ åëåìåíòà
çàïiçíåííÿ ó âèãëÿäi òàêîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé âõiäíà ôóíêöiÿ x(t) â ñèñòåìi (4.1) ¹ êóñêîâî-
íåïåðåðâíîþ ïðè t ∈ [t0 − τ, T ]. Òîäi äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi (4.1)-(4.2)
ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

n∑
i=1

T∫

t0

|zji(t)− yji(t)|dt ≤ β6(
τ√
m

).

ßêùî æ âõiäíà ôóíêöiÿ x(t) ¹ íåïåðåðâíîþ, òîäi

||zj(t)− yj(t)|| ≤ β7(
τ√
m

).

Òóò βj(δ), j = 6, 7 ìîíîòîííî çðîñòàþ÷i ôóíêöi¨ òà lim
δ→0

βj(δ) = 0.
Ëåìà 2. Íåõàé ôóíêöiÿ x(t) â ñèñòåìi (4.1)-(4.2) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

||x(s)|| = sup
t0−τ≤s≤T

n∑

i=1

{|xi(s)|} < ε, äå ε > 0.
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Òîäi äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ zj(t), j = 1,m ñèñòåìè (4.1)-(4.2) ñïðàâäæó¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

||zj(t)|| ≤ ε, j = 1,m, t ∈ [t0, T ]. (4.15)

4.2 Ïðî íàáëèæåííÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü
iç çàïiçíåííÿì

Íåõàé n, p � äåÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà, t0, T � çàäàíi äiéñíi ÷èñëà, t0 < T .
Ðîçãëÿäàòèìåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü

dx(t)

dt
= f(t, x(t), x(t− τ1), . . . , x(t− τp)), t ∈ [t0, T ], p ≥ 1, (4.16)

äå x ∈ Rn, τk, k = 1, p, � çàïiçíåííÿ, 0 < τ1 < . . . < τp = τ ; f(t, u0, . . . , up) �
íåïåðåðâíà âåêòîð-ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà äëÿ t ∈ [t0, T ], uk ∈ Rn, k = 0, p.

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè äëÿ x ∈ Rn íîðìó ||x|| =
n∑

i=1

|xi|.
Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöà

||f(t, u′0, . . . , u
′
p)− f(t, u′′0, . . . , u

′′
p)|| ≤

p∑

k=0

Li||u′k − u′′k||, (4.17)

äå Lk > 0, u′k, u′′k ∈ Rn, k = 0, p, ||f(t, u0, ..., up)|| = max
t

n∑
i=1

|fi(t, u0, ..., up)|.
Íåõàé ϕ(t) � çàäàíà íà [t0 − τ, t0] íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Ðîçâ'ÿçêîì ïî÷àòêîâî¨
çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè (4.16) áóäåìî íàçèâàòè [90] äèôåðåíöiéîâàíó íà [t0 − τ, T ]
ôóíêöiþ x(t), ÿêà ñïiâïàäà¹ ç ϕ(t) íà [t0− τ, t0] i çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó (4.16) íà
[t0, T ].

Ïðè âèêîíàííi íàâåäåíèõ âèùå ïðèïóùåíü (4.17) ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (4.16)
ç íåïåðåðâíîþ íà [t0−τ, t0] ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕ(t) iñíó¹ i ¹äèíèé [90], îäíàê
éîãî çíàõîäæåííÿ â àíàëiòè÷íîìó âèãëÿäi ìîæëèâå òiëüêè ó íàéïðîñòiøèõ
âèïàäêàõ. Ðîçãëÿíåìî ñõåìó çíàõîäæåííÿ éîãî íàáëèæåíü çà äîïîìîãîþ
ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü.

Íåõàé m ∈ N . Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ zj(t) ∈ Rn, j = 0,m ÿê ðîçâ'ÿçêè
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ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
dz0(t)

dt
= f(t, z0(t), zl1(t), . . . , zlp(t)),

dzj(t)

dt
=

m

τ
(zj−1(t)− zj(t)), j = 1,m, t ∈ [t0, T ], (4.18)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

zj(t0) = ϕ(t0 − τj

m
), j = 0,m, (4.19)

äå iíäåêñè lj îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ íåðiâíîñòÿìè
τ lj
m

< τj <
τ(lj + 1)

m
.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñèñòåìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (4.18)
àïðîêñèìó¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì (4.16), ÿêùî ñïðàâäæóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

||x(t− τj

m
)− zj(t)|| → 0, j = 0,m, t ∈ [t0, T ] ïðè m →∞.

äå || · || � íîðìà â ïðîñòîði Rn.
Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî áëèçêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i äëÿ

ñèñòåìè (4.16) òà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi (4.18)-(4.19).
Íåõàé x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), zj(t) = (zj1(t), . . . , zjn(t)), j = 1,m

Nj(t) = max
t0≤s≤t

n∑

i=1

|xi(s− τj

m
)− zji(s)|, j = 0,m, t ∈ [t0, T ]. (4.20)

Ïðåäñòàâèìî zji(t) j = 1,m, i = 1, n ó âèãëÿäi ñóìè z
(1)
ji (t) + z

(2)
ji (t), äå z

(1)
ji (t) i

z
(2)
ji (t) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè òàêèõ çàäà÷ Êîøi

τ

m

dz
(1)
1i (t)

dt
+ z

(1)
1i (t) = xi(t),

τ

m

dz
(1)
ji (t)

dt
+ z

(1)
ji (t) = z

(1)
j,i−1(t), j = 2,m, i = 1, n (4.21)

z
(1)
ji (t0) = xi(t0 − jτ

m
), j = 1,m, i = 1, n. (4.22)

τ

m

dz
(2)
1i (t)

dt
+ z

(2)
1i (t) = z0i(t)− xi(t),

τ

m

dz
(2)
ji (t)

dt
+ z

(2)
ji (t) = z

(2)
j,i−1(t), j = 2,m, i = 1, n, (4.23)

z
(2)
ji (t0) = 0, j = 1,m, i = 1, n. (4.24)
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Îöiíèìî ðiçíèöi
n∑

i=1

|xi(t − τj

m
) − zji(t)|, âðàõîâóþ÷è âèãëÿä ñèñòåì

(4.21)-(4.22) òà (4.23)-(4.24). Ìà¹ìî
n∑

i=1

|xi(t− jτ

m
)− zji(t)| =

n∑
i=1

|xi(t− jτ

m
)− (z

(1)
ji (t) + z

(2)
ji (t))| ≤

≤
n∑

i=1

|xi(t− jτ

m
)− z

(1)
ji (t)|+

n∑
i=1

|z(2)
ji (t)|. (4.25)

Ïîêàæåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ùî äëÿ äðóãîãî äîäàíêó (4.25)
ñïðàâåäëèâà îöiíêà

n∑

i=1

|z(2)
ji (s)| ≤ N0(t), j = 1,m, t ∈ [t0, T ]. (4.26)

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ τ

m

dz
(2)
1i (t)

dt
+ z

(2)
1i (t) = z0i(t) − xi(t), ç

ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ z
(2)
1i (t0) = 0, ìà¹ìî çîáðàæåííÿ

z
(2)
1i (t) =

m

τ

t∫

t0

(z0i(ξ)− xi(ξ))exp(
m(ξ − t)

τ
)dξ.

Çâiäñè
n∑

i=1

|z(2)
1i (t)| = m

τ

t∫

t0

n∑
i=1

|z0i(ξ)− xi(ξ)|exp(
m(ξ − t)

τ
)dξ ≤

≤ m

τ

t∫

t0

( max
t0≤s≤ξ

n∑
i=1

|z0i(s)− xi(s)|)exp(
m(ξ − t)

τ
)dξ ≤ N0(t).

Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíiñòü (4.26) ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè k = j :

n∑
i=1

|z(2)
ji (t)| = m

τ

t∫

t0

n∑
i=1

|z(2)
(j−1)i(ξ)|exp(

m(ξ − t)

τ
)dξ ≤ N0(t).
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Ïîêàæåìî, ùî äàíà íåðiâíiñòü áóäå ñïðàâåäëèâà ïðè k = j + 1 :
n∑

i=1

|z(2)
(j+1)i(t)| =

m

τ

t∫

t0

n∑
i=1

|z(2)
(j)i(ξ)|exp(

m(ξ − t)

τ
)dξ ≤

≤ m

τ

t∫

t0

( max
t0≤s≤ξ

n∑
i=1

|z(2)
(j)i(ξ)|)exp(

m(ξ − t)

τ
)dξ ≤ N0(t).

Îòæå, íåðiâíiñòü (4.26) ìà¹ ìiñöå.
Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ iç

çàïiçíåííÿì ìà¹ìî, ùî ôóíêöi¨ xi(t) ∈ C[t0 − τ, T ], i = 1, n � òîìó äëÿ îöiíêè
âåëè÷èíè |xi(t− jτ

m
)− z

(1)
ji (t))| ìîæíà äiñòàòè íåðiâíiñòü

|xi(t− jτ

m
)− z

(1)
ji (t))| ≤ β4i(

τ√
m

), t ∈ [t0, T ], j = 1,m, i = 1, n,

äå β4i(
τ√
m

) = 4K2i
τ√
m

+ 2ω(xi,
τ√
m

), K2i � ñòàëà Ëiïøèöà ôóíêöi¨ x
(1)
i . Îòæå,

n∑
i=1

|xi(t− jτ

m
)− z

(1)
ji (t)| ≤

n∑
i=1

β4i(
τ√
m

) = β9(
τ

m
). (4.27)

Iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöié β4i(
τ√
m

) ìà¹ìî, ùî lim
δ→0

β9(δ) = 0. Íåðiâíiñòü (4.27)
ñïðàâåäëèâà äëÿ âñiõ t ∈ [t0, T ], òîìó âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (4.20), ìà¹ìî

Nj(t) ≤ β9(
τ

m
) + N0(t), j = 1,m. (4.28)

Äëÿ îöiíêè ðiçíèöi ||x(t)− z0(t)||, ïðåäñòàâèìî ðiâíÿííÿ (4.16) òà (4.18) â
åêâiâàëåíòíié iíòåãðàëüíié ôîðìi

x(t)− x(t0) =

t∫

t0

f(s, x(s), x(s− τ1), . . . , x(s− τp))ds, t ∈ [t0, T ],

z0(t)− z0(t0) =

t∫

t0

f(s, z0(s), zl1(s), . . . , zlp(s))ds, t ∈ [t0, T ].

Îöiíèìî |x(s− τj)− zlj(s)| :
||x(s− τj)− zlj(s)|| = ||x(s− τj)− x(s− τlj) + x(s− τlj)− zlj(s)|| ≤
≤ ||x(s− τj)− x(s− τlj)||+ ||x(s− τlj)− zlj(s)|| ≤ Nlj(t) + nω(

τ

m
) ≤

≤ β9(
τ

m
) + N0(t) + nω(

τ

m
) = β10(

τ

m
) + N0(t), (4.29)
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äå

β10(
τ

m
) = β9(

τ

m
) + nω(

τ

m
), (4.30)

ω(
τ

m
) = max

i=1,n
ω(xi(t),

τ

m
), ω(xi(t),

τ

m
) � ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ xi(t) íà

ïðîìiæêó [t0, T ]. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî lim
δ→0

β10(δ) = 0.
Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (4.17), (4.28) òà (4.29), äëÿ t ∈ [t0, T ] ìà¹ìî

îöiíêó

||x(t)− z0(t)|| ≤
t∫

t0

||f(s, x(s), x(s− τ1), . . . , x(s− τp))− f(s, z0(s), zl1(s), . . . , zlp(s))||ds ≤

≤
t∫

t0

[
L0||x(s)− z0(s)||+

p∑

k=0

(Lk||x(s− τk)− zlk(s)||)
]

ds ≤

≤
t∫

t0

[
L0N0(s) +

p∑

i=k

Lk(N0(s) + β10(
τ

m
))

]
ds ≤

≤ p(T − t0)β10(
τ

m
)

p∑

i=k

Lk +

p∑

k=0

Lk

t∫

t0

N0(s)ds.

Âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åíÿ (4.20), äiñòà¹ìî

N0(t) ≤ p(T − t0)β10(
τ

m
)

p∑

k=1

Lk +

p∑

k=0

Lk

t∫

t0

N0(s)ds t ∈ [t0, T ].

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà [91], äiñòà¹ìî

N0(t) ≤ p(T − t0)β10(
τ

m
)

p∑

k=1

Lke
(T−t0)

p∑
k=0

Lk

, t ∈ [t0, T ].

Òåïåð iç íåðiâíîñòi (4.28) ìà¹ìî

Nj(t) ≤ p(T − t0)β10(
τ

m
)

p∑

k=1

Lke
(T−t0)

p∑
k=0

Lk

+ β9(
τ

m
) = β11(

τ

m
), (4.31)

j = 1,m, t ∈ [t0, T ]. Êðiì òîãî, lim
δ→0

β11(δ) = 0.
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Çâiäñè äiñòà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 4.2. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (4.16) ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(4.17). Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü (4.18)-(4.19) àïðîêñèìó¹ ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè
äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü (4.16) ïðè m →∞ i t ∈ [t0, T ].

4.3 Íàáëèæåííÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü
íåéòðàëüíîãî òèïó

Ðîçãëÿäàòèìåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü
íåéòðàëüíîãî òèïó

d

dt
[x(t)−

p∑

k=1

Ak(t)x(t− τi)] = f(t, x(t), x(t− τ1), . . . , x(t− τp)), (4.32)

t ∈ [t0, T ], p ≥ 1,

äå x ∈ Rn, τk, k = 1, p � çàïiçíåííÿ, 0 < τ1 < . . . < τp = τ ; Ak(t), k = 1, p �
n×n íåïåðåðâíi íà [t0, T ] ìàòðè÷íi ôóíêöi¨; f(t, u0, . . . , up) � íåïåðåðâíà âåêòîð-
ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà äëÿ t ∈ [t0, T ], uk ∈ Rn, k = 0, p.

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè äëÿ x ∈ Rn íîðìó ||x|| =
n∑

i=1

|xi|, à äëÿ n× n ìàòðèöi

A çàäàìî íîðìó ||A|| = max
i

n∑
j=1

|aij|, ùî óçãîäæåíà iç âåêòîðíîþ íîðìîþ.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ñèñòåìè (4.32) âèêîíóþòüñÿ óìîâè :

1)
p∑

k=1

||Ak(t)|| ≤ r < 1, t ∈ [t0, T ].

2) Ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöà

||f(t, u′0, . . . , u
′
p)− f(t, u′′0, . . . , u

′′
p)|| ≤

p∑

k=0

Lk||u′k − u′′k||,

äå Lk > 0, u′k, u′′k ∈ Rn, k = 0, p, ||f(t, u0, ..., up)|| = max
t

n∑

i=1

|fi(t, u0, ..., up)|.

Íåõàé ϕ(t) � çàäàíà íà [t0 − τ, t0] íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Ðîçâ'ÿçêîì
ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè (4.32) áóäåìî íàçèâàòè [90] íåïåðåðâíó íà
[t0 − τ, T ] ôóíêöiþ x(t), ÿêà ñïiâïàäà¹ ç ϕ(t) íà [t0 − τ, t0], çàäîâîëüíÿ¹ (4.32)

íà [t0, T ] i ðiçíèöÿ x(t)−
p∑

k=1

Ak(t)x(t− τk) äèôåðåíöiéîâíà.
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Ïðè âèêîíàííi ïðèïóùåíü 1)-2) ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (4.32) ç íåïåðåðâíîþ
íà [t0 − τ, t0] ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕ(t) iñíó¹ i ¹äèíèé [90], îäíàê éîãî
çíàõîäæåííÿ â àíàëiòè÷íîìó âèãëÿäi ìîæëèâå òiëüêè ó íàéïðîñòiøèõ âèïàäêàõ,
à äëÿ íàáëèæåíîãî çíàõîäæåííÿ íåìà¹ åôåêòèâíèõ àëãîðèòìiâ. Ðîçãëÿíåìî
ñõåìó çíàõîäæåííÿ éîãî íàáëèæåíü çà äîïîìîãîþ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ
ïîñëiäîâíîñòi ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Âiäçíà÷èìî ðîáîòó [92], äå ðîçãëÿäàëàñü ñõåìà àïðîêñèìàöi¨
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íåéòðàëüíîãî òèïó iç âèêîðèñòàííÿì àïðîêñèìàöi¨
Ïàäå äëÿ ôóíêöi¨ ex. Ïðè öüîìó òî÷íiñòü àïðîêñèìàöi¨ âñòàíîâëåíà òiëüêè â
ïðîñòîðàõ äîñòàòíüî ãëàäêèõ ôóíêöié.

Ó äàíié ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ ñõåìà àïðîêñèìàöi¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíî-
ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü íåéòðàëüíîãî òèïó çà Õåéëîì.

Íåõàé m ∈ N . Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ zj(t) ∈ Rn, j = 0,m ÿê ðîçâ'ÿçêè
ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

d

dt
[z0(t)−

p∑

k=1

Ak(t)zlk(t)] = f(t, z0(t), zl1(t), . . . , zlp(t)),

dzj(t)

dt
=

m

τ
(zj−1(t)− zj(t)), j = 1,m, t ∈ [t0, T ], (4.33)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

zj(t0) = ϕ(t0 − τj

m
), j = 0,m, (4.34)

äå iíäåêñè lj îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ íåðiâíîñòÿìè
τ lj
m

< τj <
τ(lj + 1)

m
.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñèñòåìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (4.33)
àïðîêñèìó¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü íåéòðàëüíîãî òèïó (4.32), ÿêùî ñïðàâäæóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

||x(t− τj

m
)− zj(t)|| → 0, j = 0,m, t ∈ [t0, T ] ïðè m →∞.

äå || · || � íîðìà â ïðîñòîði Rn.
Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî áëèçêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i äëÿ

ñèñòåìè íåéòðàëüíîãî òèïó (4.32) òà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi (4.33)-(4.34).
Íåõàé x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), zj(t) = (zj1(t), . . . , zjn(t)), j = 1,m.

Ïîçíà÷èìî
Nj(t) = max

t0≤s≤t

n∑

i=1

|xi(s− τj

m
)− zji(s)|, j = 0,m. (4.35)
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Ïðåäñòàâèìî zji(t) j = 1,m, i = 1, n ó âèãëÿäi ñóìè z
(1)
ji (t)+z

(2)(t)
ji , äå z

(1)
ji (t)

i z
(2)
ji (t) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè òàêèõ çàäà÷ Êîøi

τ

m

dz
(1)
1i (t)

dt
+ z

(1)
1i (t) = xi(t),

τ

m

dz
(1)
ji (t)

dt
+ z

(1)
ji (t) = z

(1)
j,i−1(t), j = 2,m, i = 1, n (4.36)

z
(1)
ji (t0) = xi(t0 − jτ

m
), j = 1,m, i = 1, n. (4.37)

τ

m

dz
(2)
1i (t)

dt
+ z

(2)
1i (t) = z0i(t)− xi(t),

τ

m

dz
(2)
ji (t)

dt
+ z

(2)
ji (t) = z

(2)
j,i−1(t), j = 2,m, i = 1, n, (4.38)

z
(2)
ji (t0) = 0, j = 1,m, i = 1, n. (4.39)

Çàäà÷i Êîøi (4.36)-(4.37) òà (4.38)-(4.39) àíàëîãi÷íi äîñëiäæåíèì ðàíiøå
çàäà÷àì Êîøi (4.21)-(4.22) òà (4.23)-(4.24), òîìó äëÿ Nj(t) ñïðàâåäëèâi
ñïiââiäíîøåííÿ àíàëîãi÷íi ñïiââiäíîøåííÿì (4.28)

Nj(t) ≤ β9(
τ

m
) + N0(t), j = 1,m,

äå β9(
τ

m
) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (4.27).

Äëÿ îöiíêè ðiçíèöi ||x(t)− z0(t)||, ïðåäñòàâèìî ðiâíÿííÿ (4.32) òà (4.33) â
åêâiâàëåíòíié iíòåãðàëüíié ôîðìi

[x(t)−
p∑

k=1

Ak(t)x(t− τk)]− [x(t0)−
k∑

k=1

Ak(t0)x(t0 − τk)] =

t∫

t0

f(s, x(s), x(s− τ1), . . . , x(s− τp))ds, t ∈ [t0, T ],

[z0(t)−
p∑

k=1

Ak(t)zlk(t)]− [z0(t0)−
p∑

k=1

Ak(t0)zlk(t0)] =

t∫

t0

f(s, z0(s), zl1(s), . . . , zlp(s))ds, t ∈ [t0, T ].
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Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâiñòü 2), íåðiâíîñòi (4.29) äëÿ t ∈ [t0, T ] ìà¹ìî

||x(t)− z0(t)|| ≤
p∑

k=1

||Ak(t)||||x(t− τk)− zlk(t)||+
p∑

k=1

||Ak(t0)||||x(t0 − τk)− ϕ(t0 − lkτ

m
)||+

t∫

t0

||f(s, x(s), x(s− τ1), . . . , x(s− τp))− f(s, z0(s), zl1(s), . . . , zlp(s))||ds ≤

≤
p∑

k=1

||Ak(t)||(N0(t) + β10(
τ

m
)) +

p∑

k=1

||Ak(t0)||nω(
τ

m
)+

t∫

t0

[
L0N0(s) +

p∑

k=1

Lk(N0(s) + β10(
τ

m
))

]
ds ≤

≤ N0(t)r + (β10(
τ

m
) + nω(

τ

m
))r + (T − t0)

p∑

k=1

Lkβ10(
τ

m
) +

p∑

k=0

Lk

t∫

t0

N0(s)ds,

äå β10 çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (4.30).
Îñòàííþ íåðiâíiñòü, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâiñòü 1), ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

N0(t) ≤ β11(
τ

m
) + L∗

t∫

t0

N0(s)ds,

äå

β11(
τ

m
) =

1

1− r

(
(β10(

τ

m
) + nω(

τ

m
))r + (T − t0)

p∑

k=1

Lkβ10(
τ

m
)

)
, (4.40)

L∗ =
1

1− r

p∑
i=0

Li.

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãðîíóîëëà, îäåðæó¹ìî îöiíêó

N0(t) ≤ β11(
τ

m
)eL∗, t ∈ [t0, T ].

äå lim
m→∞

β11(
τ

m
) = 0.

Çâiäñè äiñòà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 4.3. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (4.32) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1),

2). Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
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ðiâíÿíü (4.33)-(4.34) àïðîêñèìó¹ ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè
äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü íåéòðàëüíîãî òèïó (4.32) ïðè m → ∞
i t ∈ [t0, T ].

4.4 Àïðîêñèìàöiÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ òà
ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü iç áàãàòüìà çàïiçíåííÿìè

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâîãî òà
ðiçíèöåâîãî ðiâíÿíü âèãëÿäó

x′(t) = f(t, x(t), x(t− τ1), . . . , x(t− τp), y(t− τ1), . . . , y(t− τp)), (4.41)

y(t) = g(t, x(t), x(t− τ1), . . . , x(t− τp), y(t− τ1), . . . , y(t− τp)), (4.42)

t ∈ [t0, T ], p ≥ 1, q ≥ 1,

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

x(t) = ϕ1(t), y(t) = ϕ2(t), t ∈ [t0 − τ, t0], (4.43)

äå 0 < τ1 < . . . < τp = τ ; f(t, u0, u1, . . . , up, w1, . . . , wp),
g(t, u0, u1, . . . , up, w1, . . . , wp) � íåïåðåðâíi ïî t ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü
ãëîáàëüíó óìîâó Ëiïøèöà ïî u0, . . . , up, w0, . . . , wq; ϕ1(t), ϕ2(t) � çàäàíi
íåïåðåðâíi ïðè t ∈ [t0 − τ, t0] ôóíêöi¨.

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà "ñêëåéêè":

ϕ2(t0) = g(t0, ϕ1(t0), ϕ1(t0 − τ1), . . . , ϕ1(t0 − τp),

ϕ2(t0 − τ1), . . . , ϕ2(t0 − τp)). (4.44)

Ïðè âèêîíàííi öèõ ïðèïóùåíü ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.41)-(4.43) iñíó¹, ¹äèíèé
i ìîæå áóòè çíàéäåíèé ìåòîäîì êðîêiâ, êðiì òîãî x(t) ∈ C[t0 − τ, T ]

⋂
C1[t0, T ], y(t) ∈ C[t0 − τ, T ] [90]. ßêùî óìîâà "ñêëåéêè"íå âèêîíó¹òüñÿ, òî
ðîçâ'ÿçîê (x(t), y(t)) ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (4.41)-(4.43) iñíó¹ i ¹äèíèé i êðiì òîãî
x(t) ∈ C[t0 − τ, τ ], à y(t) êóñêîâî-íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, ùî ìà¹ ñêií÷åíå ÷èñëî
òî÷îê ðîçðèâó, â ÿêèõ iñíóþòü îäíîñòîðîííi ãðàíèöi.

Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ zj(t), j = 0,m, wj(t), j = 1,m ÿê ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè
çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

z′0(t) = f(t, z0(t), zl1(t), . . . , zlp(t), wl1(t), . . . , wlp(t)),

z′j(t) = µ(zj−1(t)− zj(t)), j = 1,m, (4.45)
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w′
1(t) = µ[g(t, z0(t), zl1(t), . . . , zlp(t), wl1(t), wlp(t))− w1],

w′
j(t) = µ(wj−1(t)− wj(t)), j = 2,m (4.46)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

zj(t0) = ϕ1(t0 − τj

m
), j = 0,m,

wj(t0) = ϕ2(t0 − τj

m
), j = 1,m, (4.47)

äå m ∈ N , µ =
m

τ
.

ßêùî óìîâà "ñêëåéêè"(4.44) ìà¹ ìiñöå, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî
ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (4.45)-
(4.47) àïðîêñèìóþòü ðîçâ'ÿçêè ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (4.41)-(4.43), ÿêùî áóäóòü
âèêîíóâàòèñü ñïiââiäíîøåííÿ

|x(t− τj

m
)− zj(t)| → 0, j = 0,m, t ∈ [t0, T ] ïðè m →∞,

|y(t− τj

m
)− wj(t)| → 0, j = 1,m, t ∈ [t0, T ] ïðè m →∞. (4.48)

ßêùî æ óìîâà "ñêëåéêè"(4.44) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî
ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (4.45)-
(4.47) àïðîêñèìóþòü ðîçâ'ÿçêè ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (4.41)-(4.43), ÿêùî áóäóòü
âèêîíóâàòèñü ñïiââiäíîøåííÿ

|x(t− τj

m
)− zj(t)| → 0, j = 0,m, t ∈ [t0, T ], ïðè m →∞,

T∫

t0

|y(t− τj

m
)− wj(t)|dt → 0, j = 1,m ïðè m →∞, (4.49)

äå x(t) ∈ C[t0 − τ, T ], y(t) � êóñêîâî-íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà [t0, T ].
Òåîðåìà 4.4. Íåõàé (zj(t), j = 0,m; wj(t), j = 1,m) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

Êîøi (4.45)-(4.47), à (x(t), y(t)) � ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (4.41)-(4.43).
Ïðèïóñòèìî, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|f(t, u0, . . . , u2p)− f(t, v0, . . . , v2p)| ≤ R

2p∑
i=0

|ui − vi|,

|g(t, u0, . . . , u2p)− g(t, v0, . . . , v2p)| ≤ L

2p∑

i=0

|ui − vi|,

L > 0, R > 0, pL < 1.

110



Òîäi ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

|x(t)− z0(t)| ≤ β18(
τ

m
),

|x(t− τj

m
)− zj(t)| ≤ β19(

τ

m
), j = 1,m, (4.50)

T∫

t0

|y(t− τj

m
)− wj(t)|dt ≤ β20(

τ

m
), j = 1,m.

ßêùî æ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà "ñêëåéêè"(4.44), òîäi ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi
ñïiââiäíîøåííÿ

|x(t)− z0(t)| ≤ β21(
τ

m
),

|x(t− τj

m
)− zj(t)| ≤ β22(

τ

m
), j = 1,m, (4.51)

|y(t− τj

m
)− wj(t)| ≤ β23(

τ

m
), j = 1,m.

Ôóíêöi¨ βi(r), i = 18, 23 ìîíîòîííî íåñïàäíi i lim
r→0

βi(r) = 0.
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5 ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÏÐÎÖÅÑIÂ IÇ
ÇÀÏIÇÍÅÍÍßÌ ÒÀ ÂÈÏÀÄÊÎÂÎÑÒßÌÈ

Ó äàíîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi êðàéîâèõ çàäà÷
iç çàïiçíåííÿì, äîñëiäæåíî ¨õ àïðîêñèìàöiþ ñèñòåìàìè çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà çäiéñíåíî êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ. Ïîáóäîâàíà
òà äîñëiäæåíà äèíàìi÷íà ìîäåëü òåîði¨ ðèçèêiâ ç íåîäíîðiäíiñòþ òà
ïåðåñòðàõóâàííÿì, ðîçãëÿíóòà çàäà÷à ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ íåâiäîìèõ
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíÿíü ëiíiéíî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè
Íåéìàíà.

Íàâåäåíi òóò ðåçóëüòàòè íàëåæàòü I.Ì. ×åðåâêó, Î.Â. Ìàòâiþ (ï. 5.1), À.Â.
Ñà÷êó (ï. 5.1.2), À.Ñ. Ïåðöîâó (ï. 5.2), Î.Ì. Ñòðî¹âó (ï. 5.3), Â.É. Êóøíið÷óêó
(ï. 5.3.2) i îïóáëiêîâàíi â [96, 98-100, 116-122].

5.1 Ìîäåëþâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ iç çàïiçíåííÿì

Ðîçâ'ÿçàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ iç çàïiçíåííÿì àíàëiòè÷íî ìîæëèâå òiëüêè â
íàéïðîñòiøèõ âèïàäêàõ, òîìó ïîáóäîâà òà îáãðóíòóâàííÿ íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ
¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ ¹ âàæëèâîþ çàäà÷åþ. Çâåäåííÿ ëiíiéíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i iç
çàïiçíåííÿì äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ i çàñòîñóâàííÿ ïðîåêöiéíî iòåðàòèâíèõ
ìåòîäiâ ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi [93]. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñïëàéí êîëîêàöié äî
òàêèõ çàäà÷ âèâ÷àëîñÿ â [94-95]. Ó äàíîìó ïóíêòi äîñëiäæó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçíiñòü
êðàéîâèõ çàäà÷ iç çàïiçíåííÿ, îáãðóíòîâó¹òüñÿ ¨õ àïðîêñèìàöiÿ êðàéîâîþ
çàäà÷åþ äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà
ðîçðîáëåíà ïðèêëàäíà ïðîãðàìà äëÿ ìîäåëþâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ íà ÅÎÌ.
Äîñëiäæåííÿ òî÷íîñòi àïðîêñèìàöi¨ ó ïðîñòiøîìó âèïàäêó çäiéñíåíî â [96].

5.1.1 Ïîñòàíîâêà êðàéîâî¨ çàäà÷i, iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó. Ðîçãëÿíåìî
êðàéîâó çàäà÷ó

y′′(t) = f(t, y(t), y(t− τ1), . . . , y(t− τk),

y′(t), y′(t− τ1), . . . , y
′(t− τk)), t ∈ [a, b], (5.1)

y(t) = ϕ(t), y′(t) = ϕ′(t), t ∈ [a− τ, a], y(b) = γ. (5.2)
Íåõàé 0 < τ1 < τ2 < . . . < τk = τ, γ ∈ R, f(t, u0, u1, . . . , uk, v0, v1, . . . , vk)

� íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ â îáëàñòi G = [a, b] × Gk
1 × Gk

2, äå G1 = {u ∈ R : |u| ≤
P1}, G2 = {v ∈ R : |v| ≤ P2}, P1, P2, τ � äîäàòíi ñòàëi, ϕ(t) ∈ C1[a− τ, a].

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:
P = sup{|f(t, u0, u1, . . . , uk, v0, v1, . . . , vk)| : |ui| ≤ P1, |vi| ≤ P2, j = 0, k, t ∈ [a, b]},
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J = [a− τ, a], I = [a, b], I1 = [a, a + τ1], I2 = [a + τ1, a + τ2], . . . ,

Ik = [a + τk−1, a + τk], Ik+1 = [a + τk, b],

B(J ∪ I) =
{

y(t) : y(t) ∈
(
C(J ∪ I) ∩ (C1(J) ∪ C1(I)) ∩

(k+1⋃
j=1

C2(Ij)
))

,

|y(t)| ≤ P1, |y′(t)| ≤ P2

}
.

Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.1)-(5.2) áóäåìî ââàæàòè ôóíêöiþ y = y(t) iç ïðîñòîðó
B(J∪I), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (5.1) íà [a, b] (çà ìîæëèâèì âèéíÿòêîì òî÷îê
ti = a + τi, i = 1, k) òà êðàéîâi óìîâè (5.2).

Iç îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó B(J ∪ I) âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.1)-(5.2) ¹
íåïåðåðâíèì â òî÷öi t = a, àëå ãëàäêîñòi éîãî â öié òî÷öi ìè íå ïåðåäáà÷à¹ìî.
Âií ¹ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíèì äëÿ âñiõ t ∈ [a, b], ÿêùî ïiä y′(a) ðîçóìiòè
ïðàâîñòîðîííþ ïîõiäíó.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 5.1. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè:

1) max

{
sup
t∈J

{|ϕ(t)|} ,
(b− a)2

8
P + max {|ϕ(a)|, |γ|}

}
≤ P1;

2) max

{
sup
t∈J

{|ϕ′(t)|} ,
(b− a)

2
P +

∣∣∣∣
γ − ϕ(a)

b− a

∣∣∣∣
}
≤ P2;

3)â îáëàñòi G ôóíêöiÿf(t, u0, . . . , uk, v0, . . . , vk)çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöà:
|f(t, u0, . . . , uk, v0, . . . , vk)− f(t, u0, . . . , uk, v0, . . . , vk)| ≤
≤

k∑
j=0

(Lj |uj − uj|+ Mj |vj − vj|);

4)
k∑

j=0

(Lj + Mj) < 1.

Òîäi â êëàñi ôóíêöié B(J∪I) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (5.1)-(5.2).

5.1.2 Ìîäåëþâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ íà ÅÎÌ. Ïîñòàâèìî ó
âiäïîâiäíiñòü êðàéîâié çàäà÷i (5.1)-(5.2) êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

z0
′′(t) = f(t, z0(t), zl1(t), . . . , zlk(t), w0(t), wl1(t), . . . , wlk(t)),

z′j(t) = µ(zj−1(t)− zj(t)), j = 1,m, (5.3)

zj(a) = ϕ(a− jτ

m
), j = 0,m, z0(b) = γ, (5.4)
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w0(t) =

b∫

a

G′
t(t, s)f(s, z0(s), . . . , zlk(s), w0(s), . . . , wlk(s))ds +

γ − ϕ(a)

b− a
,

w′
j(t) = µ(wj−1(t)− wj(t)), j = 1,m, (5.5)

wj(a) = φ′(a− jτ

m
), j = 1,m, (5.6)

äå m ∈ N, µ =
m

τ
, à iíäåêñè lj îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ íåðiâíîñòÿìè a− ljτ

m <

a− τj < a− (lj−1)τ
m , à G(t, s) � ôóíêöiÿ Ãðiíà êðàéîâî¨ çàäà÷i y′′(t) = 0, y(a) =

y(b) = 0.
Óìîâè, ïðè ÿêèõ íàâåäåíà ñõåìà àïðîêñèìàöi¨ íàáëèæà¹ êðàéîâó çàäà÷ó iç

çàïiçíåííÿì, âñòàíîâëþ¹òüñÿ ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi.
Òåîðåìà 5.2. Íåõàé ôóíêöiÿ f(t, u0, . . . , uk, v0, . . . , vk) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

òåîðåìè 5.1 òà âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

M(b− a)(k + 1) max[(b− a),
e

M(k+1)(b−a)2

4

4
+ 1] < 1.

Òîäi êðàéîâà çàäà÷à (5.3)-(5.6) àïðîêñèìó¹ êðàéîâó çàäà÷ó (5.1)-(5.2) i ìàþòü
ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

max
a≤ξ≤t

|zj(ξ)− y(ξ − jτ

m
)| ≤ γ(

τ

m
),

t∫

a

|wj(ξ)− y′(ξ − jτ

m
)| ≤ γ(

τ

m
), j = 0,m,

äå γ(δ) ìîíîòîííî íåñïàäíà ôóíêöiÿ i lim
δ→0

γ(δ) = 0.
Äëÿ àâòîìàòèçàöi¨ äîñëiäæåííÿ íàáëèæåíî¨ çàìiíè êðàéîâèõ çàäà÷ iç

çàïiçíåííÿì ïîñëiäîâíiñòþ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çà
äîïîìîãîþ ìåòîäèêè, îïèñàíî¨ âèùå, ðîçðîáëåíî Windows-äîäàòîê. Äëÿ
éîãî ðåàëiçàöi¨ òà ïîáóäîâè ãðàôi÷íîãî iíòåðôåéñó âèêîðèñòàíî iíòåãðîâàíå
ñåðåäîâèùå Borland Delphi 6.0, à ðåàëiçàöiÿ ñèíòàêñè÷íîãî àíàëiçàòîðà òà
ìàòåìàòè÷íèõ îá÷èñëåíü çäiéñíåíî çàñîáàìè ìîâè Ruby. Borland Delphi 6.0 �
ïîòóæíå âèñîêîïðîäóêòèâíå ñåðåäîâèùå äëÿ ðîçðîáêè 32-ðîçðÿäíèõ Windows-
äîäàòêiâ, ÿêå âêëþ÷à¹ â ñåáå âåëèêèé íàáið iíñòðóìåíòiâ äëÿ êåðóâàííÿ òà
ïåðåäà÷i äàíèõ ç âèêîðèñòàííÿì âiäêðèòèõ ñòàíäàðòiâ. Ruby � öå äèíàìi÷íà
îá'¹êòíî-çîði¹íòîâíà ìîâà ç âiäêðèòèì êîäîì, ÿêà äîçâîëÿ¹ åôåêòèâíó ðîçðîáêó
ïðèêëàäíèõ ïðîãðàì. Äëÿ íîðìàëüíî¨ ðîáîòè äîäàòêó íåîáõiäíî: îïåðàöiéíà
ñèòåìà Windows XP, îá'¹ì îïåðàòèâíî¨ ïàì'ÿòi íå ìåíøå 512 Ìáàéò. Ãîëîâíå
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âiêíî ïðîãðàìè ìiñòèòü ñòàíäàðòíèé íàáið åëåìåíòiâ, ñåðåä ÿêèõ âèäiëÿ¹òüñÿ
ãîëîâíå ìåíþ, ÿêå ìiñòèòü òàêi ïóíêòè:

•Êðàéîâà çàäà÷à - • Ðåçóëüòàò - • Äîïîìîãà - • Âèõiä.
Àëãîðèòì ðîáîòè ç ïðîãðàìîþ.
à) Êîðèñòóâà÷ âèáèðà¹ ìåíþ Êðàéîâà çàäà÷à, ó ÿêîìó íåîáõiäíî

ââåñòè ôóíêöiþ F (t, z0, . . . , zm, w0, . . . , wm), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ
ðiâíÿííÿ, ïî÷àòêîâi ôóíêöi¨ ϕ(t) òà ϕ′(t), çíà÷åííÿ çàïiçíåííÿ τ , ðîçìiðíiñòü
àïðîêñèìóþ÷î¨ ñèñòåìè, ìåæi iíòåðâàëà a òà b, çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â òî÷öi b,
êiëüêiñòü òî÷îê ðîçáèòòÿ. Çà äîïîìîãîþ êíîïêè Ââåñòè äàíi çäiéñíþ¹òüñÿ
îáðîáêà ââåäåíî¨ iíôîðìàöi¨, âèêîíóþòüñÿ îá÷èñëåííÿ òà ôîðìó¹òüñÿ ôàéë, äå
çáåðiãàþòüñÿ ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü.

á) Äëÿ âiäîáðàæåííÿ ðåçóëüòàòiâ â òàáëè÷íîìó òà ãðàôi÷íîìó âèãëÿäi
ïîòðiáíî âèáðàòè ìåíþ Ðåçóëüòàò.

Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä, ÿêèé iëþñòðó¹ íàâåäåíó ìåòîäèêó
àïðîêñèìàöi¨ êðàéîâèõ çàäà÷ iç çàïiçíåííÿì

x′′(t) = 2x(t)− ex(t− 1), 0 ≤ x ≤ 2,

x(t) = et, x′(t) = et,−1 ≤ x ≤ 0,

x(0) = 1, x(2) = e2/

Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê äàíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i x(t) = et. Ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ
åêñïåðèìåíòiâ íàâåäåíi â òàáëèöi 1, äå xc(t) � òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê, xa(t) � ðîçâ'ÿçîê
àïðîêñèìóþ÷î¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïðè
m = 500, çíàéäåíèé çà ðiçíèöåâîþ ñõåìîþ ç êðîêîì h = 0.02, ∆ � ìîäóëü
ðiçíèöi ìiæ òî÷íèì òà íàáëèæåíèì çíà÷åííÿì.

Òàáëèöÿ 5.1
t xc(t) xa(t) ∆
0 1 1 0
0.5 1.648 1.653 0.005
1 2.718 2.727 0.009
1.5 4.481 4.491 0.01
2 7.389 7.389 0

Çàïðîïîíîâàíà ñõåìà àïðîêñèìàöi¨ òà ðîçðîáëåíà ïðèêëàäíà ïðîãðàìà
äîçâîëÿþòü åôåêòèâíî çíàõîäèòè íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâèõ çàäà÷
iç çàïiçíåííÿì. ×èñëîâi åêñïåðèìåíòè ïiäòâåðäæóþòü åôåêòèâíiñòü
çàïðîïîíîâàíèõ íàáëèæåíèõ àëãîðèòìiâ. Äëÿ íàâåäåíîãî ïðèêëàäó àáñîëþòíà
ïîõèáêà ∆ ≤ 0.01, à âiäíîñíà ïîõèáêà δ ≤ 0.33%.
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5.2 Ìiíiìàêñíå îöiíþâàííÿ ôóíêöiîíàëiâ âiä ïðàâèõ ÷àñòèí
ðiâíÿíü ëiíiéíî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè òèïó
Íåéìàíà

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi çà çàøóìëåíèìè ñïîñòåðåæåííÿìè ðîçâ'ÿçêiâ òà ïðè
ñïåöiàëüíèõ îáìåæåííÿõ íà ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíÿíü òà êðàéîâèõ óìîâ, à òàêîæ íà
øóìè â ñïîñòåðåæåííÿõ, äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ìiíiìàêñíèõ îöiíîê
ôóíêöiîíàëiâ âiä ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíÿíü, ÿêi âõîäÿòü â ïîñòàíîâêó êðàéîâî¨
çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ ëiíiéíî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè òèïó
Íåéìàíà.

Çíàõîäæåííÿ ìiíiìàêñíèõ îöiíîê çâåäåíî äî ðîçâ'ÿçêó äåÿêèõ ñèñòåì
âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü òà äîâåäåíà ¨õ îäíîçíà÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H � ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið íàä R çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì
(·, ·)H òà íîðìîþ ‖ · ‖H . ×åðåç JH ∈ L(H, H ′) áóäåìî ïîçíà÷àòè îïåðàòîð,
ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ içîìåòðè÷íèì içîìîðôiçìîì, òà äi¹ ç H íà éîãî ñïðÿæåíèé
ïðîñòið H ′, òà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (u, v)H = < JHu, v >H ′×H ∀u, v ∈ H, äå
< f, x >H ′×H := f(x) äëÿ x ∈ H, f ∈ H ′. Öåé îïåðàòîð iñíó¹ âíàñëiäîê òåîðåìè
Ðiñà.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L2(Ω, H) ïðîñòið Áîõíåðà, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç
âèïàäêîâèõ åëåìåíòiâ ξ = ξ(ω), ÿêi âèçíà÷åíi íà ïåâíîìó éìîâiðíiñíîìó
ïðîñòîði (Ω,B, P ) çi çíà÷åííÿìè â H òàêèìè, ùî ‖ξ‖2

L2(Ω,H) =∫
Ω ‖ξ(ω)‖2

HdP (ω) < ∞. Â öüîìó âèïàäêó iñíó¹ iíòåãðàë Áîõíåðà
Eξ :=

∫
Ω ξ(ω) dP (ω) ∈ H, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì

àáî ñåðåäíiì âèïàäêîâîãî åëåìåíòà ξ(ω). Â L2(Ω, H) ìîæíà ââåñòè ñêàëÿðíèé
äîáóòîê:

(ξ, η)L2(Ω,H) :=

∫

Ω
(ξ(ω), η(ω))H dP (ω) (5.7)

∀ξ, η ∈ L2(Ω, H).

Ïðîñòið L2(Ω, H), çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (5.7), ¹ ãiëüáåðòîâèì.
Ââåäåìî òàêîæ íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ: x = (x1, . . . , xn) � ïpîñòîðîâà çìiííà,

ÿêà íàëåæèòü îáìåæåíié âiäêðèòié îáëàñòi D ⊂ Rn ç ëiïøèöåâîþ ãpàíèöåþ Γ;
dx = dx1 · · · dxn - ìiðà Ëåáåãà â Rn; L2(D) � ïpîñòip ôóíêöié, ÿêi ñóìóþòüñÿ
ç êâàäðàòîì â îáëàñòi D; äëÿ öiëîãî ÷èñëà m ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hm(D) �
ñòàíäàðòíi ïpîñòîpè Ñîáîëåâà ç ïðèðîäíiìè íîðìàìè; çíàê ” : ” îçíà÷à¹ çãîðòêó
òåíçîðà i âåêòîðà àáî òåíçîðà i òåíçîðà.

Íåõàé òiëî D � îáìåæåíà îáëàñòü ç ëiïøèöåâîþ ãðàíèöåþ â ïðîñòîði Rn.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç u = (u1, . . . , un) âåêòîð ïåðåìiùåííÿ (êîìïîíåíòè ÿêîãî ¹
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ôóíêöiÿìè x ∈ D) òà ÷åðåç εij êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàöi¨

ε = ε(u) =

[
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)]
.

Çàóâàæèìî, ùî divu =
∑n

i=1 εii(u) òà ùî ε ¹ ñèìåòðè÷íèì: εij = εji. Êðiì òîãî,
ε(u) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi êîëè u ∈ RB. Òóò

RB :=
{

r ∈ R2 : r = a + b[x2,−x1]
T , n = 2,

r ∈ R3 : r = a + b× [x1, x2, x3]
T , n = 3

}
(5.8)

äå a ∈ R2, b ∈ R ïðè n = 2 i a,b ∈ R3 ïðè n = 3 âiäïîâiäíî.
Ïðÿìi îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî âåêòîð r â (5.8), íàïðèêëàä ïðè n = 3,

âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ r = R(x)α, äå α = (a1, a2, a3, b1, b2, b3), à 3× 6-ìàòðèöÿ
R(x) ìà¹ âèãëÿä

R(x) =




1 0 0 0 x3 −x2

0 1 0 −x3 0 x1

0 0 1 x2 −x1 0


 .

Ñòîâïöi öi¹¨ ìàòðèöi

r1 = [1, 0, 0]T , r2 = [0, 1, 0]T , r3 = [0, 0, 1]T ,

r4 = [0,−x3, x2]
T , r5 = [x3, 0,−x1]

T , (5.9)
r6 = [−x2, x1, 0]T

óòâîðþþòü áàçèñ ïiäïðîñòîðó RB, òàê ùî dimRB = 6 ïðè n = 3 i dimRB = 3
ïðè n = 2.

Òåíçîð íàïðóæåííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ τ = τ(u) = 2µε(u) +
λdivuI, äå I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ â Rn, λ = λ(x) (λ(x) ≥ 0) i µ = µ(x)
(µ(x) > 0) � óçàãàëüíåíi êîåôiöi¹íòè Ëàìå, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ïðóæíiñòü
òiëà, ïðèïóñêàþòüñÿ êóñêîâî-íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè â îáëàñòi D̄. Òåíçîð
íàïðóæåííÿ τ ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Ââåäåìî äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð äðóãîãî ïîðÿäêó

Lu = −div τ(u) =

[
−

n∑

i=1

∂τij

∂xj
=

= −
n∑

i=1

∂

∂xj
(2µεij(u) + λdivuδij)

]
.
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Çàäà÷à Íåéìàíà â ìàòåìàòè÷íié òåîði¨ ïðóæíîñòi ôîðìóëþ¹òüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì: çíàéòè âåêòîð ïåðåìiùåííÿ u, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿì

Lu = F â D,

τ(u) : n =
n∑

j=1

τijnj = g íà Γ, (5.10)

äå F � âåêòîð îá'¹ìíèõ ñèë â òiëi D, g � âåêòîðíà ôóíêöiÿ, çàäàíà íà Γ, nj �
íàïðàâëÿþ÷i êîñèíóñè çîâíiøíüî¨ ïî âiäíîøåííþ äî îáëàñòi D íîðìàëi n äî ¨¨
ãðàíèöi Γ.

Ïðèïóñòèìî, ùî F ∈ L2(D)n, g ∈ L2(Γ)n. Òîäi ïiä ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.10)
ðîçóìiþòü çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ u ∈ H1(D)n, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó
òîòîæíiñòü

a(u,v) =

∫

D

(F,v)Rn dx +

∫

Γ
(g,v)Rn dΓ, (5.11)

äå a(u,v) =
∫
D

(2µε(u) : ε(v) + λ ÷ u divv) dx, ε(u) : ε(v) =
∑n

i,j=1 εij(u)εij(v).

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.11) íå ¹ ¹äèíèì òà âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî äîâiëüíî¨
ôóíêöi¨ ç RB. Âií iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ôóíêöi¨ F i g çàäîâîëüíÿþòü
íàñòóïíèì óìîâàì ñóìiñíîñòi [97]:

∫

D

(F, r)Rn dx +

∫

Γ
(g, r)Rn dΓ = 0 ∀r ∈ RB. (5.12)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ. Çàäà÷à îöiíþâàííÿ
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çà ñïîñòåðåæåííÿì âèãëÿäó

y = Cu + η (5.13)

çíàéòè oïòèìàëüíó, â ïåâíîìó ñåíñi, îöiíêó çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà

l(F ) =

∫

D

(l0(x),F(x))Rndx+

+

∫

Γ
(l1(x),g(x))Rn dΓ

â êëàñi ëiíiéíèõ îöiíîê l̂(F ) = (y, w)H0
+ c, äe u(x)�ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i

(5.10), åëåìåíò w íàëåæèòü ãiëüáåðòîâó ïðîñòîðó H0, c ∈ R, l0 ∈ L2(D)n, l1 ∈
L2(Γ)n � çàäàíi ôóíêöi¨, â ïðèïóùåííi, ùî ïðàâi ÷àñòèíè F(x), g ðiâíÿíü (5.10)
òà ïîõèáêè η = η(ω) â ñïîñòåðåæåííÿõ (5.13), ÿêi ¹ âèïàäêîâèìè åëåìåíòàìè,
âèçíà÷åíèìè íà ïåâíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω,B, P ) çi çíà÷åííÿìè â H0,
íåâiäîìi, à âiäîìî ëèøå, ùî åëåìåíò F := (F,g) ∈ G0 i η ∈ G1. Òóò C ∈
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L(L2(D)n, H0) � ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, òàêèé ùî éîãî çâóæåííÿ íà
ïiäïðîñòið RB ií'¹êòèâíå; ÷åðåç G0 ïîçíà÷åíî ìíîæèíó ôóíêöié F̃ := (F̃, g̃) ∈
L2(D)n × L2(Γ)n, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì∫

D

(Q1(F̃− F0)(x), (F̃− F0)(x))2
Rndx+

+

∫

Γ
(Q2(g̃ − g0), g̃ − g0)

2
RndΓ ≤ 1, (5.14)

∫

D

(F̃, r)Rn dx +

∫

Γ
(g̃, r)Rn dΓ = 0 ∀r ∈ RB,

à ÷åðåç G1 ïîçíà÷åíî ìíîæèíó âèïàäêîâèõ åëåìåíòiâ η̃ ∈ L2(Ω, H0), ç íóëüîâèìè
ñåðåäíiìè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi E(Q0η̃, η̃)H0

≤ 1, äå Q0, Q1, Q2 �
îáìåæåíi ñàìîñïðÿæåíi äîäàòíüî-âèçíà÷åíi îïåðàòîðè â H0, L2(D)n L2(Γ)n

âiäïîâiäíî, äëÿ ÿêèõ iñíóþòü îáìåæåíi îáåðíåíi îïåðàòîðè Q−1
0 , Q−1

1 , Q−1
2 , F̃0 ∈

L2(D)n òà g̃0 ∈ L2(Γ)n, çàäàíi ôóíêöi¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì (5.12).
Îçíà÷åííÿ 5.1. Îöiíêó âèãëÿäó

̂̂
l(F ) = (y, ŵ)H0

+ ĉ (5.15)
áóäåìî íàçèâàòè ìiíiìàêñíîþ îöiíêîþ l(F ), ÿêùî åëåìåíò ŵ òà ÷èñëî ĉ

âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâè

σ(w, c) := sup
(F̃,g̃)∈G0,η̃∈G1

E|l(F̃ )− l̂(F̃ )|2 →

→ inf
w∈H0,c∈R

:= σ2,

äe
l̂(F̃ ) = (ỹ, w)H0

+ c, (5.16)
ỹ = Cũ + η̃, ũ � áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (5.10) ïðè F = F̃, g = g̃.
Âåëè÷èíó σ áóäåìî íàçèâàòè ïîõèáêîþ ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ âèðàçó l(F ).

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Äàëi áóäóòü ñôîðìóëüîâàíi ðåçóëüòàòè ïðî
ïðåäñòàâëåííÿ ìiíiìàêñíèõ îöiíîê. Ç öi¹þ ìåòîþ ïðèïóñòèìî

U :=
{

w̃ ∈ H0 :
∫

D

(
(C∗JH0

w̃)(x), r(x)
)
Rn dx = 0 ∀r ∈ RB

}
,

äå C∗ : H ′
0 → L2(D)n � oïåðàòîð, cïðÿæåíèé äî C, ÿêèé âèçíà÷àþòüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿì

< Cϕ, φ >H0×H ′
0
=

∫

D

(ϕ(x), C∗φ(x))Rn dx

119



äëÿ âñiõ ϕ ∈ L2(D)n, φ ∈ H ′
0, òà ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó w ∈ U ââåäåìî

ôóíêöiþ z(·; w) ∈ H1(D)n ÿê ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê íàñòóïíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i1:

a(v, z(·; w)) = −
∫

D

(C∗JH0
w)(x),v(x))Rn dx (5.17)

∀v ∈ H1(D)n,∫

D

(Q−1
1 (l0(x) + z(x; w)), ri(x))Rndx+

+

∫

Γ
(Q−1

2 (l1(·) + z(·; w)), ri)Rn dΓ = 0, i = 1, 6. (5.18)

Ëåìà 5.1. Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ìiíiìàêñíî¨ îöiíêè çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà
l(F ) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ, ÿêà îïèñó¹òüñÿ
âàðiàöiéíîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ (5.17), (5.18) ç ôóíêöi¹þ âàðòîñòi âèãëÿäó

I(w) =

∫

D

(Q−1
1 (l0(x) + z(x; w)), l0(x)+

+ z(x; w))Rndx +

∫

Γ
(Q−1

2 (l1(·) + z(·; w)),

l1(·) + z(·; w))Rn dΓ + (Q−1
0 w,w)H0

→ inf
w∈U

. (5.19)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (5.17) � (5.19) ïðèéäåìî äî
íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 5.3. Iñíó¹ ¹äèíà ìiíiìàêñíà îöiíêà âèðàçó l(F), ÿêà ìîæå áóòè
ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi ̂̂

l(F) = (y, ŵ)H0
+ ĉ, äe

ŵ = Q0Cp,

ĉ =

∫

D

(l0 + ẑ(x),F0(x))Rn dx+

+

∫

Γ
(l1 + ẑ,g0)Rn dΓ, (5.20)

à ôóíêöi¨ p ∈ H1(D)n i ẑ ∈ H1(D)n âèçíà÷àþòüñÿ ç ñèñòåìè âàðiàöiéíèõ
ðiâíÿíü

a(v, ẑ) = −
∫

D

((C∗JH0
Q0Cp)(x),v(x))Rn dx (5.21)

∀v ∈ H1(D)n,

1Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùòî U � íåïîðîæíÿ, çàìêíóòà, îïóêëà ìíîæèíà.
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∫

D

(Q−1
1 (l0(x) + ẑ(x)), ri(x))Rndx+

+

∫

Γ
(Q−1

2 (l1 + ẑ), ri)Rn dΓ = 0, i = 1, 6, (5.22)

a(p,w) =

∫

D

(Q−1
1 (l0(x) + ẑ(x)),w(x))Rndx+

+

∫

Γ
(Q−1

2 ((l1 + ẑ),w)Rn dΓ, ∀w ∈ H1(D)n, (5.23)
∫

D

((C∗JH0
Q0Cp)(x), ri(x))Rn dx = 0, i = 1, 6. (5.24)

Çàäà÷à (5.21)�(5.24) îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà. Ïîõèáêà îöiíþâàííÿ σ

âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ σ = l(P )1/2, äå P = (Q−1
1 (l0 + z), Q−1

2 (l1 + z|Γ)).
Âiäçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ ẑ(x) = z(x; ŵ), äå z(x; w) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

(5.17), (5.18), à w = ŵ ∈ U � îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ cècòåìîþ, ÿêà îïèñó¹òüñÿ
öèìè ðiâíÿííÿìè ç êðèòåði¹ì ÿêîñòi (5.19) (äèâ. ëåìó 1).

Àëüòåðíàòèâíå ïpåäñòàâëåííÿ äëÿ ìiíiìàêñíî¨ îöiíêè ÷åðåç ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, ÿêå íå çàëåæèòü âiä
êîíêðåòíîãî âèãëÿäó ôóíêöiîíàëó l, îòðèìàíå â íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 5.4. Ìiíiìàêñíà îöiíêà âèðàçó l(F ) ìà¹ âèãëÿä ̂̂
l(F ) = l(F̂ ), äe

F̂ (x) = (F̂, ĝ), F̂(x) = Q−1
1 p̂+F0, ĝ(x) = Q−1

2 p̂|Γ+g0, a ôóíêöiÿ p̂ âèçíà÷à¹òüñÿ
ç ðîçâ'ÿçêó íàñòóïíî¨ ñèñòåìè âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü:

a(v, p̂) =

∫

D

(C∗JH0
Q0(y − Cû)(x),v(x))R3 dx (5.25)

∀v ∈ H1(D)n,∫

D

(Q−1
1 p̂(x), ri(x))Rndx+

+

∫

Γ
(Q−1

2 p̂, ri)Rn dΓ = 0, i = 1, 6, (5.26)

a(û,w) =

∫

D

(Q−1
1 p̂(x),w(x))R3dx+

+

∫

Γ
(Q−1

2 p̂,w)Rn dΓ, ∀w ∈ H1(D)n, (5.27)
∫

D

(C∗JH0
Q0(y − Cû)(x), ri(x))Rn dx = 0, (5.28)

i = 1, 6. â ÿêié ðiâíîñòi (5.25)�(5.28) âèêîíóþòüñÿ ç éìîâiðíiñòþ 1.

121



Âèïàäêîâi ïîëÿ, ðåàëiçàöi¨ p̂ i û ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü çàäà÷i (5.25)�(5.28),
íàëåæàòü ïðîñòîðó L2(Ω, H1(D)n).

Çàäà÷à (5.25)�(5.28) îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà.
Çàóâàæåííÿ. Íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü (5.21)�

(5.24) òà (5.25)�(5.28) ìîæóòü áóòè çíàéäåíi ìåòîäîì Ãàëüîðêiíà àíàëîãi÷íî
òîìó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî â ðîáîòi [98]. Ïðè öüîìó ìîæíà ïîêàçàòè, ùî
ãàëüîðêiíñüêi íàáëèæåííÿ, ÿêi îòðèìàíi â ðåçóëüòàòi ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíèõ
ñèñòåì ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, çáiãàþòüñÿ äî òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì
âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü (5.21)�(5.24) òà (5.25)�(5.28).
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5.3 Ãðàíè÷íi òåîðåìè òåîði¨ ðèçèêiâ

5.3.1 Àíàëiç äîñëiäæåííÿ êëàñè÷íî¨ äèíàìi÷íî¨ ìîäåëi òåîði¨
ðèçèêiâ. Ñåðåä ìîäåëåé, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ â òåîði¨ ðèçèêó, âàæëèâó ðîëü
âiäiãðà¹ äèíàìi÷íà ìîäåëü ñòðàõóâàííÿ, ÿêó çàïðîïîíóâàâ Ô. Ëóíäáåðã [101].
Îñíîâíi äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ìîäåëi çäiéñíåíi â ðîáîòàõ Ã. Êðàìåðà òà Å.Ñ.
Àíäåðñåíà [101, 104-106].

Îñíîâíi iäå¨ äèíàìi÷íî¨ ìîäåëi:
1. Ó ìîäåëü âêëþ÷à¹òüñÿ ÷àñ t i ïðîöåñ íàäõîäæåííÿ âèìîã íà ñòðàõîâi

âèïëàòè çîáðàæó¹òüñÿ âèïàäêîâèì ïðîöåñîì.
2. Ïîòî÷íèé ðåçåðâ ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ òåæ çàëåæèòü âiä ÷àñó t.
3. Â ÿêîñòi îñíîâíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ñòàíó ñòðàõîâî¨ êîìïàíi¨ âèêîðèñòî-

âó¹òüñÿ éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà.
Ðiçíi îöiíêè éìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà áóëè äîñëiäæåííi â ðîáîòàõ [102, 107,

109-115].
Íàéïðîñòiøà äèíàìi÷íà ìîäåëü êîëåêòèâíîãî ðèçèêó âêëþ÷à¹ ëèøå äâà

ïðîöåñè: ïðîöåñ íàäõîäæåííÿ ñòðàõîâèõ âíåñêiâ (ïðåìié) òà ïðîöåñ ñòðàõîâèõ
âèïëàò.

Âíåñêè íàäõîäÿòü çíà÷íî ÷àñòiøå, íiæ âèíèêàþòü ïîçîâè, ïðè öüîìó
âåëè÷èíà âíåñêó íàáàãàòî ìåíøà çà âåëè÷èíó ñòðàõîâîãî ïîçîâó i âiäïîâiäíî¨
âèïëàòè. Îòæå, ïðîöåñ íàäõîäæåííÿ âíåñêiâ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê íåïåðåðâíèé
äåòåðìiíîâàíèé ïðîöåñ â ïîðiâíÿííi ç âåëè÷èíîþ ñòðàõîâîãî ïîçîâó.

Ó íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó íàäõîäæåííÿ âíåñêiâ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ îäíèì
ïàðàìåòðîì � øâèäêiñòþ íàäõîäæåíü c > 0. Öå îçíà÷à¹ íàñòóïíå: ÿêùî â
ìîìåíò t êîìïàíiÿ ìàëà êàïiòàë X (t) i äî ìîìåíòó t+h íå áóëî æîäíî¨ âèïëàòè,
òî íà ïðîìiæêó (t, t + h) êàïiòàë êîìïàíi¨ ëiíiéíî çðîñòàâ i â ìîìåíò ÷àñó t + h

âií äîðiâíþ¹ X (t + h) = X (t) + ch .
Êëàñè÷íó ìîäåëü êîëåêòèâíîãî ðèçèêó õàðàêòåðèçóþòü:
� ðîçìiðè âèïëàò (claim sizes, claim amounts) � {Xi, i ≥ 1} � íåâiä'¹ìíi

íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F
òà ñêií÷åíèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì µ = EX ;

� ìîìåíòè íàäõîäæåííÿ âèìîã íà âèïëàòè {Ti, i ≥ 1}, ùî óòâîðþþòü
ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç
ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó K (x);

� ïðîöåñ íàäõîäæåííÿ âèìîã íà âèïëàòè N (t) = sup {n ≥ 1 : Tn ≤ t}, t > 0,
òîáòî êiëüêiñòü âèìîã íà iíòåðâàëi [0, t], äå, çà âèçíà÷åííÿì, sup {∅} = 0;

� ïðîìiæêè ÷àñó ìiæ íàäõîäæåííÿì âèìîã Y1 = T1 , Yk = Tk−Tk−1, k ≥ 2 �
íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè çi ñêií÷åíèì ìàòåìàòè÷íèì
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ñïîäiâàííÿì EY = 1/λ.
Çàóâàæèìî, ùî {N (t) , t ≥ 0} òà {Xk, k ≥ 1} ââàæà¹ìî íåçàëåæíèìè;
x ≥ 0 � ïî÷àòêîâèé (ðåçåðâíèé)êàïiòàë (initial capital);
c > 0 � øâèäêiñòü (iíòåíñèâíiñòü) íàäõîäæåííÿ ñòðàõîâèõ âíåñêiâ (loaded

premium rate).
Îñòàòî÷íî, ïðîöåñ ðèçèêó X (t), t ≥ 0, âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

X (t) = x + ct− S (t) = x + ct−
N(t)∑
i=1

Zi,

äå ñóìà âñiõ âèïëàò S (t) =
N(t)∑
i=1

Zi ¹ âèïàäêîâîþ ñóìîþ íåçàëåæíèõ îäíàêîâî
ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ïðîöåñ X (t) çîáðàæó¹ ñòàí ðåçåðâíîãî
(ñóìàðíîãî) êàïiòàëó êîìïàíi¨ â ìîìåíò ÷àñó t.

Â êëàñè÷íié ìîäåëi Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà ïðîöåñ N (t) ââàæàþòü îäíîðiäíèì
ïðîöåñîì Ïóàñîíà (ç ïàðàìåòðîì λ), òîäi ïðîìiæêè ìiæ ïîñëiäîâíèìè
íàäõîäæåííÿìè âèìîã íà âèïëàòè ìàþòü ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië (âiäïîâiäíî
ç òèì æå ïàðàìåòðîì).

Íåõàé ψ (x, T ) = P {X (t) < 0 äëÿ äåÿêîãî 0 < t ≤ T}, 0 < T < ∞, x > 0
� éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà íà ñêií÷åíîìó ÷àñîâîìó iíòåðâàëi [0, T ].

Âåëè÷èíó ρ = c
λµ − 1 íàçèâàþòü âiäíîñíîþ ñòðàõîâîþ íàäáàâêîþ, à äëÿ

áàçîâî¨ óìîâè
ρ =

c

λµ
− 1 > 0.

Ó öüîìó âèïàäêó ψ (x) ìîæíà çàïèñàòè ÿê çìiøàíèé ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië

ψ (x) =
ρ

1 + ρ

∞∑
n=0

(1 + ρ)−n (1− F n•
I (x)) , u ≥ 0.

Óìîâà Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà ïåðåäáà÷à¹ iñíóâàííÿ êîíñòàíòè v (ÿêó
íàçèâàþòü êîåôiöi¹íòîì Ëóíäáåðãà), òàêî¨ ùî

∞∫

0

evx (1− F (x)) dx =
c

λ
= (1 + ρ) µ.

Ó âèïàäêó ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó âèïëàò ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x) = 1 −
exp

{−x/µ

}
:

ψ (x) =
1

1 + ρ
exp

{
− ρµ

µ (1 + ρ)

}
.

124



5.3.2 Äîñëiäæåííÿ äèíàìi÷íî¨ ìîäåëi òåîði¨ ðèçèêiâ ç íåîäíî-
ðiäíîþ iíòåíñèâíiñòþ ïðåìié òà ïåðåñòðàõóâàííÿì. Ðîçãëÿäà¹ìî ïðîöåñ
ðèçèêó ç ïåðåñòðàõóâàííÿì, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íàÿâíiñòþ ó âèïàäêîâîìó
äîäàíêó â ñòîõàñòè÷íié ÷àñòèíi êëàñè÷íîãî ïðîöåñó ðèçèêó âiä'¹ìíî¨ ÷àñòèíè,
òîáòî â ìîìåíòè âèïëàòè ñòðàõîâèõ ïðåìié âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåñòðàõîâêà.
Ïîâåäiíêà öüîãî ïðîöåñó ñõîæà íà ïîâåäiíêó êëàñè÷íîãî ïðîöåñó. Äî ìîìåíòiâ
âèïëàò ñòðàõîâèõ ïðåìié ïðîöåñ ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà çðîñòà¹ çi øâèäêiñòþ
c (iíòåíñèâíiñòü ïðåìié), à â ìîìåíòè, êîëè âiäáóâà¹òüñÿ âèïëàòà ïî ñòðàõîâèì
çàÿâàì îäíî÷àñíî âiäíiìà¹òüñÿ âèïàäêîâà ñóìà. Åêîíîìi÷íà iíòåðïðåòàöiÿ
ïðîöåñó ç ïåðåñòðàõóâàííÿì ¹ âíåñåííÿ äåÿêîãî êàïiòàëó ïåðåñòðàõóâàëüíèêîì
â ìîìåíò âèïëàòè çà çàÿâàìè.

Ñóìè ñòðàõîâèõ âèïëàò Z (t) ç óðàõóâàííÿì ïåðåñòðàõóâàííÿì îïèñóþòüñÿ
óçàãàëüíåíèì ïðîöåñîì Ïóàñîíà

Z (t) =

N(t)∑

k=1

(ξk − ηk) ,

äå N (t) � íåïåðåðâíèé ñïðàâà ïðîöåñ Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ i (ξk, k ≥ 1)
(ηk, k ≥ 1) íåçàëåæíi, äîäàòíi, ç ôóíêöiÿìè ðîçïîäiëó F (x) òà G (x) âiäïîâiäíî,
ïðè÷îìó P {ξ1 > η1} > 0.

Òåîðåìà 5.5. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
1) ∃ β : M exp (βξ1) < ∞ (óìîâà Êðàìåðà);
2) λµ < c + λδ ;
3) α = sup

{
α > 0 : f̂ (α) ĝ (−α) < 1 + αc

λ

}
< β.

Òîäi äëÿ ïðîöåñó X (t) = x + ct − Z (t) ç éìîâiðíiñòþ ðîçîðåííÿ q (x) ,
êîåôiöi¹íò α â ðiâíîñòi rα (x) = eαxr (x) âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ

∞∫

0

dG (d)

d∫

0

F (y) e−αd+αy

d−y∫

0

eαxr (x) dxdy = − c

λ

∞∫

0

dG (d)

∞∫

0

eαyF̄ (y + d) dy.

Òåîðåìà 5.6. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1) - 3) òåîðåìè 5.5 òà ∃ α0 > 0,
òàêå ùî ïðè α < α0 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

−cq′ (x) = −λq (x) + λ

∞∫

0

dG (d)




x+d∫

−∞
q (x + d− y) dF (y) + λF̄ (x + d)


 .

Òîäi ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà îöiíêà:

c1 ≤ lim
x→∞

eαxr (x) ≤ c2,
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äå

c1 =

cα2
∞∫
0

e−αdF̂α (y + d) dG (d)

∞∫
0

e−αdZ (d, α) dG (d)

,

c2 =

λα2
∞∫
0

d∫
0

F (y) dydG (d) + cα2
∞∫
0

e−αdF̂α (y + d) dG (d)

∞∫
0

e−αdZ (d, α) dG (d)

.

Òåîðåìà 5.7. Íåõàé äëÿ ïðîöåñó Xt ñóìè ñòðàõîâèõ âèïëàò Z (t) ç
óðàõóâàííÿì ïåðåñòðàõóâàííÿì îïèñóþòüñÿ óçàãàëüíåíèì ïðîöåñîì Ïóàññîíà

Z (t) =

N(t)∑

k=1

ξk,

äå N (t) � íåïåðåðâíèé ñïðàâà ïðîöåñ Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ i
(ξk ∈ R, k ≥ 1) íåçàëåæíi, ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó P (ξk < x) = G (x) , ïðè÷îìó
ξk = ξ+

k − ξ−k - ìîæóòü íàáóâàòè âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü òà çàäîâîëüíÿþòüñÿ
óìîâè:

M exp
(
βξ+

k

)
< ∞, β > 0,

M exp
(
sξ−k

)
< ∞, ∀ s ∈ R,

P (ξk > 0) > 0, µ = Eξ.

Ïðèïóñòèìî, ùî íàêîïè÷åíèé ñåðåäíié äîõiä äîäàòíèé c−λµ > 0, i α < β,

äå
β = sup (s > 0; M exp (sξ1) < ∞) ≤ ∞,

α = sup (s < β; h (s) < 0) < ∞.

Òîäi iñíó¹ ñòàëà Cα òàêà, ùî äëÿ âñiõ γ < β ñïðàâåäëèâå çîáðàæåííÿ
r (x)− Cαe−αx = O

(
e−γx

)
, x →∞.

Òóò

Cα =
K̂ (α)

h′ (α)
,

K̂ (s) = λr̂ (0)− λĝ (s) r̂ (0)− λs

0∫

−∞
dG (y)

∞∫

0

r (u) du

0∫

y ≤ x ≤ y + u

x ≤ 0

esxdx+
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+λs

∞∫

0

esxḠ (x) dx,

h (s) = cs− λ

∞∫

−∞
esxdG (x) + λ.

Òåîðåìà 5.8. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 5.7. Òîäi ïðè x → ∞
äëÿ ôóíêöi¨ Cα = eαxr (x) ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà îöiíêà

C1 (α) ≤ C (α) = lim
x→∞

eαxr (x) ≤ C2 (α) ,

äå C1 (α) = λH+(α)
αh′(α) ; C2 (α) = λH(α)

αh′(α) .
Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ ðèçèêó ç iíòåíñèâíiñòþ ïðåìié, ÿêà çàëåæèòü âiä

÷àñîâî¨ çìiííî¨. Ïîâåäiíêà öüîãî ïðîöåñó ñõîæà íà ïîâåäiíêó êëàñè÷íîãî
ïðîöåñó, àëå çðîñòàííÿ íà âiäìiíó âiä êëàñè÷íîãî âèïàäêó âiäáóâà¹òüñÿ íå çà
ëiíiéíèì çàêîíîì, à ó âèãëÿäi ôóíêöi¨ ct. Êëàñè÷íèé ïðîöåñ ðèçèêó ¹ äîñòàòíüî
âèâ÷åíèé i íàâiòü âèâåäåíi òî÷íi ôîðìóëè äëÿ çíàõîäæåííÿ éìîâiðíîñòi ðèçèêó.
Ïðîöåñ ç iíòåíñèâíiñòþ çàëåæíîþ âiä ÷àñó âèíèêà¹ ïðè äîñëiäæåííi ðèíêó çà
âåëèêèé ïðîìiæîê ÷àñó êîëè ñóìà âèïëàòè ïðåìié íå çìiíþ¹òüñÿ ëiíiéíî, à çà
äåÿêèì çàêîíîì. Öåé íàïðÿìîê äîñëiäæåííÿ ¹ äîñèòü íîâèì i ùå íå äîñòàòíüî
äîáðå äîñëiäæåíèé.

Òåîðåìà 5.9. Íåõàé M exp (βξ1) < ∞, β > 0; λµ < c =
∞∫
0

csds. Òîäi äëÿ
ïðîöåñó dX (t) = ctdt− dZ (t) , X (0) = x , ñïðàâåäëèâi îöiíêè:

lim
x→∞

eα2xr (x) ≤ λH (α2)

α2h′2 (α2)
,

lim
x→∞

eα1xr (x) ≥ λH+ (α1)

α1h′1 (α1)
,

α1, α2 âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ:
cαi + λ = λM exp

{
αiξ1 + (−1)i αi∆i

}
, i = 1, 2.

Òåîðåìà 5.10. Íåõàé Ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ (Xt, t ≥ 0) çàäà¹òüñÿ
ðiâíÿííÿìè dX (t) = ctdt − dZ (t) , X (0) = x , âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Êðàìåðà
β = sup (s > 0; M exp (sξ1) < ∞) > 0 , äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ c > 0 iñíó¹ γ > 0
òàêà, ùî c (x) − c = O (exp {−γx}) , x → ∞ i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà áàëàíñó.
Òîäi:

à) ÿêùî α < β , òî iñíó¹ ρ ∈ (α, β) òà ñòàëà Cα òàêi, ùî ìà¹ ìiñöå
çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ ðîçîðåííÿ:

q (x)− Cα exp {−αx} = O (exp {−ρx}) , x →∞,
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ïðè÷îìó äëÿ âñiõ äîñèòü ìàëèõ âiäõèëåíü c (x) − c ñòàëà Cα äîäàòíà i
iñíóþòü ãðàíèöi

lim
x→∞

x−1 ln q (x) = −α,

Cα = lim
x→∞

exp {αx} q (x) > 0,

äå α ≡ sup {s < β : λĝ (s) < c} ∈ (0,∞) , β = sup (s > 0; M exp (sξ1) < ∞) > 0;
á) ÿêùî α = β, òî q (x) = O (exp {−βx}) , x →∞, ∀γ < β.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè, íàâåäåíèìè â çâiòi, ¹ òàêi:
� äëÿ ëiíiéíèõ óëüòðàïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿìè

ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà, îäåðæàíî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ, îöiíêè òà âëàñòèâîñòi
ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi òà iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ;

� äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó çi çðîñòàþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè
ç îïåðàòîðîì Áåññåëÿ i ðiâíÿíü Ôîêêåðà-Ïëàíêà-Êîëìîãîðîâà îòðèìàíî ÿâíèé
âèðàç, òî÷íi îöiíêè òà âëàñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi;

� äîñëiäæåíà ïîâíà õàðàêòåðèçàöiÿ ðîçâ'çêiâ ó ñïåöiàëüíèõ âàãîâèõ Lp�
ïðîñòîðàõ;

� äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì Ñîëîííèêîâà�Åéäåëüìàíà îïèñàíî ïîñòàíîâêó
ïî÷àòêîâèõ çàäà÷ i âñòàíîâëåíî ¨õ êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü ó ïðîñòîðàõ Ãåëüäåðà;

� âñòàíîâëåíî íåîáõiäíiñòü óìîâè ïàðàáîëi÷íîñòi ñèñòåìè äëÿ ïðàâèëüíîñòi
àïðiîðíèõ îöiíîê ó ïðîñòîðàõ Ãåëüäåðà çàãàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ïî÷àòêîâèõ
çàäà÷ Ñîëîííèêîâà�Åéäåëüìàíà;

� ðîçøèðåíî ïðîñòîðè WM
Ω Ãóðåâè÷à, øëÿõîì äîïîâíåííÿ ¨õ ãëàäêèìè

åëåìåíòàìè, ÿêi íåîáîâ'ÿçêîâî ¹ öiëèìè àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè, òà
ç'ÿñîâàíî ïèòàííÿ àíàëiòè÷íîñòi é êâàçiàíàëiòè÷íîñòi åëåìåíòiâ öèõ ïðîñòîðiâ;
âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ íèìè â òåðìiíàõ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, îïèñàíî ìíîæèíè
çãîðòóâà÷iâ i ìóëüòèïëiêàòîðiâ ó öèõ ïðîñòîðàõ. Óòî÷íåíî òîïîëîãiþ ïðîñòîðó
Φγ Ãîðîäåöüêîãî, ïîðîäæåíîãî âëàñòèâîñòÿìè ÔÐ çàäà÷i Êîøi äëÿ ìîäåëüíîãî
ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç îïåðàòîðîì Ðiññà äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ;

� îçíà÷åíî íîâi êëàñè ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì, ÿêi
óçàãàëüíþþòü âiäîìi êëàñè ïàðàáîëi÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì i Øèëîâèì ñèñòåì
ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ç êîåôiöi¹íòàìè, çàëåæíèìè ëèøå âiä ÷àñîâî¨
çìiííî¨. Äëÿ öèõ êëàñiâ ïîáóäîâàíî òåîðiþ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi â
ïðîñòîðàõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié, ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíî âiäîìó
ïðîáëåìó ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåì ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü, ïîðÿäîê îäíîðiäíîñòi ãîëîâíîãî ìàòðè÷íîãî ñèìâîëó ÿêèõ ¹ ìåíøèì
çà îäèíèöþ;

� âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ
åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó ç ïñåâäî-Áåññåëåâèì îïåðàòîðîì,
ïîáóäîâàíèì çà îäíîðiäíèì òî÷êîâî-íåãëàäêèì ñèìâîëîì ó âèïàäêó, êîëè
áàãàòîòî÷êîâà óìîâà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié
ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Ðîçâèíåíî ìåòîäèêó äîñëiäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i òà ç'ÿñîâàíî óìîâè ïîêðàùåííÿ ëîêàëüíî¨ ïîâåäiíêè
ðîçâ'ÿçêó ïðè t → 0+;
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� âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ øâèäêèõ òà
ïîâiëüíèõ çìiííèõ ëiíiéíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ñèñòåì iç çàïiçíåííÿì,
îäåðæàíî àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ;

� çäiéñíåíî ðîçùåïëåííÿ ëiíiéíî¨ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ ñèñòåìè
äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü íà äâi íåçàëåæíi ïiäñèñòåìè;

� ìåòîäîì óñåðåäíåííÿ äîñëiäæåíî ñòiéêiñòü ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíî-
ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì;

� âñòàíîâëåíî òåîðåìè ïðî òî÷íiñòü àïðîêñèìàöi¨ åëåìåíòà çàïiçåííÿ â Rn;
� ïîáóäîâàíi i îáãðóíòîâàíi ñõåìè àïðîêñèìàöi¨ ïî÷àòêîâèõ çàäà÷

äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü çàïiçíþþ÷îãî i íåéòðàëüíîãî òèïiâ
òà ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ òà ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü iç áàãàòüìà
çàïiçåííÿìè;

� äîñëiäæåíî ðîçâ'ÿçíiñòü êðàéîâèõ çàäà÷ iç çàïiçåííÿì, îáãðóíòîâàíî
ñõåìó ¨õ àïðîêñèìàöi¨ êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ñèñòåì çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà çäiéñíåíî ìîäåëþâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ iç
çàïiçåííÿì íà ÅÎÌ;

� äîñëiäæåíà çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ìiíiìàêñíèõ îöiíîê ôóíêöiîíàëiâ âiä
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíÿíü, ÿêi âõîäÿòü â ïîñòàíîâêó êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ
ëiíiéíî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè òèïó Íåéìàíà;

� äîñëiäæåíà äèíàìi÷íà ìîäåëü òåîði¨ ðèçèêiâ ç íåîäíîðiäíîþ
iíòåíñèâíiñòþ ïðåìié òà ïåðåñòðàõóâàííÿì.

Ðîçðîáêà ïèòàíü, ÿêèì ïðèñâÿ÷åíèé çâiò, ¹ âàæëèâîþ i àêòóàëüíîþ â
çâ'ÿçêó iç íåîáõiäíiñòþ ðîçâèòêó çàãàëüíî¨ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
i ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, à òàêîæ ïîòðåáîþ íàáëèæåíî¨ ïîáóäîâè
ðîçâ'ÿçêiâ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ðåàëüíèõ ïðèêëàäíèõ ïðîöåñiâ.

Óñi íàâåäåíi â çâiòi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè i ìàþòü íàóêîâó öiííiñòü.
Âîíè ìîæóòü çàñòîñîâóâàòèñü ó òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ, äèôåðåíöiàëüíî-
ôóíêöiîíàëüíèõ, ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, òåîði¨ ïðóæíîñòi, òåîði¨
âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííÿ ôiçè÷íèõ, òåõíi÷íèõ,
åêîíîìi÷íèõ i âèðîáíè÷èõ ïðîöåñiâ.
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